


П. С. ЗАRАТОВ 

RYPC 
ВЬIСШЕЙ 

ГЕОДЕЗИИ 

ИЗДАНИЕ ЧЕТВЕРТОЕ 

ПЕРЕРАБОТАННОЕ И ДОПОЛНЕННОЕ 

Д оп!fщено Министерством высшего · 
и среднего специа.лъного обрааоваuия СССР 

в качестве учебuика д.л.я студеuтов 

гРодезических специа.л.ъностей вуаое 

МОСНВА <•НЕДРА•> 1976 



УДК 528.21.3 (075.8) 

Закатов П. С. Курс высшей геодеаии. Изд. 4, перераб. и доп. М., <<Недра>),. 
1976. 511 с. 

Книга содержит 4 раздела: сфероидичес1шя геодезия, физичес1{ая геоде­
зия, астрономические методы определения ноорди:нат на земной поверхности, 
основы Rосмической геодезии. 

В разделе <<Сфероидичесная геодезию> изложены основные вопросы гео­
метрии земного эллипсоида и методы решения геодезических задач на его поверх­

ности; освещены теория и прантина применения ноординат Гаусса - Крюгера. 
В разделе <<Физическая геодезию> приведены сведения о методах определе­

ния внешнего потенциала силы тяжести Земли, даны выводы унлонений отвесных 
линий и вычисления высот точен поверхности Земли в различных системах; даны 
основные понятия о способах изучения фигуры Земли и уравнивания астрономо­
геодезичесной сети. 

В разделе <<Астрономические методы определения географичесних Rоорди­
нат на земной поверхностИ>> изложены основы сферичесной и прантической астро­
номии без приведения подробностей и деталей порядка и исполнения полевых 
измерений и вычислений. 

В разделе <<Основы носмичесной геодезии» дается описание элементов 
теории движения ИС3 и возмущений этого движения; описаны синхронный и ор­
битальный методы решения геодезичесних задач, приведены формулы определе­
ния параметров гравитационного поля и фигуры Земли и способы связи различ­
ных геодезичесних систем. 

Книга предназначена для студентов геодезичесних специальностей геоде­
зических вузов, а танже для географичесних специальностей государственных 
университетов, геодезичесних специальностей политехничесRих, землеустрои­
тельных и сельснохозяйственных институтов. 

Табл. 23, ил. 189, СПИСОR лит. - 58 назв. 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Книга написана соответственно программам курса высшей геодезии, при­
нятым для геодезических специальностей, за исключением астрономо-геодези­
ческой. 

В процессе работы над рукописью и подготовки ее к изданию к автору 
поступили просьбы от кафедры геодезии и картографии Московского государ­
ственного университета им. М. В. Ломоносова и Московского института ин­
женеров землеустройства об учете их пожеланий по содержанию подготавли­
ваемой :к изданию книги, так как настоящий <<Курс высшей геодезии» принят 
в качестве основного учебника по высшей геодезии на географичес:ких факуль­
тетах государственных университетов и геодезическом факультете Института 
инженеров землеустройства. 

Эти пожелания были учтены, и в учебник дополнительно в:ключены разделы 
об основах космической геодезии, сферической и практичес1(0Й астрономии. 

Таким образом, в настоящей книге содержатся следующие разделы: 
а) сфероидическая геодезия, 
б) физическая геодезия, 
в) астрономические методы определения координат на земной поверхности. 
г) основы космической геодезии. 
Переработка, раздела <<Сфероидическая геодезия», по сравнению с про­

шлым изданием 1964 г., заключалась в основном в следующем: большинство 
формул приведено к виду, пригодному для вычислений на счетных машинах; 
большинство примеров на решение практических задач, в особенности требу­
ющих многозначных вычислений и, следовательно, трудоемких, даны с приме­
нением натуральных значений чисел и тригонометрических функций, с исполь­
зованием счетных машин различного типа. Некоторые примеры вычислены с 
применением логарифмов. 

В основном метод вывода формул сфероидической геодезии остался преж­
ним - <<Классическим» - путем разложения исходных дифференциальных урав­
нений в ряд по биному Ньютона или строке Тейлора и почленного интегрирова­
ния; однако отдельные геодезические задачи решены с применением иных мето­

дических подходов, разработанных и опубликованных в своем большинстве 
в последние годы. Таковы, например, формулы (7. 18) и (7 .19) для вычисления 
дуги :меридиана, полученные на основе применения формул Симпсона; формулы 
(31.1)-(31.4) решения главной геодезической задачи по методу Рунге - Rут­
та - Мерсона с примером, решенным на ЭВМ, с использованием способа числен­
ного интегрирования дифференциальных уравнений; изложен метод числен­
ного интегрирования для вычисления уклонений отвесных линий с использо­
ванием графического способа получения исходных и <<дифференциальных» 
данных и некоторые другие. Освещение различных методических подходов 
и методов решения задач высшей геодезии, а также научных основ этих методов 
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весьма полезно для изучающих данную дисциплину; это будет способствовать 
расширению знаний учащихся, которые могут быть использованы ими в своей 
будущей инженерной деятельности. 

Отметим, что знание вопросов этого раздела необходимо не только для 
расширения кругозора специалистов, но и для будущей практической деятель­
ности. Сведения о фигуре Земли, основания использования эллипсоида как 
поверхности относимости, методы решения геодезических задач на этой поверх­
ности на разные расстояния, в том числе и большие - тысячи километров, 
и, наконец, основы теории и практического применения координат Гаусса -
Крюгера - всеми этими вопросами должен владеть специалист, для которого 
геодезия является одним из основных предметов. Соответственно этому в раз­
деле приведены различные способы решения основных геодезических задач -
для разных расстояний и требований в отношении точности, а также способы, 
основанные на применении различных научно-методических приемов их решения. 

Думается, что не все содержание рассматриваемого раздела должно полностью 

изучаться учащимися; но при надлежащем сочетании лекций с самостоятельной 
работой студента, о чем говорилось выше, весь материал раздела, полагаю, 
окажется полезным и необходимым. 

Эти методические соображения учитывались при работе, как над данным 
разделом, так и над всем учебником в целом. 

Раздел <<Физическая геодезию> по содержанию :можно подразделить на две 
части: 

1) вопросы изучения гравитационного поля Земли при помощи измерений 
силы тяжести; 

2) вопросы решения основных задач высшей геодезии на основе исполь­
зования результатов всех видов наземных геодезических, астрономических 

и гравиметрических измерений. 
-Учитывая назначение учебника, содержание этого раздела в известной 

мере носит ознакомительный характер, хотя некоторые вопросы его имеют 
важное практическое значение, например, системы высот, редукционная про­

блема и некоторые другие. Эти вопросы изложены с большей подробностью. 
В разделе <<Астрономические методы определения географических коорди­

нат на земной поверхности» содержатся изложение элементов сферической 
астрономии и главнейшие теоретические основы методов астрономических 
определений широт, долгот и азимутов, без приведения многочисленных 
подробностей, не имеющих принципиального значения. 

В разделе <<Основы космической геодезии» отражен опыт преподавания 
этой новой части геодезии на географическом факультете Московского государ­
ственного университета по принятой для названного факультета программе. 
О методах наблюдений даны самые общие сведения; описание определения 
1юординат ИСЗ во второй экваториальной системе (а и б) по фотографическим 
наблюдениям дано в изложении, позволяющем получить представление о су­

ществе дела. 

Главное внимание уделено теоретическим вопросам использования ИСЗ 
для решения геодезических задач: основы теории движения ИСЗ, главнейшие 
сведения о синхронном и орбитальном методах, понятия об определении пара­
метров гравитационного поля и фигуры Земли, о связи разрозненных геодези­
ческих сетей, расположенных на различных материках в целях создания еди­

ной мировой системы координат. 
В учебной литературе этот новый и важный раздел современной геодези­

ческой науки освещается впервые, крайне желательно, в связи с этим, получить 
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замечания и предложения как по общему плану освещения основ космической 
геодезии в учебнике по высшей геодезии, так и пожелания частного характера, 
касающиеся путей и методов изложения отдельных вопросов раздела. 

По сравнению с прежним изданием книги (1964 г.) вместо термина <<теоре­
тическая геодезия» введен термин <<физическая геодезия», как по существу более 
конкретно и точно отражающий содержание. 

При изложении вопросов курса автор стремился избежать сложных мате­
матических выкладок, добиваясь лучшего освещения существа задач и методов 
их решения. С этой целью применялись возможно более простые методы вывода 
формул; иногда пропускались промежуточные длинные алгебраические пре­
образования; значительное число формул выводилось геометрическим путем. 
Изложение вопросов курса в основном дано на базе дифференциального и ин­
тегрального исчисления и аналитической геометрии,. изучаемых по программе 
высшей математики для технических вузов. Однако, упрощая изложение во­
просов курса и делая их более доступными для изучения, автор стремился не 
поступаться строгостью подхода к постановке соответствующих задач и их 

решению. 

При изложении теории потенциала силы тяжести даны его выражения с 
применением сферических функций главным образом для самого начального 
ознакомления с этим широко применяющимся в настоящее время методом пред­

ставления потенциала. Методически включение этих функций осуществлено та­
ким образом, что возможно логически последовательное изучение содержания 
данной главы, минуя формулы со сферическими функциями. 

Сферические функции и матрицы применяются в главе <<Основы космиче­
ской геодезии». 

Направленность и назначение книги не позволяют изложить методы поле­
вых измерений и теорию инструментов; исключение составляют весьма краткие 
понятия об основных идеях, принципах и способах измерения силы тяжести, 
направлений и дальностей до ИСЗ и определений астрономических координат 
и азимутов. 

Ряд примеров на практическое решение отдельных задач заимствован 
из лабораторного практикума по сфероидической геодезии, составленного чле­
нами кафедры высшей геодезии МИИГ Аи:К Н. А. Беспаловым, В. А. Романов­
ским:, Б. Ф. Хитровым. Этим учтен опыт проведения практических занятий 
кафедры высшей геодезии МИИГ АиК. Новые примеры с исходными фор­
мулами для вычисления дуги меридиана, решения прямой и обратной гео­

дезических задач и некоторые другие были вычислены и предоставлены 
Б. Ф. Хитровым, за что приношу ему большую благодарность. 

Раздел <<Основы космической геодезии» написан кандидатом технических 
наук, доцентом :кафедры геодезии и :картографии МГУ им. М. В. Ломоносова 
А. П. Тищенно. 



ВВЕДЕНИЕ 

ЗАДАЧИ ВЫСШЕЙ ГЕОДЕЗИИ. 
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Задачи высшей геодезии можно подразделить на н а у ч н ы е и н а у ч­
н о - т е х н и ч е с к и е. 

Главной научной задачей высшей геодезии является и з у ч е н и е ф и -
г у р ы (т. е. формы и размеров) и в н е ш н е г о г р а в и т а ц и о н н о r о 
пол я Земли. 

Решение этой задачи включает: 
1. Определение вида и размеров математически правильной поверхности, 

достаточно хорошо представляющей фигуру Земли в целом. Такой поверхно­
стью признается поверхность эллипсоида вращения с малым сжатием; он назы­

вается з е м н ы м э л л и п с о и д о м. 

Определение поверхности земного эллипсоида заключается в установлении 
параметров, характеризующих его размеры, форму и расположение (ориенти­
рование) в теле Земли. 

2. Изучение действительной фигуры Земли и ее внешнего гравитационного 
поля. Под действительной фигурой Земли понимается реальная физическая 
земная поверхность. 

Изучение действительной фигуры Земли заключается в определении гео­
метрических величин, характеризующих отступления ее поверхности от по­

верхности установленного земного эллипсоида. 

Внешнее гравитационное поле Земли изучают по такому же принципу, 
как и фигуру Земли: сначала определяют гравитационное поле тела, близкого 
к Земле, за которое также принимается эллипсоид вращения, затем определяют 
отступления гравитационного поля реальной Земли от гравитационного поля 
выбранного эллипсоида. 

Гравитационное поле Земли и фигура Земли неразрывно связаны между 
собой и их изучение представляет по существу одну задачу. Практически за­
дача изучения фигуры Земли сводится к определению координат точек ее по­
верхности в единой, общей для всей Земли системе, а задача изучения внешнего 
гравитационного поля Земли - к определению потенциала силы тяжести на 
поверхности Земли и в ее внешнем пространстве в той же координатной 
системе. 

В числе других научных задач высшей геодезии упомяне:1\1:, например, та­
кие задачи, I{ан. изучение горизонтальных и вертикальных движений земной 
коры, исследования внутреннего строения Земли, определение разностей уров­
ней морей и перемещений береговых линий океанов, изучение движения 
земных полюсов и т. п. 

Запуск искусственных спутников Земли и наблюдение за их движением 
расширили круг научных задач высшей геодезии; использование результатов 
наблюдений ИСЗ позволило изучать фигуры и гравитационные поля Луны 
и планет солнечной системы. 



Перечисленные основные научные задачи решаются на основе результатов 
геодезичесн.их, гравиметрических, астрономических измерений, каковыми яв­

ляются: 

а) угловые и линейные измерения, определяющие взаимное положе­
ние точен. земной поверхности ( триангуляция, полигонометрия, нивелиро­
вание); 

б) измерения ускорений силы тяжести; 
в) астрономические определения широт, долгот точек земной поверхности 

и азимутов направлений; 
r) наблюдения за движением искусственных спутников Земли. 
Для того чтобы эти измерения обеспечили достаточную точность вывода 

величин, определяющих фигуру и гравитационное поле Земли и планет Сол­
нечной системы, н. ним предъявляются высокие . требования. Ниже приво­
дятся допустимые величины среднен.вадратических ошибок измерений. 

Линейные :измерения 
Измерение горизонтальных углов 
Измерение зенитных расстояний на пунктах 
земной поверхности 

Нивелирование 1 нласса: 
случайная погрешность 
систематичесная погрешность 

Абсолютные определения силы тяжести 

Относительные определения силы тяжести 

Определение астрономических широт и дол­
гот 1 класса 

Определение астрономичесних азимутов 
l нлас.са 

Определение направлений на ИС3 
Определение дальностей расстояний до ИС3 

+1 : 500 ООО 
±0,7" 
НеСRОЛЬRО секунд 

'1'1 = ±1,0 мм/км 
а= ±0,05 мм/км 
Доли миллигала :или в относи­
тельной мере - величины по­
рядка 10-в-10-1 

0,05-0,5 мгл или в относитель­
ной мере - величины порядка 
10-7 

±0,3-0,5" 

±0,7" 

Около 1" 
До 1 м 

Порядок приведенных погрешностей измерений учитывается как при тео­
ретических исследованиях, так и при обработке материалов измерений. 

Научно-технические задачи высшей геодезии 
заключаются в первую очередь в разработке наиболее совершенных методов 
и приборов для выполнения высо1{оточных измерений и наблюдений упомяну­
тых видов и определения координат точек на территории государства в еди­

ной системе и, в конечном счете, на поверхности всего земного шара. "Укажем, 
что методами высшей геодезии определяют координаты отдельных, дискретных 
точек земной поверхности. Форму физической поверхности Земли между этими 
точка:u:и детально изучают методами топографии. Для топографического из­
учения формы поверхности Земли ее точки, определенные методами высшей 
геодезии, служат исходными и в совокупности образуют о п о р н у ю г е о -
д е з и ч е с к у ю с е т ь; при наличии последней для детального изучения 
земной поверхности методами топографии уже не требуется применения теории 
высшей геодезии. 

Одновременно отметим, что :методы и приборы, разрабатываемые в высшей 
геодезии, находят все возрастающее применение в практике строительства 
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разнообразных инженерных сооружений - научных, промышленных, гидро­
и теплоэнергетических, транспортных и т. п. 

Существенной научно-технической задачей высшей геодезии является 
разработка и установление целесообразных методов математической обработки 
результатов измерений, имеющих целью устранение геометрических и иных 
несогласий, обусловленных погрешностями измерений, и вывод наиболее до­
стоверных значений искомых результативных данных измерений. 

Картографирование значительных территорий, т. е. отображение земной 
поверхности на :карте - плоскости, ставит задачу отображения и опорных 
геодезических пунктов на плоскости; иначе говоря, задача сводится :к изобра­
жению по математическим законам сфероидичес:кой поверхности на плоскости 
и определению на ней положения геодезических пунктов в системе плоских 
:координат, :ка:к более удобных для пра:ктичес:ких целей. 

Освещенные в общих чертах научные и научно-технические задачи высшей 
геодезии взаимосвязаны, и поэтому упомянутое подразделение в известном 

смысле условно; не вдаваясь в детали, отметим, что выполнение основных 

научно-технических задач требует учета требований, вытекающих из научных 
задач, без чего последние не могут разрешаться с необходимой глубиной и 
достоверностью; с другой стороны, для решения научно-технических задач 
необходимо знание основных выводов и результативных данных, являющихся 
итогом решения научных задач высшей геодезии. Изложенное выше позво­
ляет дать следующее общее определение высшей геодезии. 

В ы с ш а я г е о д е з и я - наука: 
1) изучающая фигуру и гравитационное поле Земли и планет Солнечной 

системы; 

2) определяющая :количественные характеристики различных движений 
земной :коры; 

3) занимающаяся точными измерениями в натуре, необходимыми а) для 
исследований по перечисленным научным проблемам, б) для определения :коор­
динат пунктов государственной геодезической сети в единой системе как основы 
картографирования его территории, в) для точного решения разнообразных за­
дач при народнохозяйственном строительстве и г) для удовлетворения нужд 
обороны страны. 

Теперь остановимся на некоторых основных понятиях и приведем сведения 
для общей ориентировки в вопросах :курса при последующем более детальном 
изучении предмета. 

Ранее под фигурой Земли понималась поверхность геоида. Г е о и д -
у р о в е н н а я п о в е р х н о с т ь, с о в п а д а ю щ а я в о к е а н е с 

н е в о з м у щ е н н о й п о в е р х н о с т ь ю в о д ы, м ы с л е н н о-
п р о д о л ж е н н о й п о д м а т е р и к а м и т а к и м о б р а з о м, 
чтобы направления отвесных линий пересекали 
эту поверхность во всех ее точках под прямым 

у г л о м. Эта поверхность является непрерывной, замкнутой, всюду выпук­
лой. Поскольку фигура геоида зависит от неизвестного нам распределения 
l\JaCC внутри Земли, то она. строго говоря, неопределима. Это было показано со­
Ретским ученым М. С. Молоденским, предложившим о с н о в н о й з а д а­
ч ей геодезии считать изучение фигуры реальной 
З е м л и и е е г р а в и т а ц и о н н о г о п о л я и разработавшим тео­
рию, которая дает возможность точного изучения фигуры Земли на основании 
выполненных на земной поверхности измерений, без привлечения каких-либо 
гипотез о внутреннем ее строении. 
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В теории 1\!олоденского вводится как вспомогательная поверхность к в а -
з иге о и дн, ('n1шадающая с геоидом на океанах и морях и весьма мало 

отступан, :..пот поверхности геоида на суше (менее 2 м). 
Следует заметить, что вывод параметров земного эллипсоида производится 

под условием возможной его близости к квазигеоиду. Поверхность квазиrеоида 
играет роль <<уровня моря», и от нее ведется счет топографических высот. Таким 
образом, вместо изучения поверхности геоида теория Молоденскоrо требует 
определения фигуры квазигеоида. Но если ранее изучение фигуры геоида ста.: 
вилось как основная задача геодезии, не получавшая точного и строгого ре­

шения, то поверхность квазиrеоида вводится лишь как вспомогательная 

и точно определяется. По теории Молоденского, все геодезические задачи 
получают строгое решение и необходимости в изучении фигуры геоида не 
возникает. 

Изучение фигуры Земли представляет одну из важнейших проблем естест­
вознания; знание формы и размеров Земли представляет большой научный и 
практический интерес не только для геодезии, но и для многих смежных наук -
астрономии, геофизики, географии и др. 

Для решения многочисленных практических задач геодезии в конечном 
счете необходимы координаты отдельных точек земной поверхности в выбран­
ной системе. Эти координаты н е n о с р е д с т в е н н о из измерений не оп­
редеJiяются, а получаются из вычислений по результатам измерений. 
Но для вычислений координат точек земной поверхности и других ее элементов­
площадей отдельных фигур, расстояний, направлений, разностей высот между 
заданными пунктами и решения других геодезических задач по результатам 

непосредственных измерений не о б х о д им о з н ан и е э то й по в е р х­
н о ст и, т. е. ее формы и размеров. Однако физическая поверхность Земли 
крайне сложна и использовать эту поверхность при математическом решении 
геодезических задач невозможно. Поэтому при решении математических задач 
геодезии используют поверхность эллипсоида (выражаемую простым уравне­
нием), решение задач на которой уже не представляет трудностей. Весьма же­
лательно, чтобы эллипсоид имел наибольшую близость к фигуре Земли в це­
лом. Такой эллипсоид называется о б щ и м з е м н ы м э л л и n с о и д о м 
и определяется следующими условиями: 

1) совпадением центра эллипсоида с центром тяжести Земли и плоскости 
его экватора с плоскостью земного экватора, 

2) минимумом суммы квадратов уклонений по высоте квазиrеоида во всех 
его точках от поверхности эллипсоида. 

Из простых геометрических соображе:ы:ий следует, что указанные два 
условия выражают требования как к размерам и форме земного эллипсоида, 
так и к его расположению (ориентированию) в теле Земли. Но нетрудно также 
сделать заключение, что для определения параметров общего земного эллип­
соида необходимо выполнить геодезические измерения на в с е й поверхности 
Земли. Пока эти измерения еще полностью не выполнены, не представляется 
возможным определить параметры общего земного эллипсоида геометрическим: 
путем; это дело будущего. Однако использование наблюдений искусственных 
спутников Земли принципиально упрощает и ускоряет решепие этой задачи 
(см. гл. XVII). 

В отдельных странах (или группе стран) принимаются при обработке 
геодезических измерений эллипсощ:rы, выведенные по результатам геодеsиче­

. ских работ, охватывающих территорию данной страны (или ее части) или 
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нескольких стран. Такие <<рабочие» эллипсоиды называются р е ф е р е н ц -
э л л и п с о и д а м и. Референц-эллипсоиды отличаются от общего земного 
эллипсоида. Это различие заключается в несовпадении размеров и центров 
референц-эллипсоидов с размерами и центром общего земного эллипсоида, 
а ·условие минимума суммы квадратов отклонений выполняется для референц­
эллипсоида не для всей поверхности Земли, а только для той части, на которой 
были выполнены геодезические работы, результаты которых использованы для 
вывода его параметров. Поэтому референц-эллипсоид можно рассматривать как 
эллипсоид, подходящий только для части поверхности Земли. Вследствие не­
совпадения центров референц-эллипсоида и реальной Земли малая ось рефе­
ренц-эллипсоида не совпадает с осью вращения Земли, но параллельна послед­
ней; также не совпадают, а параллельны плоскости их экваторов. 

С какой бы степенью гочности ни были определены параметры референц-эл­
липсоида, его поверхность никогда не совпадает с поверхностью Земли или гео­
ида (квазигеоида). Расстояния между поверхностями земного эллипсоида 
н геоида (квазигеоида) достигают в отдельных местах 150 м, а высоты точек 
земной поверхности относительно эллипсоида - сотен и тысяч метров. Поэтому 
при математической обработке геодезических измерений просто <<заменить» 
земную поверхность эллипсоидом нельзя. Необходимо результаты измерений, 
·выполненных на земной поверхности, предварительно спроектировать на по­
верхность эллипсоида путем введения соответствующих поправок за переход 

от одной поверхности к другой. <<Отнесенные» таким образом величины - ре­
зультаты непосредственных' геодезических измерений - на поверхность эл­
липсоида уже можно подвергать строгой математической обработке, используя 
зависимости; существующие между . отдельными элементами поверхности эл­
липсоида. Поэтому такие эллипсоиды и называют референц-эллипсоидами и 
эллипсоидами: отпосим:ости .. Тюше эллипсоиды служат координатной поверх­
ностью, на которой решаются геодезические задачи и относительно которой 
оnределяются геодезические координаты пунктов. Ге оде з и чес кие 
к о о р д и н ·а т ы о п р е д; е л я ю т н а п р а в л е п и е н о р м а л е й 
к , n о в е р х п о с т и э л л и п с о и д а. 

Раздел высшей геодезии, в котором рассматриваются математические ме­
тоды решения геодезических задач па поверхности эллипсоида, называется 

с ф е р о и д и ч е с к о й г е о д е з и е й. 
Раздел высшей геодезии, в котором рассматривается физическая теория 

изучения фигуры Земли и ее гравитационного поля по результатам непосред­
ственных измерений, назовем ф и з и ч е с к о й г е о д е з и е й. В ней со­
держатся изложение методов и результатов определения параметров земного 

эллипсоида, изучение отступлений от его поверхности - поверхности к в а -
з и г е о и д а и вычисления потенциала силы тяжести Земли. 

Высшая геодезия - обширная область знаний, и при ее изучении она 
обычно подразделяется на ч:асти, рассматриваемые при подробном изложении 
как самостоятельные дисциплины. По методическим соображениям, учитывая 
характер и существо исследований по высшей геодезии, ее можно под­
разделить: 

1) на разделы, содержащие изложение программ и методов полевых изме­
рений, а также теорию использования для этой цели приборов и инстру­
ментов; 

2) на разделы, рассматривающие теорию и :методы научной обработки 
результатов измерений и получение резуJ1ьтативных искомых данных иссле­
дований по изучению геометрии и физики Земли. 
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1-я группа дисциплин, входящих в высшую геодезию, - измерительная 
часть, подразделяется обычно на разделы: 

1. О с н о в н ы е г е о д е з и ч е с к и е р а б о т ы. В этом разделе 
рассматриваются методы точного определения относительного положения точек 

земной поверхности путем выполнения высокоточных угловых и линейных 
измерений (триангуляция, полигонометрия, нивелирование); основная :коор­
динатная линия, относительно :которой производятся у:казанные измерения, -
отвесная линия. 

2. М е т о д ы г е о д е з и ч е с :к о й . г р а в и м е т р и и, в :которых 
рассматривают измерения ускорения силы тяжести в точках земнои поверх­

ности, необходимые для решения геодезических задач. 
3. Ге оде з и чес :к а я а стр он ом и я. Рассматривает методы оп­

ределения широт, долгот и азимутов из наблюдений небесных тел. Астрономи­
ческие широты и долготы определяют направление отвесной линии, т. е. на -
n р а в л е н и е с и л ы т я ж е с т и, а астрономические азимуты .- напра­

вления между точками земной поверхности относительно направления на полюс 
Земли,. 

Заnус:к. искусственных спутников Земли (ИСЗ) определил возможность 
новых методов решения основных задач высшей геодезии; соответственно 
этому, nщJвился Н(:)ВЫЙ раздел геодезии как науки, получившей наименование 
к о с м и ч е .с к о й или с n у т н и к о в о й r е о д е з и и *. В :Jтом разделе 
есть вопросы измерений, которые по существу доm:жны быть отнесены :к первой 
группе разделов высшей геодезии. Другой :круг вопросов относится к теории 
и решению задач высшей геодезии по данным спутниковых. измере11ий, поэтому 
эrи J;юnросы должны быть отнесены ко второй части. Измерител:1;,ную и теоретд-; 
ческую части <космической геоде3ии ка:к нового раздела геодезии;нередко из,.; 
лагают совместно. ; ,; ., 

2-я группа дисциплин, входящих в геодезию, - эт~ с ф е р о и д и ч е -
с :к а я г е о д е з и я и ф и з и ч е с :к а я г е о д е з и я. Общее поня­
тие о содержании этих разделов было дано выше. 

Обычно предполагается, что фигура Земли и ее гравитационное поле по­
стоянны. Однако отмеченные выше :колебания земных полюсов, вертикальные 
и горизонтальные смещения земной коры, беспрерывно происходящие переме­
щения масс внутри Земли, приливно-отливные движения суши и о:кеанов под 
действием изменяющихся сил притяжения Луны и Солнца, перераспределение 
атмосферных масс и другие причины вызывают изменение фигуры Земли и ее 
гравитационного поля. 

Изучение изменений фигуры Земли и ее гравитационного поля основано 
на выполнении повторных измерений через определенные периоды времени 
и сравнение результатов этих измерений. 

При дальнейшем изложении методов решения задач высшей геодезии бу­
дем полагать Землю и ее гравитационное поле неизменными. 

Изложенные сведения о задачах высшей геодезии определяют ее связь с 
другими науками. 

* По существу, в настоящее время более правильным был бы термин с п у т и и к о -
в а я геодезия, поскольку именно в результате наблюдений ИС3 получаются исходные 
данные для решения задач геодезии. Но более распространен термин космическая геодезия; 
имея это в виду, а также то, что всякое наименование в известной мере условно, мы впредь 
будем исполыювать термин космическая геодезия. 
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Математика, механика, ряд физических наук и дисциплин, точное при­
боростроение лежат в основе методов и средств решения задач геодезии; в 
этом состоит ее связь с перечиеленными областями знаний; успехи и дости­
жения последних определяют научный и технический уровень решения за­
даq геодезии. В то же время, как указывает проф. Ф. Н. Красовский, в 
определенные эпохи <<успехи геодезии были необходимым обоснованием боль­
ших движений мысли в области физики, механики: и астрономию> [31, 
стр. 423]. 

Наблюдения ИСЗ расширили задачи геодезии:; если ранее основной за­
дачей высшей геодезии являлось изучение фигуры и внешнего гравитацион­
ного поля Земли, то теперь эту задачу можно формулировать как определе­
ние взаимного положения планетных объектов в единой системе координат и 
изучение фигуры уровенных поверхностей внешнего гравитационного поля 
плане1·. Этим самым получило дальнейшее развитие и расширение связи гео­
дезии с астрономией. 

Одновременно возрастает связь геодезии с исследованиями: космическими 
средствами: природных ресурсов Земли, метеорологических факторов и 'l'. п. 

Очевидна и не требует пояснений связь геодезии с географией и геомор­
фологией. 

Изучение движений земной коры и результаты упомянутых выше изме­
рений содержат в то же время ценные данные для решения проблем геоло­
гии и геофизики; этим, в основном, определяется связь геодезии: с назван­
ными науками. 

Наконец, геодезия связана со многими: областями науки и техники, тре­
бующими измерений элементов геометрических форм различных объектов, 
взаимного их расположения в пространстве и их изменений во времени. 
Здесь геодезия выступает как важный раздел метрологии. 



1. 

СФЕРОИДИЧЕСКАЯ 

ГЕОДЕЗИЯ 

Глава 1 

ОСНОВНЫЕ ФОРМУЛЫ И СООТНОШЕНИЯ 

НА П~ВЕРХНОСТИ ЗЕМНОГО ЭЛЛИПСОИДА 

§ 1. Задачи и определение сфероидической геодезии 

С ф е рои д и чес к а я геодезия - один из основных разделов 
высшей геодезии, предметом которого является изучение геометрии поверхности 
земного эллипсоида, методов решения геодезических задач на этой nоверхностп 
и изображения ее на шаре :и на плоскости. 

В сфероидической геодезии результаты геодезических измерений, как ис­
ходные данные для решения геодезических задач, относятся к поверхности 

эллипсоида. Так как практически геодезические измерения производятся на фи­
зической земной поверхности, то все непосредственные результаты этих изме­
рений предварительно должны быть редуцированы на поверхность эллипсоида. 
Методы редуцирования измсr~ений на поверхность эллипсоида рассматриваются 
в физической геодезии (глава XII. Редукционная проблема). Поэтому в дальней­
шем мы будем принимать, что геодезические измерения как бы произведены 
непосредственно на поверхности эллипсоида. 

Для числового решения геодезических задач на поверхности эллипсоида 
необходимо знать его размеры. Под размерами эллипсоида в дальнейшем будем 
подразумевать экваториальную или большую полуось и полярное сжатие. 

Размеры земного эллипсоида выводились неоднократно различными уче­
ными на основании результатов астрономо-геодезических и гравиметрических 

работ. 
В табл. 1 приведены результаты некоторых выводов. 
В разных странах для вычисления своих триангуляций используют раз­

личные эллипсоиды. Так, например, в США до недавнего времени применялись 
размеры эллипсоида Кларка 1886 г., во Франции - эллипсоида Кларка 1880 г., 
в Финляндии - эллипсоида Хейфорда. 

В дореволюционной России в работах :Корпуса военных топографов ис­
пользовались значения размеров эллипсоида, выведенные Вальбеком, :Кларком 
и Бесселем. Результаты геодезических измерений в СССР до 1942 г. обрабаты­
вались с использованием размеров эллипсоида Бесселя. 

В тридцатых годах в Центральном научно-исследовательском инсти­
туте геодезии, аэросъемки и картографии (ЦНИИГ Аи:К) была начата систе­
матическая обработка материалов советских и за рубежных триангуляций 
с целью получить новые размеры земного эллипсоида. Эта работа прово­
дилась в ЦНИИГАиК сначала под непосредственным руководством проф. 
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Таблица 

Автор Год 1 вольm•• 1 
полуось в м Сшатис 

Вальбек . 1819 6 376 896 1 : 302,8 
Бессель 1841 6 377 397 1:299,15 
Кларк 1866 6 378 206 1 : 295,0 
Кларк 1880 6 378249 1: 203,5 
Слудский 1892 6 377 494 1: 297,1 
Жданов 1893 6 377 717 1: 299,0 
Хейфорд 1910 6 378 388 1 : 297,0 
Красовский 1936 6 378210 1 : 298,6 
Красовский 1940 6 378 245 1 ~ 298,3 

Ф. Н. Красовского, а несколько позднее - под руководством проф. А. А. Изо­
това при общем руководстве Ф. Н. Красовского. 

Новые значения размеров земного эллипсоида получены в ЦНИИГ АиК 
в 1940 г. При этом выводе эллипсоида были использованы результаты больших 
астрономо-rеодезических измерений, произведенных в СССР, совместно с дан­
ными определений силы тяжести, а также результаты астрономо-rеодезических 
работ, выполненных в США и Западной Европе. 

Постановлением Совета Министров СССР от 7 апреля 1946 г. эти размеры 
эллипсоида утверждены для геодезических работ, а эллипсоиду дано наимено­
вание э л л и п с о и д а К р а с о в с к о г о. 

Размеры эллипсоида Красовского следующие: экваториальная полуось а = 
= 6 378 245 м, полярное сжатие а = 1 : 298,3. 

Данные показывают, что размеры эллипсоида' Бесселя, применявшиеся 
в СССР до 1942 r., были ошибочными в большой полуоси почти на 850 м. 

Ориентирование эллипсоида Красовского, т. е. определение координат 
начального пункта триангуляции СССР, произведено в 1942-1943 rr.; тем са­
мым эллипсоид Красовского был определен как референц-эллипсоид для гео-· 
дезических работ СССР. 

Заметим, что принятие референц-эллипсоида, т. е. его размеров и ориенти­
ровки в теле Земли, характеризует определенную систему геодезических :ко­
ординат. 

Астроноио-геодезичес:кие и гравиметрические работы, выполненные после­
установления размеров эллипсоида Красовекого, повволили получить ряд 
новых выводов земного эллипсоида. Результаты этих выводов оказались близ­
кими к размерам эллипсоида Красовtкого. Независимый вывод сжатия Земли, 
полученный из обработки наблюдений орбиты искусственного спутника, а = 
= 1 : 298,26 фактически совпал со сжатием эллипсоида Красовского -
1 : 298,3. Это говорит о том, что размеры эллипсоида Красовского, принятые 
в геодезических работах СССР и социалистических стран, установлены удачно. 

§ 2. Основные параметры земного эллипсоида 
и соотношения между ними 

На рис. 1 изображен эллипсоид вращения с центром в точке О, осью вра­
щения Р Р 1 и плоскостью экваторов ОЕАЕ 1 • Введем обозначения: 
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а - экваториальная или большая полуось эллипсоида 

а=0Е=ОЕ1 =0А, 

Ь - полярная или малая полуось эллипсоида 

Ь=ОР=ОР1 , 

а - полярное ежа тие эллипсоида 

a-h 
а=-а-' 

е - первый эксцентриситет меридианного эллипса 

2 
а2-ь2 

е = а2 ' 

е' - второй эксцентриситет меридианного эллипса 

, 2 u'2--l,2 
е = /J2 • 

(2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

Параметры а, Ь или а, а являются основными, определяющими эллипсоид 
вращения; остальные - вспомегательные величины, применяемые в вычисле-
ниях и теоретических выводах. 

Между перечисленными элементами зем­

ного эллипсоида, кроме соотношений (2.1), 
(2.2) и (2.3), существуют еще зависимости: 

а) между е и е' 

а2-Ь2 ь2 е1 _____ ,1 __ _ 
~ - а2 - ..L а2 , 

,2 а2-Ь2 = ~- 1· 
е = h2 ь2 ' 

откуда 

.следовl'lтельно, 

и 

г] =1--1
-1+~,z 

(2.4) 

е'2 
е2=---· 

1+е'2 ' 

аналогичные преобразования дадут 

б) между е и сх. 
Из (2.4) · 

но согласно (2.1) 

2 е2 
е' - • 

- 1-е2 ' 

ь -v-1 2 -- -е 
а 

или Ь = а il 1- е2 . 

р 

Рис. 1 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7; 



или 

Из (2.8) имеем 
а= 1-V 1- е2 • 

V1-e2 =1-a, 

(2.8) 

откуда 

е2 = 2а-а2, 

или приближенно 

е2 = 2а. 
Для эллипсоида Красовского: 

а= 6 378 245,00000 м 

Ь = 6 356 863,01877 м 

с= 6 399 698, 90178 м* 

а= 0,003 35232 9869 

е2 = 0,006 69342 1623 

е' 2 = 0,006 73852 5415 

lg а= 6.804 70119 73 

lg Ь = 6.803 24285 31 

lg с= 6.806159511:_14 

lg а= 7.525 346746!3_10 

lg е2 = 7.825 6481824_10 

lg е' 2 = 7.828 5648707 _10 • 

§ 3. Системы координат, употребляемые в высшей геодезии 

,2. 10) 

1. С ист ем а 
к о о р дин а т Х, 

прямоугольных пространственных 

У, Z. За начало :координат принимается центр эллипсоида 
О (рис. 2). Ось OZ располагается по поляр­
ной оси эллипсоида РО Р 1 ; ось ОХ - в 
плоскости экватора в меридиане Р ЕР 1 , 

который приним:аетея за начальный; ось 
ОУ - в плоскости экватора, но в мери­
диане Р КР 1 , плосность которого состав­
ляет с плосностью начального меридиана 

угол в 90°. 

z 
1 
р 

х _ +---l--+--7k----'t----a Е Таним образом, положение точки М 

Р, 

Рис. 2 

поверхности эллипсоида определяется ко­

ординатами: 

Х=МrМп, У=ОМп, Z=MM1• 

Пространственные координаты Х, У, 
Z до последнего времени имели неболь­
шое применение как в теоретичесн.их вы­

водах, так и в практических вычислениях. 

Это объясняется тем, что нак сами изме­
рения, так и вычисления производились на поверхности Земли и заключались 
в вычислении :координат ее точек, расстояний между этими точнами и т. п. 

* с - Полярный: радиус :кривизны, 
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В этом случае наиболее удобной была система координат, непосредственно свя­
занная с поверхностью Земли. Однако в связи с космическими исследованиями 
возникли геодезические задачи по определению координат точек во внешнем 

пространстве Земли. При этом система поверхностных координат стано­
вится неудобной. Наоборот, система прямоугольных пространственных ко­
ординат, позволяющая выражать поло­

жение точек независимо от поверхности 

земного эллипсоида, оказывается наиболее 
целесообразной для решения возника­
ющих задач. Поэтому эта система коор­
динат Х, У, Z в настоящее время при­
обретает большое теоретическое и прак­
тическое значение. Метод решения геоде-

у 

4 
р 

::шческих задач при помощи этой системы 1--------+-~---...._-;f!.! _ х 
координат получил наименование «трех- R о х 

м е р н о й г е о д е з и и». 
н, 

2. С и с т е м а п р я м о у r о JI ь -
lIЫX прямолинейных коор­
ц ин ат х, у, отнесенных к 

плоскости меридиана дан­

и о й т о ч к и. В этой системе коорди­
нат первоначально определяется мериди­

ан, на котором находится данная точка. 

Р, 

Рис. 3 

Пусть на рис. 3: PR 1PJR - меридианный эллипс, проходящий через точку 
М. Примем центр эллипса О за начало координат, ось Ох направим по большой, 
ось Оу - по малой оси эллипса. Положение точки М будет при этом опреде­
ляться координатами: х = ОМ 1 ; у = ММ 1 . 

Эта система координат применяется в ряде теоретических выводов. Для 
прантических вычислений координаты в этой системе не используются. 

р 
3. С и с т е м а г е о д е з и ч е с к и х 

к о ординат. Пусть на рис. 4РЕ1Р 1Е -
меридианный эллипс, проходящий через точ­
ку начала счета долгот; Р М RP 1 - мери­
диан, проходящий через данную точку М. 
Геодезической широтой точки М называется 
острый угол В, образованный нормалью М п 

Е 11--------i..::--,,_____r-----г---. [ 1 к поверхности эллипсоида в данной точке и 

Р, 

Рис. 4 

плоскостью экватора ERE 1 ; геодезической 
долготой L точки М будем называть двугран­
ный угол Р М Р 1Е, образованный плоскостью 
начального меридиана РЕР 1 и плоскостью 
меридиана ~анной точки. 

Широты точек, расположенных в север­
ном полушарии, называются се верны -
ми, широты точек южного полушария -
ю ж н ы ми. Точки, расположенные во­

сточнее начального :меридиана, имеют долготы, называемые в о с т о ч н ы :ми; 

точки, расположенные западнее начального меридиана, имеют долготы, на­

зываемые з а п а д н ы м и. Для территории СССР приходится иметь дело 
только с северными широтами и восточными долготами, поэтому слова <<се­

верная>> и <<восточная>> обычло опускают. 
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В качестве начального меридиана для счета долгот в настоящее время 
повсеместно принят меридиан, проходящий через Гринвичскую обсерваторию; 
,однако при использовании материалов старых геодезических работ могут . 
встретиться пункты, долготы которых определены и от другого начального 

меридиана, например, в России долготы ранее вычислялись от меридиана Пул­
ковской обсерватории. 

Широта В и долгота L, очевидно, вполне определяют положение точки М 
на поверхности эллипсоида. 

Система геодезических координат находит широкое применение в теоре­
тических выводах и вычислениях как научного, так и практического характера. 

Эта система имеет ряд важных достоинств: 
а) едина для всей поверхности эллипсоида и, таким образом, объединяет 

в общей для всей земной поверхности координатной системе геодезические, 
съемочные и картографические материалы; 

б) не требует каких-либо дополнительных и вспомогательных построений; 
координатные линии в этой системе - меридианы и параллели - непосред­
ственно относятся к поверхности эллипсоида, и их использование для соста­

вления карт и объединения всех картографических и съемочных материалов 
в единое целое удобно даже в том случае, если территории этих съемок не пред­
ставляют собой сплошного массива; 

в) определяет положение нормалей к поверхности принятого референц-эл­
липсоида, что весьма важно и удобно при исследовании фигуры Земли, опре­
делении уклонений отвесных линий и проведении других исследований науч­
ного и практического характера. 

Геодезические координаты относятся к математически правильной по­
верхности эллипсоида вращения, принимаемого при геодезических вычисле­

ниях, в отличие от а с т р о н о м и ч е с к и х m и р о т и д о л г о т, 

которые относятся к уровенной поверхности. Если геодезическую широту мы 
определили как угол между нормалью к п о в е р х н о с т и э л л и п с о -
и да в данной точке и плоскостью экватора, то а стр он омическую 
m и рот у мы определяем как угол между от весной линией в дан­
ной точке и п л о с к о с т ь ю э к в а т о р а; соответственно а с т р о н о -
м и ч е с к о й д о л г о т о й называется двугранный угол, образованный 
между плоскостью начального меридиана и п л о с к о с т ь ю а с т р о н о -
ми чес к ого меридиан а данной точки (плоскость астро­
номического меридиана - плоскость, проходящая через отвесную линию 

в этой точке и параллельная оси мира). 
В геодезических работах различиями между астрономическими и геодези­

ческими координатами никогда не пренебрегают; более того, эти различия, 
вызываемые уклонениями отвесных линий, выбором размеров референц-эллип­
соида и ориентировки, являются предметом особого изучения. 

В мелкомасштабных картографических работах различиями между астро­
номическими и геодезическими координатами при известных условиях можно 

пренебречь и употреблять широты и долготы как координаты общей системы 
географических координат. 

В дальнейшем при изложении вопросов сфероидической геодезии будут 
подразумеваться именно г е оде з и чес кие m и роты и г е оде з и -
ч е с к и е д о л г о т ы. 

Заметим также, что, как было указано в § 1, для решения задач сфероиди­
ческой геодезии непосредственно измеренные величины должны быть предва­
рительно редуцированы на поверхность референц-эллипсоида. Таким образом, 
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геодезические широты и долготы определяют положение п р о е к ц и й т о -
ч е к з е м н о й п о в е р х н о с т и на эллипсоид по нормали к последнему. 
Для определения координат точек земной поверхности в геодезической системе 
координат необходимо знать еще r е оде з и чес к у ю высот у Н -
отрезок нормали к референц-эллипсоиду от данной точки Земли М ( см. рис. 4) 
до референц-эллипсоида. Иначе говоря, предварительно редуцируя результаты 
измерений на поверхность референц-эллипсоида, мы приводим: их к нулевой 
высоте (Н = О). Этим существенно упрощается решение геодезических задач: 
от вычисления трех координат (В, L, Н), определяющих положение точки 
в пространстве, переходят к вычислению Р 

двух (В, L). Это целесообразно для точек 
земной поверхности, для которых Н вс~гда 
мало, а следовательно малы и редукции. При 
значительных высотах Н указанное редуци­
рование измеренных величин становится не­

целесообразным, 1iем и вызывается необхо­
димость перехода в этом случае к системе f· r------:-fE=;..._-'-----~ Е, 
пространственных прямоугольных коор-

динат. 

4. С и с т е м а r е о ц е н т р и ч е -
с к и х к о о р д и н а т. Одной из коор­
динат в этой системе является r е оде -
з и чес к а я долг от а L, которая оп- р1 
ределяет меридианный эллипс, проходящий Рис. 5 
через точку М (рис. 5). Положение;точки~М 
на этом эллипсе в рассматриваемой системе 
координат определяется г е о центрической m и р о той Ф. Гео­
центрическая широта определяется как угол между радиусом-вектором р точ­

ки М и плоскостью экватора или, что все равно, большой полуосью мериди­
анного эллипса. На чертеже ОМ - радиус-вектор р меридианного эл­
липса~ проведенного через точку М; угол МОЕ 1 - геоцентрическая широта 
ф точки м. ' 

Эта система координат в высшей геодезии применяется редко; она упо­
требляется в астрономии, теории фигуры Земли и математической I{арто­
графии. 

5. С и с т е м а к о о р д и н а т с п р и в е д е н н о й ш и р о т о й 
и г е о д е з и ч е с к о и д о л г о т о й. Одной из координат в этой системе 
является r е оде з и чес к а я долг от а L. Положение точки М на ме­
ридианном эллипсе, имеющем долготу L, определяется пр и веденной 
m и р о т о й и, которая получается из следующего вспомогательного построе­
ния. 

Опишем в плоскости меридианного эллипса ЕРЕ 1Р 1 из О (рис. 6), как из 
центра, окружность радиусом: ОЕ, равным большой полуоси а; продолжим: 
ординату ММ 1 до пересечения с построенной вспомогательной окружностью. 
Пусть они пересекутся в точке т. Соединим точну т с центром эллипса О; 
угол тО Е 1 и будет п р и в е д е н н о й m и р о т о й и точки М. 

Приведенная широта и применяется в ряде теоретических выводов, осо­
бенно при решении геодезических задач на большие расстояния. 

6. С и с т е м а п р я :м: о у r о л ь н ы х с ф е р о и д и ч е с н и х к о -
о р д и н а т р и q. Оси сфероидических прямоугольных координат распола­
гаются на поверхности эллипсоида. В зависимости от положения :координатных 
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()Сей будем иметь различные системы координат. которые, оставаясь сфероиди­
ческими, будут иметь свои особенности. Система сфероидических координат, 
являясь системой криволинейных координат на поверхности эллипсоида, род­
ственна системам, указанным в п. 3 и 4. 

Дадим описание наиболее простой системы прямоугольных сфероидических 
координат. 

Примем некоторую точку А (рис. 7), геодезические координаты которой 
известны, за начало координат. Меридиан, проходящий через точку А, примем 
за первую координатную ось - ось абсцисс. Абсциссы будем считать положи­
тельными для точек, лежащих севернее точки А, и отрицательными для точек, 
леа,ащ:их к югу от точки А. Для определения положения точки М проведем 

Р, 

Рис. 6 

Р, 

Рис. 7 

через М нормальное сечение таким образом, чтобы оно пересекло меридиан 
начальной точки А под углом 90°. Пусть кривая этого нормального сечения 
(точнее, геодезическая линия - кривая кратчайшего расстояния на поверхности 
эллипсоида) изобразится на рис. 7 линией ММ 1 . Тогда положение точки М 
в рассматриваемой системе координат определят длины следующих двух кривых 
па поверхности эллипсоида, которые и будут сфероидически:ми прямоугольными 
:координатами точки Л1: 

АМ1=р, 

MM1=q. 

Эти криволинейные координаты р и q полностью определяют положение 
точки М на поверхности эллипсоида, если известны геодезические координаты 
В и L (или другие, им эквивалентные) начала сфероидических координат А. 
Система координат (р, q) имеет много общего с прямоугольной системой коор­
динат на плоскости. 

Возможны и другюэ системы сфероидических криволинейных координат 
в зависимости от выбора координатных осей и порядка счета координат р и q. 

7. Пл о с кие прям о угольные к о ординаты. Практи-
чески необходимо иметь координаты пунктов геодезической сети в прямоуголь­
ной плоской системе прямолинейных координат для того, чтобы можно было 
легко использовать геодезические данные при выполнении различного рода 

проектных работ, при землеустройстве и т. д. Это вызывает необходимость 

20 

' 



введения проекции поверхности эллипсоида на плоскость, т. е. изображения 
частей земной поверхности на плоскости по определенному закону. 

В настоящее время в СССР принята пр о е к ц и я Га у с с а - :Кр ю -
гера или система прямоугольных плоских пря­

молинейных координат в I{онформной проекции 

Г а у с с а, в которой производят вычисления всех пунктов опорной геодези­
ческой сети. 

§ 4. Связь между некоторыми системами координат 

1. Связь между геодезической широтой В 
о р д и н а т а 'м и х и у, о т н е с е н н ы ми к п л о с к о с т и 

диана определяемой 
т о ч к и. Возьмем меридианный 
эллипс, проходящий через точну М 
(рис. 8). Напишем уравнение этого 
эллипса 

( 4.1) 

Известно, что тангенс угла, 
образуемого касательной к кри­
вой в данной точке с положитель­
ным направлением оси абсцисс, 

есть первая производная dy; сле-
dх 

довательно, 

р 

Р, 

:~ = tg (90° +В)= -ctg В. 

Рис. 8 

и к о -
:м:ери-

----х 

(4.2) 

Выразим п~рвую производную ~~ в функции прямоугольных координат х, 
у. Дифференцируя ( 4.1), находим 

откуда 

х + ydy -о 
а2 b2dx - ' 

ь2 х 

Сопоставляя выражения (4.2) и (4.3), находим 

а2 у 
tg в =fi2x· 

(4.3) 

(4.4) 

}' равнение ( 4.4) дает выражение для геодезической широты 1шк функции 
прямоугольных координат х, у. 

Чтобы найти обратную зависимость, т. е. выразить х и у как функции гео­
дезической широты В, вспомним (2.7). 

На основании ( 4.4) напишем 

(4.5) 
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и 

у= х (1- е 2) tg В. (4.6) 

Перепишем (4.1), заменив у, согласно уравнению (4.6), получим 

. х2 x2(1-e2)2tg2B _
1 а'2 + а2 ( 1 - е2) - • 

Решая это уравнение относительно х, находим: 

х: { 1 + ( 1- е2 ) tg2 В}= 1, 
а~ 

( '-in 2 B) 
х2 <(1 + tg2 В)- e2 -·-·.-.-i = а2 

t cos 2 В J ' 
откуда он.ончательно 

х-:- Vf-e2sin2B • 
acos В (4.7) 

Для нахождения у подставляем в уравнение (4.6) найденное значение х 
согласно ( 4. 7). Получим окончательно 

а ( 1- е2) sin В 
У="""::7=====· 

V1-e2 sin2 В 
(4.8) 

Ив рис. 8 следует, что абсцисса точки М 

х=ОМ1 =МС 

в то же время является радиусом r параллели, nроходящей через точку М 
и имеющей широту В. Следовательно, 

а cos В 
r=X= 

-=-v"'""?=1 =-=e=-=2=s=in=2=в= (4.9) 

2. С в я в ъ м е ж д у г е о д е з и ч е с .к о й щ и р о т о й В и г е о -
центрической широтой Ф. Из рис. 9 легко находим выражение 
для геоцентрической широты в функции прямоугольных координат х и у 

у 
tgФ=-. 

х 

На основании формулы (4.5) имеем 

у 1 
tg В= s(1-e2) ' 

следовательно, 

tg Ф = tg В (1-е2 ). 

(4.10) 

(4.11) 

Найдем выражение для р а з н о с т и геодезической и геоцентрической 
широт В - Ф. Из формулы (4.11) имеем: 
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tg В - tg Ф = е2 tg В, 

sin (В-Ф) = е2 t В 
cos в cos ф g ' 

sin (В - Ф) = е 2 sin В cos Ф. (4.12) 



Полученная формула еще непригодна для практического употребления, 
так как sin (В - Ф) выражается в функции В и Ф. Однако вследствие незначи­
тельности разности (В - Ф), не превышающей, как увидим далее, 11,8', можно 
в правой части уравнения ( 4.12) cos Ф заменить через cos В. Рассмотрим, какая 
погрешность будет допущена при такой замене. Для этого (4.12) перепишем 
так: 

sin (В - Ф) = е2 sin В cos (В - (В - Ф)]. 

Раскладывая cos [В - (В - Ф)l по строке Тейлора, получаем~ 

siп (В- Ф) = е2 sin В [cosB+ (В-Ф) sin В], 

sin (В-Ф) = е2 sinB cos В+ е2 (В- Ф) sin2 В. 

Второй член в правой части полученного выражения представляет собой 
малую величину порядка е4 (величина (В - Ф), согласно формуле (4.12). 
является малой величиной порядка е2). Р 

Поэтому, если в правой части уравнения 
(4.12), заменим cos Ф через cos В, то пренеб­
режем членами порядка е4 • С этой точностью 

sin(B-Ф) = ~ e 2 sin 2В. 

Раскладывая sin (В - Ф) в ряд и orpa- Е i-------0-f<-----'--x-------1E1 
ничиваясь первым членом, получаем при­

ближенную формулу 

'1 
(В-Ф) =-

2 
p"e2 sin 2В, (4.13) 

допустив снова при этом погрешность по­

рядка е4 • Нетрудно видеть, что максималь­
ное значение (В - Ф)" будет при В = 45°. 
В этом случае (В - Ф)' = 11,8'. 

Более точная формула для (В - Ф) имеет вид 

Р1 

Рис. 9 

[27, стр. 24]. 

(в -Ф)" - ,,·с_е2_ . 9В- е4 . 4В+ е6 . 6В- ] - р 2-е2 SШ.., 2 (2-е2)2 SШ 3 (2-е2)3 SШ • • . • ( 4.14) 

3. С в я з ь м е ж д у г е о ц е н т р и ч е с к о й ш и р о т о й и к о -
о р д и н а т а м, и х и у, о т н е с е н н ы м и к ц е н т р у и о с я м э л -
л и п с а. В ы р а ж е н и е р а д и у с а - в е к т о р а. Обозначая радиус­
вектор ОМ через р, на основании рис. 9 напишем: 

p=Vx2-f-y 2
; х=рсоsФ; y=psinФ. (4.15) 

Подставляя эти выражения в уравнение меридианного эллипса ( 4.1), 
получаем 

р2соs2Ф + p2sin2 Ф =- 1. 
а2 а2 (1-е2) 

Решаем это уравнение относительно р: 

а2 /~е2) [cos2 Ф(1-e2)+sin2 Ф]=1, 

а2 (f~e2) (1- е2 cos2 Ф) = 1, 
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откуда 

а У1-е2 
P=-----:;=====--V 1 - е2 cos2 Ф • 

(4.16) 

На основании (4.15) имеем 

а -V1 -е"!. cos Ф 
Х=; ; 

J; 1-е!. cos2 Ф 

а -V 1- е2 sin Ф 
у=-:-;::==== Ji 1 - е2 cos2 Ф • 

(4.17) 

Выражение для радиуса-вектора в функции геодезической широты опре­
деляется из (4.7), (4.8), (4.15), т. е. 

2 _ 2 2 _ a 2 cos2B a2(1-e2)2sin2B 
Р -Х +У - 1-е2siн2н+ 1-e2sin2 1J • 

Решая это уравнение относительно р и удерживая члены с е4 , после преоб­
разований получаем в окончательном виде 

- ( е2 . 2 e.i , . 2 5 4 . 4 ) р - а 1- 2 sш В+ 2 sш В- 8е sш В-... . ( 4.18) 

4. С в я з ь м е ж д у n р и в е д е н н о й m и р о т о й и и г е о д е -
з и ческой m и ротой В. На рис. 10 изображены меридианный эллипс 

или 

или 

Р, 

Рис. 10 

РЕ 1Р 1Е и полуокружность EQE 1 , необхо­
димая для построения угла, являющегося 

приведенной широтой и. 
Предварительно установим связь между 

ординатами точек эллипса и окружности, име­

ющими одну и ту Жt:J абсциссу. Например, 
для точки М установим связь между отрез­
ками М 2М и М 2М 1 • 

Из треугольника OAf 1М 2 следует, что 

(4.19) 

Поскольку точка М принадлежит мери­
дианному эллипсу, ее координаты должны 

удовлетворять уравнению эллипса (4.1), т. е. 

(O}vJ2)
2 + (М2М)2 

~: = а 2 • 

Сопоставление выражений ( 4.19) и ( 4.20) дает 

(4.20) 

(4.21) 

Для получения связи между приведенной широтой и и геодезической В· 
имеем из рис. 10 

x=acosu ( 4.22) 
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и на основании (4.21) 

но 

поэтому 

. ь ь . 
у= а Slll U - = Slll U. 

а 
( 4.23) 

Заметим, что выражения (4.22) и (4.23) являются уравнениями эллипса 
в параметрической форме. 

Из (4.22) и (4.23) легко получаем: выражение для приведенной широты и 
через прямоугольные координаты х и у. 

JL = ~ tg и= V 1- е 2 tg и, 
х а 

Но на основании ( 4.5) 

t 
1 у 

gи= ;-- х 
1, 1-е2 

]!_=(1-e2)tgB, 
х 

следовательно, из (4.24) и (4.26) имеем: 

tg В (1- е2) = tg и V 1- е2, 

откуда окончательно получаем искомую зависимость 

tgи=V1-e2 tgB. 

(4.24) 

( 4.25) 

( 4.26) 

( 4.27) 

Получим еще дополнительные зависимости, которые будут необходимы 
:в дальнейшем. 

Из (4.23), принимая во внимание (2.7) и (4.8), получаем 

Из ( 4.27) пишем 

откуда 

. V1-e2sinB 
SID U = ---г===== . V 1-е2 sin2 В 

2 _ tg2 и 
tg В-- (1-е2)' 

_1_ = 1 tg2u 
cos2 В + (1-е2) ' 

в V 1-е2 cos и 
cos =--::--r=====­V1-~e2cos2u 

(4.28) 

(4.29) 

На основании (4.9) и (4.22) можем также написать для радиуса параллели 

r = acos и. 

Выведем приближенную формулу разности (В- и), удобную для подсчетов 

tg B-tg и= tg B-V1-e2 tg В, 

sin(R-u)=t Bf1-(1-e2)1/21. 
cos в cos и g 
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Раскладывая (1 - е2)¼ в ряд и заменяя cos и на cos В (допуская тем самым 
ошибку на малую величину порядка е4), получаем окончательное выражение 
для (В - и) 

(В-и)"=: p"e2 sin2B. (4.30) 

Более точная формула для (В - и) имеет вид· 

rде 

(B-u)"=p"[nsin2B- ~
2 
siп4B+ ;

3 
sjn6B- :

4 siп8B+ ... J, (4.31) 

а-Ь tg B-tgu 
п = а+ Ь = tg 1J + tg и · 

5. С в я з ь м е ж д у с и с т е м о й п р я м: о у г о л ь н ы х п р о -
с транс тв е н н ы х I{ о о р дин а т Х, У, Z и другим и с ист е -

z мам и. На рис. 11 PR 1P 1R - мери-
дианный эллипс, в плоскости которого 

У t Р находится точка G начала счета долгот 
и, следовательно, в этой плоскости 

располагается координатная ось ОХ; 

РЕ 1 Р 1 Е - меридианный эллипс, на кото­
ром расположена данная точка М и I{О­

ордина тные оси Ох и Оу. Угол между 
х--R+-----+---;--т-::::-"71E---:-:----t------, R, плоскостями этих меридианных эллипсов 
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равен геодезической долготе L. На рис. 11 
имеем: 

Р1 

Рис. 11 

Х =xcosL 1 
У =xsin L 
Z=y ____ . 
x=Vx2+ у2 

Далее, на основании (4.32), (4.22) и (4.23) получим: 

Х = а cos и со.:; L } 
У = а cos и sin L 

Z = Ь sin и= а V 1- е 2 sin и 

На основании (4.32), (4. 7) и (4.8) напишем 

Х а cos в L ) 
= -V1-e2siн2B COS 1 

у а cos в . L 
= 11 г::._:--е2 sin2 в sш J{ . 

Z = а (1 -е2) sin В 

V 1-е2 sin2 В 

Если заменить в (4.34) 

2 _ а2-Ь'2 

е - а2 ' 

( 4.32) 

(/4.33) 

(4.34) 



получим 

обозначая 

Х = az cos В cos L l v az cos2 в+ь2 sin2 в 

у _ tL2 cos В sin L 
- V а2 cos2 В+ ь2 sin2 В , , 

z = ь2 sinB 
-V а2 cos2 В+ ь2 sin2 В J 

Формулы ( 4.35) перепишутся: 
Х = а2 cos ; cos L 1 
у = а2 cos В sin L 

\ · 
р 

Z = ь2 sin В 
р 

§ 5. Главные радиусы кривизны в данной точке эn.липсоида 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

Через нормаль к поверхности эллипсоида можно провести бесчисленное 
множество плоскостей. Эти плоскости, перпендикулярные к касательной пло­
скости к поверхности эллипсоида в данной точке, называются н о р м а л ь -

р н ы ми. Кривые, образуемые от пересече­
ния нормальных плоскостей, проведенных в 
данной точке, с поверхностью эллипсоида, 

называются н о р м а л ь н ы м и с е ч е -
ни ям и. В каждой точке существует два 
взаимно перпендикулярных нормальных се­
чения, кривизна которых имеет максималь­
ное и минимальное значения; эти нормаль- Е ~-----+---<--------1[, 
ные сечения называются г л а в н ы м и 
н о р м а л ь н ы м и с е ч е н и я м и. 

В некоторой точке М поверхности эл­
липсоида вращения главными нормальными 

сечениями, как известно из дифференциаль­
ной геометрии, являются: Р1 

Рис. 12 1) меридиональное сечение, проходящее 
через данную точку М и оба полюса эл­
липсоида Р и Р 

1 
(на рис. 12 меридиональное сечение в точке М представляется 

эллипсом РМЕ1Р 1Е); 
2) сечение первого вертикала, проходящее через точку М и перпендику-

лярное к меридиональному сечению точки М. Сечение первого вертикала изо­
бражено на рис. 12 кривой WME, представляющей собой также эллипс. 

Обозначим через М и N радиусы кривизны меридиана и первого вертикала 
соответственно. Найдем выражения для радиусов кривизны главных нормаль­
ных сечений в функции геодезической широты В. Радиус кривизны плоской 
кривой, выражаемой уравнением вида у = f (х), определяется формулой 

{1+ (~ )Т/2 
d2y 

dx2 
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Применив эту формулу к меридианному эллипсу, напишем 

(5.1) 

d2y ) 4 2 (знак минус взят потому, что dx
2 
< О . Из ( . ) имеем 

dy 
-;J;-= -ctgB. 

Рассматривая В как функцию х, дифференцируем формулу еще раз по х 
и получаем 

dB 
Для вычисления - воспользуемся формулой ( 4. 7) 

dx 

а cos В . 
х = -V = а cos В (1-е2 sш2 В)-1 1!. 

1-е2 sin2 В 

Дифференцируя последнюю формулу, находим: 

dx = а {- sin В (1- e2 sin2 В)-½+ е2 sin В cos2 В (1- е 2 sin 2 В)-1 / 2 } dB, 

:; = а sin В ( 1- е 2 sin 2 В)-3 
/ 2 { - ( 1- е 2 sin 2 В)+ е2 cos2 В}, 

:; = - а sin В (1-е2 sin2 В)-1 /2 (1- е 2 ). 
Следовательно, 

(1-е2 sin2 В) 3 / 2 

asin3B(1-e2) · 

d d" Подставляя полученные выражения для _Jj_ и 2 в (5.1), находим 
dx dx2 

Окончательно 

М= (1+ctg2B)
3

1 2 asin3Л(1-e2) 
(1-е2 sin2 в/1 2 

М= а(1-е2) 

(1-e2sin2B)310 

(5.2) 

(5.3) 

Из (5.3) ясно, что М возрастает при изменении В от О до 90°. 
Радиус кривизны меридианного эллипса в полюсах (при В = 90°) обозна­

чим через с, тогда 

__ а(1-е2) а 
с--· -'""'--::-- ·-· --- . 

( 1 - е2) 
8 

/ 
2 V 1-е2 

Принимая во внимание (2. 7) и (2.5), находим 

а а2 V 2 
с= - =-=а 1+е' · -V 1-- е2 Ь (5.4) 
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Обоsначив 

W' =V1-e2 sin2 B, 
напишем 

то 

и 

Введем еще функцию 

м= а (1-е2) 
wз . 

V = V 1 + е~ 2 cos2 В. 
Так как, согласно (2.5) и (2.6), 

• е2 
е''" =---. 

1-е2 , 
е'2 

е2=---, 
1+е'2 

е'2 
1- е 2 sin2 В= 1---- sin 2 В 

1+е' 2 

1+е'2 cos2 В 

1+е'2 

или, согласно (5.4), 

M =_i_ 
vз . 

(5.5) 

(5.6) 

(5. 7) 

( 5.8) 

(5.9) 

W и V - соответственно называются первой и второй основными функ­
циями геодеsической широты; они имеют бош,mое sначение в теории сфероиди­
ческой геодезии. 

Заменяя в (5.3) первый эксцентриситет его выражением через полуоси 
и используя обозначение (4.36), формула (5.3) для М перепишется 

(5.9') 

Для определения радиуса N первого вертикала заметим, что если сечение 
первого вертикала WME (рис. 12) - нормальное сечение, то параллель MQS -
наклонное сечение, поскольку нормаль не лежит в плоскости этого сечения. 

'Указанные два сечения в точке М имеют общую касательную. Для доказательст­
ва этого положения проведем в точке М касательную I{ параллели МТ; эта ка­
сательная, лежащая в плоскости MQSC, перпендикулярной к меридианной 
плоскости М Е 1Р 1Е Р, перпендикулярна к прямой МС, образованной пересече­
нием этих плоскостей. Таким образом, касательная М Т перпендикулярна к пло­
скости меридиана Р М Е 1Р 1 , поэтому плоскость первого вертикала будет со­
держать прямую МТ; если Мп - нормаль к поверхности эллипсоида в точке М, 
то угол ТМп равен 90°, следовательно, МТ будет Fасательной и к кривой EMW. 

Имея это в виду, воспользуемся теоремой: е с л и ч е р е з т о ч к у 
поверхности проведены два сечения - нормаль­

и о е и н а к л о н н о е, п р и ч е м в р а с с :м а т р и в а е м о й т о ч к е 
э т и д в а с е ч е н и я и м е ю т о б щ у ю к а с а т е л ь н у ю, т о 
радиус кривизны наклонного сечения равен ради­

у с у к р и в и з н ы н о р м а л ь н о г о с е ч е н и я, у м н о ж е н н о м у 

на :косинус угла между ПЛОСFОСТЯ:МИ этих двух 

сечений. 
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Из рис. 12:следует, что угол между плоскостями параллели и первого 
яертикала измеряется углом СМп = В. Поэтому радиус r параллели опреде­
лится через радиус кривизны первого вертикала N по формуле 

r=NcosB=MC. 

Учитывая выражение для радиуса параллели из (4.9), получаем 

acosB N В 
-::г===== = cos ' -V 1- е2 sin2 В 

откуда 

N= а ' -V 1-е2 sin2 В 

или 

или, принимая во внимание обозначение (4.36), получим 

N= а2. 

Из рис. 12 следует, что 

р 

мс 
Mn=--=N 

cosB ' 

(5.10) 

(5.10') 

(5.11) 

·т. е. длина отрезка нормали Мп равна радиусу :нривиэвы nepEoro Еертию1ла 
Из (5.3) и (5.10) имеем 

N 
м= 

1-е2 sin2 В 
1-et 

Отсюда видно, что 

_ 1-е2+е2 cos2 В _ 1 + е2 cos2 В 
1-е2 - 1-е2 • (5.12) 

N~M. 

Для вычислений используются в соответствующих случаях величины ' 
р" 

и N, обозначаемые символами (1) и (2), т. е. 

~ =(1) 
р" 

и N=(2). (5.13) 

Значения этих величин выбирают из специальных геодезических таблиц 
по аргументу широты. 

Радиус кривизны меридиана М, как увидим далее, служит для вычисления 
длин дуг :меридианов и разностей широт; радиус кривизны первого вертикала 
N - для вычисления длин дуг параллелей и разностей долгот и азимутов. 

Для вычислений на счетных машинах полученные выражения (5.3) и (5.10} 
для М и N неудобны в связи с необходимостью вычислять дробные степени W 
и V; в этом случае целесообразно представить Ми N в виде сходящихся рядов. 

Разложив в выражениях (5.3) и (5.10) знаменатели (1 - е2 sin2 В( 1 ! 2 

и (1 - e2 sin2 В)-¼ в биноминальнµй ряд, после несложных преобразований 
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и подстановки числовых значений элементов референц-эллипсоида Красовского, 
в метрах, получим: 

1v1=6367 558,4969- з2:012,9605 cos 2в+ 67,3123 cos 4В­

- 0,1319 cos 6В+ 0,0002 cos8B- ... = 6 335 552,7170+ 

+ 63 609, 7883 sin2 В+ 532,2089 sin4 В+ 4, 1558 sin6 В+ 

+ , 031 7 sin 8 В } . 

N = 6 3Р8 958,4431-10 726,9320cos 2В+ 13,5077 cos 4В­

- 0,0189 cos 6В + ... = 6 378 245,0000 + 21 346, 1416 sin2 В+ 

+ 107, 1580 siн4 В+ 0,5982 sin6 В+ 0,0033 si118 В 

(5.14), 

Выше были получены формулы для главных радиусов кривизны, вывод 
которых основывался на классическом подходе к решению задач сфероидиче­
ской геодезии. Учитывая важность полученных формул, а также методические· 
соображения, дадим вывод формул для М и N в другой форме, пользуясь иным 
приемом их получения. 

Воспользуемся известным разложением Эйлера степенной функции в цеп­
ную дробь 

( 1 +У)"= 1 + ~у+ (1-/)у + (1-i;v)y + (2~v)y + ... + 

+ (n-v) у+ (n+v) у+ 
2 2п+1 · · · · 

(5.15) 

Раз.пожение (5.15) сходится, как известно, на всей комплексной плоскости 
переменного у, разрезанной по вещественной оси от у = -1 до у = -оо. 
В случае у вещественного положительного разложение (5.15) применимо длн 
любого значения аргумента у. Для этого достаточно взять нужное количество 
звеньев цепной дроби (5.15). Ограничиваясь двумя из них, запишем: 

(5.16) 

Далее, пользуясь известным методом подсчета подходящих дробей, опу­
ская подробности дальнейших математических выкладок, для выражения (5.16) 
можно записать, что 

( 1 1 )" ,___, 2 + ( 1 + V) у 
'У ~ 2+(1-v) у· (5.17) 

Применим формулу ( 5 .17) для вычисления величин М, N, записав их в виде: 

где по-прежнему: 

N а с 

=w=v· 

W = V1-e 2 sin2 В= (1-е2 sin2 В)112 , 

V = V1 +e'2 cos2 В= (1 + е~ 2 cos2 В)112 • 

(5 .18) 

(5.19) 

(5.20} 

(5.21} 

Зt 



1 1 

В формулах (5.20) и (5.21) значения переменного у, входящего в (5.17), 
соответственно равны 

у= - е 2 sin2 В и у= е' 2 cos2 В, 

а величина v = 1 / 2 • 

Следовательно, 
tV = 1-О,75е2 sin2 В 

1-О,25е2 sin:.1 jj ' 

V = 1 +о,75е'2 cos2 в 
1 + О,25е'2 cos2 В · 

wз = 1-1,25е2 sin2 В 
1 +U,25e2 sin2 В ' 

vз = 1 + 1,25е'2 cos2 В • 
1-О,25е'2 cos2 В 

Тогда формулы (5.18) и (5.19) примут вид 

Лf=a(i-e2) 1+0,25e2s~n2B =C-1-0.25e'
2

cos2B, 
1-1,25е2 sш2 В 1 + 1,25е' 2 cos2 В 

7\Т 1-О,25е2 sin2 В 1 +О,25е'2 cos2 В 
н =а------=с 

1-О,75е2 sin2 В 1 +О,75е' 2 cos2 В • 

(5.22) 

(5.23) 

(5.24) 

(5.25) 

( 5.26) 

(;).27) 

Можно доказать, что абсолютная погрешность приближения (5.16) равна 
модулю разности между соседними подходящими дробями того же типа и :может 
быть вычислена по формуле 

1 1 уз 1 Л2(У)<7; (2+у)(4+у) ' (5.28) 

где символ Л 2 указывает, что погрешность соответствует двум звеньям цепной 
дроби, т. е. формуле (5.16). 

Приняв в выражениях (5.20) и (5.21) величину квадрата эксцентриситета 
е2 (или е' 2 ) равной 0,0067, для любого значения широты В получим: 

1 0,0073 О o-s 
Л2 (у)< 4. 2,007 · 4,007 < '9• 1 · 

Таким образом, формулы (5.22)-(5.27) обеспечивают вычисление величин 
W, V, М и N с достаточной точностью, т. е. до 1 .10- 8 • 

Заметим, что полученные формулы (5.26) и (5.27) для М и N более удобны 
и просты для вычислений на счетных машинах, нежели формулы (5.14). 

§ 6. Средний радиус кривизны 

Средним радиусом кривизны в данной точке поверхности называется пре­
дел, к которому стремится среднее арифметическое из радиусов кривизны 
нормальных сечений, когда число их стремится к бесконечности. 

Пусть на рис. 13 :меридиональное сечение в данной точке М изображено 
линией РМР 1 , а сечение первого вертикала - WMO. Эти два сечения являются 
главными нормальными сечениями, имеющими соответственно максимальную 

и мтпппшльную Rривизну. 
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Пусть кривая МА изображает произвольное нормальное сечение в точке М 
поверхности эллипсоида, заданное азимутом А, т. е. сечение расположено 
под углом А к меридиональному сечению. 

На основании формулы Эйлера, устанавливающей зависимость между 
радиусом кривизны р А произвольного нормального сечения и радиусами кри­

визны главных нормальных сечений, имеем 

1 cos2 А + sin 2 А 
~ = --А! -N--' 

откуда 

(0.1) 

Вообразим, что А принимает последовательно 
значения: О, ЛА, 2 ЛА, 3 ЛА · · ,2n-2 ЛА, 2n-ЛА, 
причем ЛА - малая величина·. Число таких зна-

р 

Р, 

Рис. 13 

чений А будет равно~:. Вычислим среднее арифметическое из радиусов (кри­
визны всех этих нормальных сечений, проведенных из точки М через интервалы 
величиной ЛА, и обозначим его через R 1 • 

Будем иметь 

A•2:rt-ЛA A=2:rt-ЛA 

~ 
MN 

N cos2 А +М sin2 А ] МNЛА 

N cos2 А +м sin2 А 
R1=--A_=_o __ ~------

2n 
А=О 

2л 

ЛА 

Таким образом, согласно определению среднего радиуса кривизны R, 
~олучи:м 

R = lim R 1 при ЛА -+ О. 

Очевидно, в этом случае знак ~ в выражении для R 1 должен быть заменен 
знаком интеграла, а ЛА - через dA. 

Будем иметь 
Л/2 

R =_i_ s 
2л 

MN 
N cos2 А +м sin2 А dA. 

о 

Разделим в подынтегральной функции числитель и знаменатель на N cos 2 А, 
тогда 

Вынесем за знак интеграла V м N 

n/2 1/М dA 

R=; VмN J 1+(1i~2
, 
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Обозначив1Jf: tg А через t, получим 
t\) 

2 v-s dt R = п М N 1 + tz · 
о 

Интегрируя, получаем 
N 

R= ~ VмN\ arctgt. 
о 

Подставляя пределы, получаем 

2 ,,- п 
R=-vMN-n 2 

и окончательно 

или 

R- aVI="e2 
- 1-e2sin2в• 

(6.2) 

(6.3) 

Таким образом, из (6.2) следует, что средний радиус кривизны для точек 
эллипсоида вращения равен среднему геометрическому из радиусов кривизны 

главных нормальных сечений - меридиана и первого вертикала, проведенных 
из той же точки. 

Выражение для R может быть написано в функции величин W и V так: 

R _ а -Vr=ё"2 _ _ ь _ _ _ с_ 
- wz - wz - vz (6.4) 

и 

с2 № 
R 2 =MN=-=-V4 vz • (6.5) 

Средний радиус кривизны применяется при изображении частей поверх­
ности эллипсоида на шаре, при вычислении сферических избытков треуголь­
ников и в других случаях. 

В таблицах, составленных ЦНИИГАиК и Центральной вычислительной 
частью для эллипсоида Красовского, даются через интервалы по широте в 1' 
логарифмы величины (1), (2), R, а также значение функции V. 

Для вычисления радиуса кривизны нормального сечения, имеющего азимут 
А, можно воспользоваться, конечно, формулой (6.1). Для практических вычи­
слений, путем несложных преобразований, ее удобнее представить в другом 
виде, т. е. 

N 
РА = 1 +112 cosz А' (6.6) 

где 11 = e'cos В. 

Для менее точных вычислений, с ошибкой на члены е', формула (6.1) может 
быть преобразована 

( 
е2 

РА == R 1-т cos2 в cos 2А). (6.7) 

Формула (6. 7) используется, например, при вычислении поправки за при­
ведение измеренной длины базиса к поверхности референц-эллипсоида. 
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§ 7. Вычисление длины дуги меридиана 

Пусть точка А (рис. 14) на меридианном эллипсе имеет широту В. Возьмем 
на бесконечно малом расстоянии ds от точки А точку А 1 , имеющую широту 
В+ dB; таким образом, разность широт то-
чек А и А 1 , соответствующая дуге меридиана Р 
ds будет dB. Рассматривая элементарную 
дугу ds как дугу окружности с радиусом М, 
получаем 

ds=MdB, 
или 

ds= а (1-е2) • dB= а (1-е2) dB. 
(1-е2 sin2 В) I• w:з 

Длина дуги меридиана между точками, 
имеющими широты В 1 и В 2 , получится 

В2 В2 -s а (1-е2) dB- (1 2) 5 dB S- а -а -е --. 
(1-е2 sin2 В) lz W3 

В1 В1 

(7.d) 

Р, 

Рис. 14 

Таким образом, вычисление длины дуги меридиана сводится к нахождению 
эллиптического интеграла вида 

5 dB 5 dB 
(1-е2 sin2 В) 1 / 2 = W3 , . 

который, как известно, в элементарных функциях не берется. Для вычисления 

указанного интеграла разложим подынтегральную функцию ;
3 

в ряд по би­
ному Ньютона. Имеем 

-
1

- = (1-е2 sin2 В)-1 / 2 = 1 +~е2 sin2 В+~ е4 sin4 В+ JV3 · 2 8 

+ 3bl 6 • .. в+ 315 8 . 8 в+ 693 10 . . 10 в+ 
16 е sш 128 е sш 256 

е sш ••• (7.2) 

Для простоты дальнейших выкладок ограничимся членами с е4 • Четные 
1 

степени синусов, входящих в разложение функции wз в ряд, заменим коси-

нусами кратных дуг согласно равенствам: 

. 2в 1 1 2В 
sш =т-тсоs ' 

sin4 В= ~ - ; cos 2В+ ~ cos 4В. 

Теперь формула (7 .2) примет вид 

; 3 = 1 + ~ е 2 
(; - ~ соs.2в) + ~ е4 ( ~ - ~ cos 2в+ ~ cos 4В) + ... , 

1 1 з 2 з 2 2В + 45 4 15 4 2В 15 4 4В + wз = +-;r е -z;e cos 64 е -ме cos +ме cos •.. 
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или 

wз + ( 1 + : е2 + :1 е4 + ... ) - (: е2 + ~~ е4 + ... ) cos 2В + 

+ ( ~: е4 + .. ·) cos 4В .... 
Обозначая: 

получаем 

1 
wз =A-Bcos2B+ Ccos4B- ... 

Подставляя найденное значение ;з в (7 .1), получаем 

В2 

s= а(1-е2) S (A-Bcos 2В+ С cos 4В- ... ) dB. 
в. 

Интегрируя почленно, находим 

(7.3) 

(7.4) 

(7 .5) 

(7.6) 

s = а (1- е2 ) ~А (В2 - В1) ·- ~ (sin 2В2- sin 2В1) + {- (sin 4В2- sin 4В1)- •• ·}. 

(7.7) 

Полученная формула является общей для дуги меридиана. Рассмотрим 
основные преобразования формулы (7. 7) в зависимости от цели ее применения. 

1. При вычислении геодезических таблиц, например для вычисления 
таблиц координат Гаусса - Крюгера, возникает необходимость вычислять 
длины дуг меридианов от экватора до точек дуги, расположенных через опре­

деленные интервалы широты. В этом случае начальная широта В 1 = О. Пере­
менной величиной при вычислении будет широта В 2 = В, поэтому формула 
(7. 7) может быть оставлена без перегруппировки членов. Таким образом, 
получим 

в_ 2 ( В" В . С . ) 
s0 - а ( 1- е ) l А 7 - 2 sш 2В + 4 sш 4В - ... J" (7.8) 

Особенность этого случая в том, что широта В может изменяться от О до 
90°; длина дуги при этом может быть значительной, и вычисления следует вести, 
как правило, с большим числом членов. 

После подстановки числовых значений элементов эллипсоида R расовского 
выражение (7 .8) напишется 

Sf = 6 367 558,4969В- 16 036,4803 sin 2В + 16,8281 sin 4В-

- 0,0220 sin 6В + .... (7 .8') 

2. При обработке градусных измерений с целью вывода размеров земного 
эллипсоида формула (7. 7) становится неудобной. В этом случае широты концов 
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измеренных меридианных дуг, участвующих в обработке градусных измерений, 
могут считаться постоянными; в отличие от предыдущего случая размеры эл­

липсоида (или поправки к некоторым приближенным: их значениям) подлежат 
определению. Поэтому нужно расположить члены ряда, выражающего дугу 
меридиана, так, чтобы около определяемых величин а, е 2 , е 4 и т. д. сгруппиро­
вать постоянные члены. 

Преобразуем формулу (7.7), учитывая изложенные соображения и заменяя 
разности синусов через произведения синусов и косинусов соответствующих 

углов. 

Для уменьшения алгебраических преобразований ограничимся только чле­
нами с е2 • 

Из (7. 7) и (7 .4) будем иметь с оговоренной точностью 

s=a(1-e2) {(1+ ~ е2) (В2-В1)-: e2 sin(B2-B1)cos(B2+B1)}. 

Примем 

. (В В) (В В) (В2-В1)з 
sш 2 - 1 = 2 - 1 - 6 

и введем среднюю широту Вт по формуле 

В2+В1 - В 
2 -- т· 

Получим 

s=a(1-e2){(1+ ~е2) (В2 -В1)-: е2 [(В2-В1)- (Bг/i)
3

Jcos2Bm} 
и 

(7.9) 

(7 .10) 

Пренебрегая членом порядка е2 (В 2 - В 1), получаем с принятой точностью 

а(В"'-В1){1 (1 + 3 2В) 2} s = р" - 4 4 cos т е . (7.11) 

3. Для вычислений в триангуляции, когда стороны незначительны и редко 
превосходят 40-50 км, дадим более простую и удобную формулу. Для этого 
обозначим 

вт ,_- В1 +В2 М , а (1-е2) 
И т= з; · 

2 (1-е2 sin2 Вт) 2 

Введем вспомогательную величину 

S1 = Мт (В2-В1)" = а (1- е2) (В2-В1)" 
р" р" wз ' 

т 

которая, очевидно, представляет собой длину дуги окружности с радиусом, 
равным радиусу кривизны меридиана в точке со средней широтой. На основа­
нии (7.5) напишем 

(В В)" s1 =a(1-e2) 
2

--;,, 
1 (A-Bcos2Bm+Ccos4Bm). 
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1' 

1: 1 

Подставим значения коэффициентов А, В, С 

s1 s=a(1-e2) (В2 --;/1)" {( 1+ ~ е2+ :: е4)-

- ( 1 е2 + ~~ е4) cos 2Вт + ~: е4 cos 4Вт} • (7.12) 

Сравнивая (7.12) с (7.10), получаем 

а (1-е2) 2 2В s = s1 + 
8 

е cos . т (В2 - В1)3 • 

Полагая в поправочном члене последней формулы а (1 - е2) = Мт, т. е. 
3 " 

пренебрегая членами порядка 
16 

е4 (В 2 - В 1) 2 s, получаем 

-М (В2-В1) 11 + Мт 2 2В (В2 -В1)"3 

S - т ,, - 8- е COS т ·З • 
р ~ 

Окончательная формула для вычислений в триангуляции имеет вид 

= М (В2-В1)11 
[ 1 + ~ 2 (В2-В1)"2 

ZB ] s т " 8 е 2 cos т • 
р р" 

(7 .13) 

Формула (7 .13) пригодна для расстояний порядка 400 км (при s = 400 км 
3 

допущенная выше погрешность порядка 
16 

е4 (В 2 - В 1) 2 s даст ошибку в :ша-

чении s, равную приблизительно 1 мм). 
При s ~ 45 км значение поправочного члена будет меньше 1 мм, поэтому 

поправочный член в (7.13) можно отброс:rть и вычисления вести по формуле 

-М (В2-В1)'' _ (В2-В1)" (7.14) 
S - т р" - (1)т • 

Следовательно, при длине дуги, меньшей 45 км, можно рассматривать ее 
как сферическую с центральным углом, равным разности широт конечных точек, 
и описанную радиусом меридионального сечения, соответствующим средней 
широте дуги. 

Коэффициенты А, В, С, введенные ранее при выводе формул для дуги ме-
ридиана, для эллипсоида Красовского имеют следующие значения: 

А= 1,005 051 7739, 

В= 0,005 062 37764, 

С= 0,000 010 62451, 

D = 0,000 ООО 02081. 

В табл. 2 приведены для справок длины дуг меридиана на эллипсоиде Кра­
совского для некоторых широт с точностью до 0,1 м. 

После элементарных преобразований формула (7.13) приводится к лога­
рифмическому виду. У держанное число членов обеспечивает вычисление дуг 
до 400 км длиной 

(в в)" lg s = lg 2 
-

1 + k (В - В )"2 cos 2В (1) т 2 1 т, (7.15) 
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где 

Таблица 2 

Длина дуги меридиана в м 

во 

1 в одну минуту \ в одну сенунду в один градус 

о 110 576,3 1842.9 30,7 
30 110 854,4 1847,6 30,8 
60 111 414,1 1856,9 30,9 
90 111 695,8 1861,6 31,0 

На основании формулы (7 .14) можно решить обратную задачу: определить 
разность широт конечных точек дуги по длине дуги и средней широте ее 

(7.16) 

Практически нередко приходится решать следующую задачу. 
Даны широта первой точки В 1 , расстояние по дуге меридиана до второй 

точки s; требуется определить широту второй точки В2 • Имеем 

В2 = В1 + (В2- В1). 

Для определения (В 2 - В 1) воспользуемся формулой(7.16); однако сразу 
по этой формуле искомая разность (В2 - В 1) не может быть вычислена, так как 
неизвестна средняя широта Вт, по которой должен быть рассчитан радиус Мт 
или взята из таблиц величина (1)т. Рассмотрим решение задачи с применением 
метода последовательных приближений. 

В первом приближении вычисляют (В 2 - В 1), используя для определения 
(1) широту первой точки, получают приближенное значение (В 2 - В1), т. е. 

(В2-В1) 1 = s (1)1 ; 

далее 

(В2)1 =В1 + (В2-В1)1-
С этим значением широты второй точки вычисляют приближенно среднюю 

широту (Вт) 1 = Bi +2(В2 ) 1 ; используя найденную приближенную среднюю 
широту (Вт) 1 , находят разность широт (В 2 - В 1) 2 и среднюю широту (Вт) 2 
во втором приближении. Аналогично производят вычисления в третьем при­
ближении, четвертом и т. д. до тех пор, пока два смежных приближения не да­
дут одинаковые результаты в пределах заданной точности, которые и будут 
окончательными. 

Выше было дано общепринятое решение по выводу формулы длины дуги 
меридиана, основанное на разложении подынтегральной функции (7.1) в ряд 
по биному Ньютона и последующем почленном интегрировании. 

Дадим несколько иное и также, конечно, приближенное решение исходного 
интеграла 

В1 

S= s MdB. (7 .17) 
Н1 
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Применим к выражению (7.17) наиболее простую и достаточно точную фор­
мулу Симпсона (формулу парабол), разделив при этом интервал интегрирования 
на две части; тогда можно записать: 

(7 .18) 

В формуле (7 .18) радиус кривизны М определяется в трех точках искомой 
дуги меридиана - в начальной, конечной и средней, соответственно по широтам 

В1, В2 и Вт= 1/2 (В1 + В2). 
В окончательном виде формула (7 .18) перепишется 

s = k "5~ ЛВ" ,. (7 .19) -где 

k = - 1
- = 8 080 228. 10-13 

6р" ' 

'5' = М1 + 4Мт+ М2, --
ЛВ" = (В2-В1)". 

Формула (7 .19) при расстояниях s до 1000 км обеспечивает вычисление 
длины дуги меридиана с ошибкой порядка 1-2 см. 

Для контроля вычислений дугу меридиана s следует получить как разность 
длин дуг Х 

2 
и Х 1 меридиана от экватора до точек с широтами В2 и В 1 , т. е. 

s == Х2-Х1. 

Значения величин Х 2 и Х 1 выбирают из <<Таблиц для вычисления плоских 
конформных координат Гаусса в пределах широт от 30° до 80°>>. 

П р и м е р. Вычисление длины дуги меридиана по формуле (7 .19) между 
точками, широты которых В 2 = 49° 29' 58,938" и В 1 = 45 ° 30' 17,221", 

В2 49° 29' 58,938" 

В1 453017,221 

Вт 47 30 08,080 
лв 35941,717 

М1 6 368 056,324 

М2 6 372 511,409 
Мт 6 370 290,021 

k 8 080 228. 10-13 

~ 38 221 727,817 

k·~ 30,8840275 
ЛВ" 14 381,717 

s 444 165,343 м. 

Контроль по таблицам: 
по широте В 2 • • ' Х 2 = 5 485 298,588 м. 
по широте В 1 • • • • . Х 1 = 5 041 133,243 м. 

s = 444 165,345 м. 
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§ 8. Вычисление длины дуги паралле.n:и 

Параллель на эллипсоиде вращения является окружностью, поэтому вычи­
сление дуги параллели сводится к определению дуги окружности с центральным 

углом, равным разности долгот конечных точек дуги. Радиус параллели r 
определяется по формуле (4.9), которая имеет вид 

N в а cos В а cos В 
r = cos = ~====- -

V1-e2 sin2 В W 
(8.1) 

Длина дуги параллели s ', имеющей широту В и разность долгот конечных 
точек дуги Z, очевидно, дае тел формулой 

l" l" cos в 
s' =-- N cos В--,, = ('>) • (8.2) 

р ~ 

Отсюда легко получаем разность долгот двух точек параллели под широтой 
В, расположенных на расстоянии s', 

l" = (2) s' sec В. (8.3) 
В табл. 3 приведены для справок длины дуг параллелей для широт от 30 

до 70° на эллипсоиде Rрасовского. 
Таблица 3 

Длина дуги параллели в м 

во 

1 
1 в одну сеиунду в один градус в одну минуту 

30 96489,9 1608,1 26,8 
40 85 395,3 1423,3 23,7 
50 71 696,9 1194,9 19,9 
60 55 800,9 930,0 15,5 
70 38 187,2 636,5 10.6 

Пр им ер. Вычислить длину дуги параллели между точками, лежащими 
на этой параллели, если даны разность долгот этих точек и широта параллели*: 
l = 0° 45' 46,882", В= 54° 32' 19,354". 

Решение проверить по контрольной формуле sP = Ь 1 l ", используя <<Таблицы 
для вычисления плоских конформных координат ГaycCfi в пределах широт 
ОТ 30° ДО 80°>}. 

Схема решения: 

в 

N 
cosB 

l" 
1/р" 

NcosB 
l" /р" 

Sp 

* Пример взят из [10, стр. 18-'-19]. 

0° 45' 46,882" 
54°32' 19,354" 
66°392' 453,854" 
0.5801 5280 

2746,882 
484,8137. 10-12 

3 708 600,002 
0.0133 1726 
49 388,390 м. 
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:Контроль по таблицам: 

Для В = 54° 32' 19,354" 
Ь' = 179 798,002 
sP = Ь 1 ·l" = 17,979 8002•2 746,882 

s;онтр = 49 388,389 М. 
Расхождение s;ыч - s;онтр = +1 мм. 

§ 9. Вычисление площадей съемочных трапеций 

Вычисление площади съемочной трапеции или листа карты сводится копре-

делению части 

р 

поверхности эллипсоида, ограниченной линиями меридианов 
и параллелей. 

Возьмем на эллипсоиде (рис. 15) бесконечно 
малую трапецию ABCD. Стороны этой трапеции, 
как элементы дуг меридианов и параллелей, 
будут равны: 

или 

Р1 

Рис. 15 

AB=CD=MdB, 

AD=BC= NcosBidl. 

Площадь элементарной трапеции ABCD, обоз­
наченной через d Т, выразится формулой 

dT = MNcosBdBdl. (9.1) 

Площадь dz всего пояса, ограниченного па­
раллелями, получится, если в формуле для dT 
величину dl заменить через 2:rt, т. е. 

dz = 2nMN cos В dB = 2nR2 cos В dB, 

d7 
_ 2 Ь2 cos В dB 

~- 'Л, (1-e2sin2B)2 · (9.2) 

Площадь поверхности пояса эллипсоида, расположенного между парал­

лелями с широтами В 1 и· В 2 , будет 

В2 

z = 2nb2 ~ 
cos В dB 

(1-е2 sin2 В)2 • 
В-

(9.3) 

Для вычисления интеграла (9.3) разложим подынтегральную функцию 
в биноминальный ряд *. 

* Интеграл (9.3) берется в конечном виде. Положив е sin В = six 0, будем иметь 

е cos В dB = cos 0d0. После подстановки (9.3) примет вид z = 2nb2 --а-· Rак известно, S 
d0 

cos C'J 
это табличный интеграл и берется в элементарных функциях. Однако получаемое при этом 
выражение для площади мало пригодно для вычислений. 
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Следовательно, 

В2 

z= 2пЬ2 5 (cosB+2e2 si112BcosB+3e4 sin4BcosB+ .. . )dB, 
В1 

В2 

z = 2лЬ2 j ( sin В + ; е2 sin3 В+ ; е4 sin5 В + ... ). 
В1 

(9.5) 

Для приведения этой формулы к виду, удобному для практического при­
менения, воспользуемся формулами, дающими выражения синусов нечетных 
степеней в функции синусов нечетных дуг *. 

sin3 B = 1 sinB-1 sin 3В J 

sin5 В= 5 sin В - ~ sin ЗВ + - 1
- sin 5В 8 16 . 16 

(9.6) 

Заменяя в формуле (9.5) синусы нечетных степеней согласно выражениям 
(9.6) и подставляя пределы интегрирования, получаем 

z = 2nb2 {(sin В2- sin В1 ) + ~ е2 [ ~ (sin В2- sin В1)-1 (sin 3В2- sin ЗВ1)] + 
, +; е4 [~ (sinB2-sinB1)- 1

5
6 

(sin3B2 -sin3B1)+ /6 (sin5B2 -sin5B1)]+ ... }, 
z = 2nb2 {(sin В2- sin В1) ( 1 + 1 е2 + : е4 ) - (sin 3В2- sin 3В1) ( ~ е2 + /6 е4) + 

+ (sin 5В2- sin 5В1) 8
3
0 

е4 - ••• } • (9. 7) 

Заменяя разности синусов по известным формулам тригонометрии, получаем 

z= 4лЪ2 {(1.+ ~ е2 +: е4) sin в2 -;в1 соsВт-(~ е2 + / 6 е4) sin ~ Х 

Х (В2 - В1) cos 3Вт' + 8
3
0 е

4 sin ~ (В2 - В1) cos 5Вт} + ... , 
где 

При разложении выражения (9.4) в ряд члены с е 6 , е 8 и т. д. не были при­
няты во внимание. Более точная формула для площади пояса с учетом членов 
с е 6 и е 8 будет имеет вид 

Z= 4пь2 {л· sin в2 -:;в1 соsВт-в~ sin; (B2-B1)cos3Bm+c~sin ~ х 

Х (В2- В1) cos 5Вт - D1 sin ; (В2- В1) cos 7 Вт+ Е~ sin ; (В2- В1) cos 9Вт}, . (9.8) 

* Эти формулы получаются на основе общей формулы 

• 2n+I _ 1 { (2п+1) 2n ... (п+2) . (2п+1)2п ... (п+З) . З + 
SШ Х - 2n 1 2 3 SHl Х- 1 2 3 ( -i) Slll Х 2 . . . .. п . . п 

+ (2п+1) 2n ... (п+4) . 5 (2п+1) 2n ... (п+5) . 7 + } 
1.2.3 ... (п-2) sш х- "1.2.3 ... (п-3) SШ Х • • • • 
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1, 

где 

А" = t + J.. е 2 + ~ 4 -+ ~ 6 + 35 8 ) 2 s е 16 е 128 е 

1 3 3 
В'=· -е2 +-е4 + -е 6 

6 16 16 

с·= 

D·= 

35 + 192 еВ 
5 

+ме8 

+ 5 8 
256 е 

+ 5 8 
2304 е 

J 

(9.9) 

Формула (9.8) выражает площадь пояса эллипсоида, ограниченного па­
раллелями с широтами В1 и В2 • Чтобы получить формулы для вычисления пло­
щадей трапеций данного масштаба и номенклатуры, берут разность широт 
северной и южной рамок трапеций В 2 - В 1 и разность долгот западной и вос­
точной рамок Лl. 

Например, для государственной карты масштаба 1 : 1 ООО ООО В 2 - В 1 = 
= 4°, разность долгот восточной и западной рамок карты Лl = 6°, т. е. равна 
1 : 60 полной окружности пояса. Поэтому рабочая формула для вычисления 
площадей трапеций масштаба 1 : 1 ООО ООО будет 

Р = ~~
2 

{А" sin 2° cos Вт- в~ sin 6° cos 3Вгп + С' sin 10° cos 5Д,. -

- D' siп 14° cos 7 Вт+ Ш sin 18° cos 9Вт}, (9.10) 
Положив в формуле (9.7) В 1 = О, В 2 = 90° и удвоив полученное выра­

жение, получим формулу для вычисления площади ~ - всей поверхности 
. эллипсоида 

~ 4 ь2 {1 + 2 
2 + 3 

4 1 
4 в J..._ 5 s + 6 10 + } ~ = л: 3 е 5 е 17 е 1 9 е тте .... (9.11) 

Площадь поверхности эллипсоида Красовского, вычисленная по формуле 
(9.11), будет равна 510 083 035 км2 • 

Радиус шара R~л, площадь которого равна площади эллипсоида Красов­
ского, равен 6 371116 м, а радиус шара, равновеликого по объему эллипсоиду 
Красовского, равен 6 371 110 м. 

Следовательно, при приближенных вычислениях, когда Землю возможно 
принимать за шар, его радиус следует брать равным 6371 км. 

§ 10. Расчет рамок съемочных трапеций 

Полученные в предыдущих па раrрафах формулы позволяют легко вывести 
выражения для размеров рамок съемочных трапеций. 

. 1 
Пусть рис. 16 изображает съемочную трапецию масштаба -; широта 

п 

южной параллели В 1 , северной - В 2 ; разность долгот западного и восточного 
граничных меридианов трапеции Лl. Очевидно, западные и восточные рамки 
трапеции равны и представляют собой дуги меридианов между параллелями 
с широтами В 1 и В 2 • Поэтому 

ЛВ" 
AB=CD=c=-)-' (10.1) (1 т 
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где 

ЛВ=В2 -В1. 

Северная и южная рамки являются дугами параллелей, имеющих соответ­
ственно широты В 2 и В 1 , поэтому 

BD -- _ Лl"cosB 1 } --- а1 - --(-2-)1--

А с - _ ЛZ"cosB2 • 

- а2 - (')) 
~ 2 

(10.2) 

Для получения размеров рамок в заданном масштабе необходимо найден­
ные величины разделить на знаменатель масштаба, а для получения размеров 

Рис. 16 

в d, 

сторон трапеции в сантиметрах умножить на 100. Поэтому окончательно будем 
иметь: 

АВ = СП= 100 ЛВ" ) 
J п(1)т 1 

BD"'= 100 Лi'' cos В1 1 

п (2)1 1 · 
АС= НЮ Лl" cos В2 

n (2)2 ' J 

(10.3) 

Вычисление длин рамок по полученным формулам не представляет затруд­
нений и ведется применительно к схемам примеров 1 и 3 § 7 и § 8. 



1! 
11 

Глава 11 

КРИВЫЕ НА ЭЛЛИПСОИДЕ ВРАЩЕНИЯ 

§ 11. Взаимные норма.льные сечения 

Возьмем на поверхности эллипсоида вращения две точ1ш А n В (рис. 17) 
с широтами В 1 и В 2 ; пусть В 2 Е:>- В 1 • Проведем нормали к поверхности эллипсо­
ида в точках А и В. Обе эти нормали лежат в плоскостях меридианных эллип­
сов, проходящих через точку А и точку В соответственно и пересекаются с малой 
осью Р Р 1 в точках па и nь. Докажем, что нормали к поверхности эллипсоида, 
проведенные из двух точек с разными широтами, пересекаю'fся с ero малой 
осью в разных точках. Опустим из А перпендикуляр АА 1 на малую полуось ОР. 
Тогда, согласно (4.8), будем иметь 

ОА _ _a(1-e2)sinB1 
1-Уа- -:-;=::=====-• У 1 - е2 sin2 В1 

Согласно (5.11), Апа - радиус кривизны N 1 первого вертикала в точке А 

поэтому 

А N . В а sinB1 
1na= 1Slll 1= -.1. . • 

"1-е2sш2В1 
(11.1) 

Расстояние от центра эллипсоида до пересечения нормали с малой полу­
осью выразится так: 

или 

А А о asinB1 
Опа= 1na- 1 = у . 

1-е2 sш2в1 

ае2 sin В1 Опа = -:г:===::::::::::::==. V 1-е2 sin2B1 

Аналогично для точки В будем иметь 

о ае2 sin В2 
nь = ~======-. -V 1-е2 sin2 В2 

а (1-е2) sin В1 
V 1-е2 sin2B1 ' 

(11.2) 

(11.3) 

Так как по условию В 2 ;>В 1 , то, сопоставляя (11.2) и (11.3), заключаем, 
что 

Опь > Опа, 
т. е. нормаль к поверхности эллипсоида, проведенная в точке А, имеющей 
меньшую широту, чем точка В, пересекает малую ось ближе к центру эллипсо­
ида, чем нормаль, проведенная в точке В. 

Таким образом, эти нормали представляют собой две перекрещивающиеся 
в пространстве, но не пересекающиеся прямые (если А и В не лежат на одном 
меридиане). 

Проведем плоскость через точки А, па и В; очевидно, эта плоскость, в ко­
торой лежит нормаль А па, будет нормальной плоскостью в А, проходящей через 
точку В. В пересечении с поверхностью эллипссида она даст кривую А аВ, кото­
рая называется п р я м ы м н о р м а л ь н ы м с е ч е н и е м в точке А 
на точку В. Если проведем плоскость через точ:ки В, nь и А, то получим пло­
скость нормального сечения из точки В на точку А; эта плоскость пересечется 
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е, плоскостью нормального сечения из точки А на В по хорде АВ, но на поверх­
ности эллипсоида даст другую кривую ВЬА, не совпадающую с кривой АаВ. 
Таким образом, нормальное сечение АаВ из точки А на точку В не совпадает 
на поверхности эллипсоида с нормальным сечением В ЬА из точки В на точку А. 
Эти две кривые А аВ и В ЬА называются в з а и м н о о б р а т н ы м и н о р -
мал ь н ы ми сечен и ям и. Следовательно, между двумя точками на 
эллипсоиде А и В проходят два нормальных сечения: АаВ, которое называется 
прямым нормальным сечением для точки А и обратным нормальным сечением 
для точки В, и В ЬА, которое будет прямым нормальным сечением для точки В 

р 

А, 

о 

Рис. 17 

и обратным для точки А. 
Представим себе, что в точке А установлен 

выверенный теодолит таким образом, что его вер­
тикальная ось совпадает с нормалью Апа; тогда 

в 

с 
А 

с 

Рис. 18 Рис. 19 

при наведении на точку В визирная плоскость совпадет с плоскостью, прохо­
дящей через точки А, па, В, или с плоскостью прямого нормального сече­
ния из А на В, и ее пересечение с поверхностью эллипсоида даст кривую А аВ. 
При наблюдении из точки В на точку А визирная плоскость теодолита пе­
ресечет поверхность эллипсоида по кривой В ЬА, не совпадающей, как было 
установлено выше, с кривой АаВ. 

Пусть из точки А при помощи теодолита наблюдают, кроме точки В, еще 
точку С (рис. 18); в этом случае визирная плоскость инструмента пересечет 
поверхность эллипсоида по некоторой кривой АаС, которая будет прямым нор­
мальным сечением из точки А на точку С. Измеренный горизонтальный угол 
в точке А между направлениями на В и С будет мерой двугранного угла ВА Спа 
между нормальными плоскостями в А, проходящими через точки В и С. На 
поверхности эллипсоида этому углу соответствует угол между прямыми нор­

мальными сечениями из точки А на точки В и С. Следовательно, измеряемые 
в триангуляции углы треугольников на поверхности эллипсоида являются 

углами между прямыми нормальными сечениями в данной точке. 
Пусть на рис. 19 изображены пункты триангуляции А, В и С, между кото­

рыми проведены прямые и обратные нормальные сечения. Измеренные гори­
зонтальные углы на пунктах А, В и С будут равны углам между касательными 

, в соответствующих вершинах к кривым: 

в точке А к кривым АаС и АаВ, 
» » В >> >> В ЬА » В ЬС, 
» » С » » СсВ t СсА. 
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Нетрудно видеть, что несовпадение прямых и обратных нормальных сече­
ний, или, как говорят, д в о й с т в е н н о с т ь нормальных сечений, при­
водит к тому, что измеренные горизонтальные уrлы на 

трех пунктах не образуют на поверхности эллип­
с о и д а з а м к н у т о r о т р е у r о л ь н и к а; фигура получается <<разо­
рванной». Эту неопределенность в образовании треугольников можно устранить, 
если их вершины соединить геодезическими линиями. 

§ 12. Геодезическая линия 

Между двумя точками на любой поверхности можно провести множество 
кривых. 

В геодезии решение задач по определению взаимного положения точек 
земной поверхности основано на построении на ней определенных фиrур ( обычно 
треугольников) и вычислении числовых значений элементов этих фиrур. По­
этому следует решить, какими кривыми соединять точки поверхности земного 

эллипсоида при вычислении элементов геодезических построений. 

В сфероидической геодезии точки на поверхности эллипсоида соединяются 
r е о д е з и ч е с к и м и л и н и я м и, к о т о р ы е о п р е д е л я ю т с я 

как кратчайшие расстояния на данной поверхно­
сти между зад ан н ы ми точкам и. Следовательно, геодезическая 
линия на данной поверхности играет роль прямой линии на плоскости или дуги 
большого круга на сфере. Введением геодезической линии устраняется неопре­
деленность в построении геометрических фигур на поверхности земного эллипсо­
ида и достигается однозначность решения задачи. 

Из определения геодезической линии, как кратчайшей кривой между 
двумя точками на земной поверхности, следует и иное ее определение: г е о -
д е з и ч е с к а я л и н и я н а п о в е р х н о с т и - т а к а я к р и в а я, 

в каждой точке которой соприкасающаяся пло­
скость проходит через нормаль к поверхности в той 
же точке. 

Докажем это свойство геодезической линии. Возьмем на поверхности 
эллипсоида три близкие точки М, N, К, через которые проведем плоскость. 
Rак известно из дифференциальной геометрии, предельное положение пло­
скости при М ~ N и К -+ N носит название с о п р и к а с а ю щ е й с я 
пл о с к о ст и; касательная в точке N лежит в соприкасающейся плоскости; 
главная нормаль в точке N совпадает с нормалью к поверхности. 

Проведем через точку N различные кривые, имеющие общую касатель­
ную NT; согласно теореме Менье, наибольший радиус в точке N будет иметь 
та кривая, в соприкасающейся плоскости которой лежит нормаль к поверх­
ности в точке N. Возьмем точку N 1 , расположенную на бесконечно малом рас­
стоянии от точки N, и проведем между ними всевозможные кривые; наикрат­
чайшей кривой из них будет та, которая имеет наибольший радиус (наименьшую 
кривизну). Следовательно, согласно сказанному ранее, наикратчайшей линией 
между двумя бесконечно близкими точками будет элемент той кривой, в сопри­
касающейся плоскости которой лежит нормаль к поверхности. Распространяя 
этот вывод на кривую конечной длины, получаем, что к р и в а я н а п о -
в е р х н о с т и, в к а ж д о й т о ч к е к о т о р о й с о п р и к а с а ю щ а -
яся плоскость проходит через нормаль в той же 
т о ч к е, я в л я е т с я н а и к р а т ч а й m е й, т. е. г е о д е з и ч е -
с н о й л и н и е й, иначе г е о д е з и ч е с к а я л и н и я н а д а н н о й 

48 

i' 



п о в е р х н о с т и - т а к а я к р и в а я, в к а ж д о й т о ч к е к о т о - . 
рой главная нормаль совпадает с нормалью к по-

в ~ р хн о ст и. 
Из определения геодезической линии и понятия соприкасающейся пло-

скости можно себе представить следующий геометрический метод построения 
геодезической линии на земном эллипсоиде. 

Пусть Р Р 
1 

(рис. 20) - малая ось эллипсоида, Ап 1 . .L- нормаль к поверх-
ности эллипсоида н точке А. У становим в точке А теодолит так, чтобы его вер- · 
тикальная ось совпадала с нор- в 
малью А п 1 ; после этого в заданном 

направлении отметим на поверх­

ности эллипсоида точку а, близ­
кую к А. Перенесем теодолит в 

точку а, совместим вертикальную 
ось инструмента с нормалью an 2 , 

направим: трубу на точку А, по­
вернем алидаду точно на 180° и 

р 

А 

Рис. 20 'Рис. 21. 

отметим на поверхности эллипсоида близкую к а точку Ь. Затем перенесем тео~­
долит в точку Ь, установим его вертикальную ось по нормали Ьп3 , наведем· 
трубу на точку а, переведем алидадную часть теодолита точно на 180° и наме­
тим в плоскости трубы точку с, близкую к Ь. Поступая таким образом до тех 
пор, пока расстояние между начальной точкой А и соответствующей точкой i не· 
сделается равным заданному, и предполагая, что указанные выше перестановки 
теодолита производились через бесконечно малые расстояния, получаем на эл-
липсоиде г е о д е з и ч е с к у ю линию. 

Действительно, плоскость АаЬп 2 будет, во-первых, соприкасающейся пло-
скостью полученной кривой в точке а, так как в этой плоскости лежат· 
отрезки аА и аЬ, которые можно рассматривать как касательные к кривой 
в точке а; во-вторых, в этой плоскости лежит и нормаль ап 2 ; то же самое будет 
и в точках Ь, с, d и т. д. Следовательно, условия, определяющие геодезическую· 
крю~ую, соблюдены; нормаль к поверхности лежит в соприкасающейся п.ттосRости 
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в каждой точке кривой. Согласно § 11, нормали Ап 1 , ап 2 , Ьп3 , сп4 пересекают 
малую ось эллипсоида в разных точках, поэтому плоскости АаЬп2 , аЬсп3 , bcdn4 
не совпадут между собой и точки А, а, Ь, с, d и т. д. дадут на поверхности эллип­
_соида непрерывную кривую двоякой кривизны. 

В изложенном методе построения геодезической линии каждая последу­
ющая точка геодезической линии определяется по двум предшествующим при 
условии бесконечно малых расстояний между каждыми двумя смежными точ­
ками. 

Очевидно, для построения геодезической линии на поверхности между 
_sаданными точками А и В необходимо знать направление первого элемента 
;дривой. 

в 

Рис. 22 

Покажем другой путь построения геодезической линии между точками А 
.и В. Пусть на рис. 21 АаВ - прямое нормальное сечение в· точке А, а ВЬА -
Jiрямое нормальное сечение в точке В. 

Соединим А и В хордой и из середины ее проведем нормаль к поверхности 
эллипсоида; пусть С - точка пересечения этой нормали с поверхностью эллип­
_соида. Проведем плоскость через нормаль в точке С и точку А; в этой плоскости 
будет лежать хорда АВ. Следовательно, эта плоскость пройдет и через точку В. 
Сечение этой плоскостью поверхности эллипсоида показано кривой АсСсВ . 
. Очевидно, эта плоскость будет плоскостью прямого нормального сечения из 
точки С на точку А и на точку В. 

Проведем прямое нормальное сечение в А на точку С; пусть это сечение 
изобразится кривой АаС, которое расположится на поверхности эллипсоида 
.южнее, чем обратное сечение СсА, поскольку точка С на чертеже располагается 
севернее точки А. Аналогично этому прямое нормальное сечение в точке В 
на точку С изобразится кривой ВЬС, которая будет расположена севернее нор­
мального сечения СсВ, так как точка С находится южнее точки В. 

Соединим хордами точки А и С, В и С и из середины этих хорд проведем 
нормали к поверхности эллипсоида, которые пересекут последнюю в точках d 
и е; затем исполним те же действия, какие произвели ранее в отношении точки С: 
проведем нормальную плоскость в d через А так, что она пройдет и через 
точку С и изобразится кривой Ad 1dd'C. Точно так же построим нормальную 
плоскость в е, проходящую через С; она пройдет и через точку В и изобразится 
кривой Се 1е'В. Прямое нормальное сечение в А на точку d изобразится кри­
вой Aa 1d; прямое нормальное сечение с С на d - кривой Cc 1d; прямое сечение 
с В на е изобразится кривой ВЬ 1е, прямое сечение с С на е - кривой Сс 2е. 

Далее поступаем так же: соединяем хордами точки А и d, d и С, С и е, 
.е и В (рис. 22); из середины этих хорд проводим нормали к поверхности эллип-
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соида, которые пересекут ее в точках f, g, h, i; проводим нормальные плоскости 
в этих точках, проходящие соответственно через точки А, d, С, е, В, затем 
соединяем хордами точки А и f, f и d, d и g и т. д., т. е. выполняем во вновь 
отмеченных точках такие же действия, как и раньше. 

Если продолжать такое построение до бесконечности, то плоскости, про­
водимые через нормаль в середине каждой хорды, обратятся в соприкаса­
ющиеся плоскости. Число хорд, а следовательно, и число точек пересечения 

нормалей, проходящих через середины хорд, будет бесконечно ве~ико. Э:.и 
точки образуют непрерывную кривую, которая и будет геодезическои линиеи" 
так как выполнено условие, 

определяющее геодезическую 

кривую; в каждой точке ее 
нормаль к поверхности будет 
лежать в соприкасающейся 
плоскости кривой. 

в 

А 

Рис. 23 

А 

Рис. 24 

В результате построения (тем или иным путем) геодезическая линия займет­
положение относительно взаимных нормальных сечений, показанное на рис. 23. 

При азимутах линий, не близких к 90 или 270°, положение геодезической 
линии относительно взаимных нормальных сечений будет несколько иным. 

Определим приближенно угол, который образует геодезическая линия 
с прямым нормальным сечением. 

При азимутах линий, близких к 90 или 270°, нормальное сечение, которое 
проходит через нормаль к поверхности эллипсоида, проведенную из середины 

хорды, соединяющей конечные точки кривой, делит углы между взаимными 
нормальными сечениями пополам. Так, на рис. 21 сечение АсСсВ делит пополам 
углы при А и В между кривыми А аВ и В ЬА, сечение А d 1 dd' С делит пополам 
углы при А и С между кривыми А аС и АсС. Это положение доказывается 
в фундаментальных курсах высшей геодезии [27, стр. 56-57]. К этому же 
выводу можно прийти на основании геометрических соображений. 

Воспользуемся этими свойствами кривых на эллипсоиде для приближен­
ного решения поставленной задачи. Обозначим: Л - угол между взаимными 
нормальными сечениями в точке А, т. е. между кривыми АаВ и ВЬА, б -
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-угол начального элемента геодезичес'кой линии в А с прямым нормальным: 
.сечением на В, т. е. с кривой АаВ. Будем иметь (см. рис. 21 и 24) углы между 
~кривыми: 

,и т. д. 

АсС и АаВ, равный ~ , 

АсС >> АаС 

Ad1D >> АсС 

Ad1d>> АаВ 

Afd >> АаВ 

>> 

>> 

)) 

)) 

>> 

>> 

л 

4' 
л 

8' 

л 

16' 
л 

32' 

В пределе, при бесконечном продолжении описанного выше построения, 
,угол между кривой АаВ и нормальным сечением, проходящим через нормаль, 
проведенную из середины ближайшей к точке А хорды, обратится в б. Тогда 
,;по аналогии с написанной выше таблицей будем иметь: 

л л л л л 
б - 2 8 32 128 512 ... ' 

л( 1 1 1 1 ) о -· 2 1 - 4 - 16 - 64 - 256 - • • • ' 

·ИЛИ 

Л { ( 1 1 1 1 )} о =- 2 1 - 4 + 16 + 64 + 256 + . . . . 
Сумма членов геометрической прогрессии, стоящей в круглых скобках, 

1 
~равна 3 . Следовательно, 

б = ~ (1-_!_) 
2 3 ' 

(12.1) 

Отсюда следует, что геодезическая линия на поверхности эллипсоида 
,(при азимутах, не близких к 90 или 270°) делит угол между взаимными нор­
·мальными сечениями в отношении 1 : 2 и располагается в данной точке ближе 
1~ прямому нормальному сечению. 

Иначе говоря, угол между геодезической линией, соединяющей точки А 

в u 1 
и , и прямым нормальным сечением в каждои из этих точек равен 3 угла 

между прямым и обратным нормальными сечениями в данной точке. 
В дальнейшем этой зависимостью нам придется воспользоваться при полу­

,чении формулы поправки в направления за переход от прямого нормального 
"сечения к геодезической линии. 
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Если между двумя точками поверхности эллипсоида натянуть упругую 
нить, то нить примет форму геодезической линии. Действительно, равнодей­
ствующая упругих сил нити в каждой точке должна лежать в соприкасающейся 
плоскости, а сопротивление поверхности направлено по нормали к поверхности. 

При равновесии нити эти две силы уравновешиваются и соприкасающаяся 
плос:кость будет содержать нормаль к поверхности. 

§ 13. У прощенный вывод основного уравнения 
геодезической линии 

Расс:'lютрим элементарный полярный треугольник АРВ' (рис. 25), обра­
зованный дугами меридианов АР, В' Р и элементарной дугой геодезической 
линии ds. 

Пусть направление начального элемента геодезической линии ds из точки А 
задано азимутом А. Проведем из точки В' элементарную дугу параллели В'С. 
Разности широт и долгот точек А и В' обозначим: через dB и dl, сближение 
меридианов в точке В' - через dA. 

Из э:тементарного треугольника АВ' С имеем: 

М dB = dscos А, 

r dl = N cos В dl = ds sin А, (13.1) 

где r - радиус параллели. 

Имея в виду, что угол при вершине В' треугольника СРВ' равен 90° -
-dA, напишем: 

cos (90° -- В) = ctg dl ctg (90° - dA) } ' 
tg dl si n В = tg dA 

dA = dl sin В 

dA = ds sin А tg В • 
N 

Из (13.1) и (13.3) напишем: 

dB = cos А = ~ cos А 
ds М с 1 

:: = 8i; А sec В = 1
: sec В sin А } . 

dA sin А У . ' 7,s = -w-tgB = ctg ВsшА J 

( 13.2) 

(13.3) 

( 13.4) 

Заметим, что первые два уравнения из системы (13.4) могут относиться 
к элементам любой кривой на поверхности эллипсоида, поскольку они выра­
жают линейные элементы поверхности; последнее уравнение относится только 
к ~еодезической линии (см. [2, стр. 71-72] или [55, стр. 33-37]). 

Система уравнений (13.4) имеет весьма важное значение в высшей геодезии, 
так как она представляет собой исходные дифференциальные уравнения для 
решения прямой и обратной геодезической задачи на поверхности эллипсоида. 
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Докажем важную теорему для геодезической линии: п р о и з в е д е я и е 
радиуса параллели на синус азимута в каждой 

р 

А 

Рис. 25 

точке геодезической ли­

нии - величина постоян­

на я, т. е. 

r sin А = const. 

Изобразим меридиан точки А в пло­
скости чертежа (рис. 26). Если радиус. 

р 

Рис. 26 

параллели точки А обозначить через r, то радиус параллели точки С будет 
r + dr, причем по чертежу для dr будем иметь 

-dr = М dB sin В. (13.5) 

Из уравнений (13.1) пишем 
dB 

cosA =М ds' 

. А dl 
SШ =rds. 

(13.6) 

(13.7) 

Помножим левую и правую части уравнений (13.6) на rdA, а уравнения 
(13. 7) на dr и сложим. Будем иметь: 

r cos А dA = Mr d: sin В dl, 

drsinA=rdr :: = -Mr :~ dBsinB 
или 

r cos А dA + dr sin А = О. 
В правой части мы получили полный дифференциал, интеграл которого 

равен 

r sin А= const. 

Следовательно, теорема доказана. Согласно (4.21), 

r=acosu, 

поэтому уравнение (13.8) может быть переписано 

а cos и sin А = с 
или 

cos и1 sin А1 = сьs и2 sin А2 = ... = с. 
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Из уравнения (13.9) следует, что для геодезической линии на поверхности 
эллипсоида вращения пр о из ведение к о с ин у с а пр и веден -
ной широты точки геодезической линии на синус 
азимута геодезической линии в той же точке есть 
в е л и ч и н а п о с т о я н н а я. 

-Уравнения (13.8) и (13.9) представляют собой два вида основного уравнения 
геодезической линии на поверхности эллипсоида вращения. 

Эти уравнения в дальнейшем будут использованы при выводе формул 
.для вычисления геодезических координат при больших расстояниях между 
:пунктами. 

§ 14. Аналитический вывод основного уравнения 
геодезической линии на поверхности вращения 

-Учитывая большое значение, которое имеет геодезическая линия в высшей 
геодезии, в этом параграфе получим: общий вид дифференциального уравнения 
геодезической линии на любой поверхности исходя из ее определения и, далее, 
как частный случай, получим уравнение линии для поверхности эллипсоида 
.вращения. 

Пусть имеем поверхность, уравнение которой 

F (х, у, z) = О. 
Параметрическое уравнение геодезической линии в общем виде будет 

х = f(s); у= ер (s); z = 'Р (s), (14.1) 

где s - длина геодезической линии. 
Известно, что косинусы углов а, ~' "l, образуемых нормалью к поверхности 

.е, осями координат, будут равны: 

rде 

дF 

дх 
соsа--л-; 

дF 

дl'j cos Р. --·-. 
t-'- D ' 

Известно также, что косинусы углов, образованных г л а в н о й нор­
малью :к кривой с осями координата № ~N, "lN, равны 

d2y 
cos~N=Rds2; 

тде R - радиус первой кривизны. 

d2z 
COS"'N=R--, 1 ds2 

Геодезическая линия определяется как кривая на данной поверхности, 
'В каждой точке которой ее соприкасающаяся плоскость проходит через нормаль 
к поверхности в той же точке; это определение равносильно требованию совпа­
дения главной нормали кривой в каждой ее точке с нормалью к поверхности 
l3 той же точке (главной нормалью кривой называется прямая, полученная 
-в результате пересечения нормальной и соприкасающейся плоскостей, относя­
щихся :к одной точке кривой). Это совпадение произойдет, если 

дF 

дх -IR d2x • 
D - ds2 ' 

дF 

Ту _ R d2y I 
---Л- - ds2 

дF 

дz _ R a2z 
---Л- - ds2 ' 
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или 

дF 

дх 
72x=RD; 

ds2 

дF 

__!!Jj_ = R D · 
d2y ' 
ds2 

DF 
дz . 

72z=RD. 
ds2 

Следовательно, уравнение геодезической линии для произвольной поверх­
ности имеет вид 

дF дF дF 

дх ду дz 
~=a2y=d2z. ( 14.2) 

ds2 ds2 ds2 

Для нас представляет интерес уравнение геодезической линии и ее свой--· 
ства на поверхности земного эллипсоида, являющегося поверхностью вращения. 

р 

х 

/ 
/ idx 

1 

с ь 
AТi.yt 
1 1 

xl 1 

1 1 

о 
А (:х.у z) c------...____._!I 

!! d!J 

Рис. 27 Рис. 28 

Это уравнение будет частным случаем уравнения (14.2). Напишем уравнение­
поверхности вращения в виде 

x2+y2+f(z)=O. 

Соответствующие частные производные, входящие в (14.2), будут равны: 
дF _ . дF _ . дF _ , 
дх - 2х, ду - 2у, дz - lf (z). (14.3) 

Следовательно, уравнение геодезической линии на поверхности вращения" 
согласно (14.2) и (14.3), будет иметь вид 

2х 2у f' (z) 
d2x = d2y =~ 

ds2 ds2 ds2 
или 

d2x d2y 
У ds2 - Х ds2 = О. 

Интегрируя, получаем 
dx dy 
у--х-=С 

ds ds ' 
или 

+ у dx-xdy =-: С ds, ( 14.4) 
где С .. - постоянная интегрирования. 

Определим геометрический смысл выражения Cds. Пусть координаты 
точки А (рис. 27), расположенной на поверхности эллипсоида, равны х, у, z, 
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причем ось z расположена по оси вращения эллипсоида ОР, а оси х и у нахо­
.дятся в плоскости, перпендикулярной к оси ОР (первая система координат); 
пусть А а - элемент геодезической линии, имеющий длину ds и азимут а. 
Проекция элемента ds на параллель, т. е. отрезок А Ь, равна ds sin а. 

Так как точка а находится на бесконечно малом расстоянии от А, то коор­
.динатами точки а будут х + dx, у + dy, z + dz, а ее проекции на плоскость 
параллели точки А, т. е. координатами точки d, будут х + dx; у + dy и z. 
Радиус параллели точки А , равный А С = ЬС, обозначим через r. 

Определим площадь треугольника А dC = Р, изобразив его отдельно 
на рис. 28, 

1 
Р = 2 {(х+ dx) (у+ dy)- ху-2х dy-dx dy}, 

1 
Р = 

2 
(у dx - х dy) • 

Площадь сектора А ЬС (см. рис. 27) будет равна ~rds sin а. 
При бесконечно малых dx и dy площади треугольника А dC и сектора А ЬС 

'Равны между собой, поэтому 

или, по (14.4), 

·откуда 

или 

{ (у dx- х dy) = { r ds sin а, 

С ds = r sin а ds, 

rsiнa= С, 

а cos и sin а = С, 

т. е. получили уравнения (13.8) и (13.9). 

§ 15. Расхождение взаимных нормальных сечений 

(14.5) 

(14.6~ 
, ,,,. 

Возьмем на поверхности эллипсоида две точки А и В, имеющие разные 
широты п долготы (рис. 29). Обозначим: 
nd, nь - точки пересечения нормалей к поверхности эллипсоида в точках А 

и В с малой осью; 
а - угол между прямыми паА и паВ; 

АаВ - прямое нормальное сечение в А на точку В; 
В ЬА - прямое нормальное сечение в В на точку А; 
АВ - хорда - линия пересечения плоскостей прямого и обратного сече­

ний АВпа и АВпь; 
8 - угол паВпь, 
Для определения отрезка папь воспользуемся формулами (11.2) и (11.3), 

из которых получим (см. рис. 17 и 29): 

Опа= ае2 sin В1 (1 + ~ е2 sin2 в1), 

Опь = ае 2 sin 8 2 ( 1 + ½ е 2 sin2 В2). 
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или 

где 

Следовательно, с ошибкой порядка ае4 (В 2 - В 
1

) можем написать: 

папь = Опь - Опа= ае2 (sin В2 - sin В1 ), 

в - В1+В2 
т- 2 • 

(15.1) 

Отметим, что треугольник АпаВ можно считать равнобедренным, так как 
Апа ~ Впа, следовательно, угол А Ьпа приближенно равен 90° - ~. Обозна-

А 

Рис. 29 

,. чим через f угол между плоскостями 
АВпа и АВпь двух взаимно обратных 
нормальных сечений. Приняв за центр 
точку В, построим сферический треуголь­
ник А п~пь, соответствующий трехгран­
нику с ребрами ВА, Впь, Впа (рис. 29 
и 30). В этом треугольнике стороне п~пь 
будет соответствовать угол е, стороне 

А п~ - угол АВпа, равный 90° - ; . 

Угол при вершине треугольника А бу­
дет искомым углом f, а угол при] ni, 

а 

Рис. 30 

равен 360° - А 2 • 1 , так как плоскость, проходящая через точки В, па, nь, есть 
плоскость меридиана точки В. 

Иs треугольника Ап~п;, имеем 

sin / sin е 

sin (360° -А2.1) - sin ( 90 0 _ ~) • 
(15.2) 

Иs треугольника Впапь (см. рис. 29) следует 

sin е nanь 
sin (90° -В2 +е) = ~-

Заменяя nьna, согласно (15.1), и пренебрегая в знаменателе левой части 
последнего уравнения величиной е, получаем 

откуда 
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или с ошибкой порядка е4 (В 2 - В 1) 

(15.3) sin е = е2 (В2- В1 ) cos В2 cos Вт. 
На основании (15.2) 

. f sin в sin А2 1 
Slll = - ' , 

(J 
cos 2 

или, принимая во внимание (15.3) и заменяя cos В 2 на cos Вт, получаем 
sin/= _ e2 (B2-B1)cos2BmsinA 2.1 

(J 

или 

r.osт 

Но приближенно 
(В2- В1) == s cos А1 •2 (1)1 ~ а cos А 1 ,2 • 

Полагая А 2, 1 = А 182 ±180°, получаем, пренебрегая ошибкой порядка е20' 2 , 

f" = е20' cos А 1•2 cos2 Вт sin А 1 .2Р", 

/" = ~ е2а cos2 Вт sin 2А 1 _ 2р". 
При s = 1()0км, а ~

6
t
0

, Вт= 45° и А 1.{= 45°: 

t"~6". 

(15.4) 

Таким образом, f - угол между плоскостями взаимных нормальных сече­
ний - величина малая второго порядка. Для максимальных длин сторон тре­

угольников триангуляции 1 класса, рав-
о ных 40-50 км, значение /" равно 2-3 ". 

Следовательно, угловые и линейные рас­
хождения между взаимными нормальными 
сечениями будут величинами малыми. 
Поэтому при последующем выводе фор-

/{ 
2 

d 

к, 

Рис. 32 

А 

!( 

Рис. 33 

мул можно дуги АаВ и АЬВ рассматривать как сферические с центром в па 

или п •• На рис. 31 А аВ - дуга прямого нормального сечения в точке А, рассма-
триваемая как дуга окружности с центром в па; А ЬВ - обратное нормальное 
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сечение в А; прямая АВ - хорда, стягивающая дугу АаВ. Возьмеl\1 на кривой 
А аВ текущую точку k и проведем хорду kA. Обозначим центральный угол А паВ 
через cr, а угол knaA - через Е>; угол Е> может иметь значения от О до cr. Тогда 
получим: 

L ВАпа = 90° - ~ ; L kAna = 90° - ~ , 

L L О'-8 
kAB= kAna- L BAna=-

2
-. 

Проведем через точку k плоскость, перпендикулярную к хорде АВ; пусть 
пересечение этой плоскости с хордой АВ будет в точке k 1 и с кривой А ЪВ -
в точке k 2 • Треугольник kk 1k 2 изображен на рис. 32. В этом треугольнике угол 
при вершине k 1 = /, а дуга kk 2 = d, т. е. линейному расхождению на поверх­
ности эллипсоида между прямым и обратным нормальными сечениями АаВ 
и АЪВ. 

Из рис. 33 следует, что 
. 0 

Ak = 2N1 sш 2. 

Из треугольника Akk 1 (см. рис. 31) 

. О'-8 . 8 . О'-8 
kk1 =Aksш - 2

- = 2N1 sш 2sш-2-. 
Из рис. 32 имеем 

kk2 = kk1f, 
или на основании (15.6) и (15.4) 

kk2 = 2NJ sin: sin а; 8 ~ e2cr cos2 Вт sin 2А 1 , 

kk2 = d = 11 е2а cos2 В:п sin 2А 1 Е> (а- 8). 

(1.').5) 

(15.6) 

(15.7} 

Наибольшее линейное расхождение между сечениями АаВ и А ЬВ будет 

в середине дуги АВ, т. е. при Е> = ~ . 
Следовательно, из (15.7) получаем 

d - N1 2 з '12 В . 2А max - ---ТВ е а со.., т Slil 1 • (15.8)' 

Пользуясь (15.8), вычислим значения dmax при различных расстояниях s 
между точками А и В. Положим, что широта В = 45°, А 1 = 45°, тогда получим 

s (км) ..• 200 100 50 

dmax (м) .•. 0,050 0,006 0,0008. 

Результаты вычислений показывают, что линейные расхождения между 
прямым и обратным нормальными сечениями малы. 

Формула (15.8) верна для геодезических линий, когда азимуты их не близки 
к 90 или 270°, в противном случае следует применять более точные формулы. 

Дадим без вывода выражение для разности длин геодезической линии 
и дуги нормального сечения D s 

D - ае4 , . 2 2А -4 В ь 
s - ЗбО SI ll 1 COS тО • 
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1 
Для s = 600 км· Ds =:::; 

135000 
м. 

Произведенные расчеты позволяют сделать заключение, что разностью' 

длин геодезической линии и дуги нормального сечения при вычислении триан­

гуляции можно пренебречь. 

§ 16. Длина дуги нормального сечения 

Выразим длину дуги нормального сечения произвольного азимута через· 

длину окружности, построенной радиусом сечения первого вертикала в первой: 
точке. Пусть на рис. 34 АВ - дуга прямого нормального сечения,. про:ведев: ... -

в' 

А 

Рис. 34 Рис. 35 

ного из точки А на точку В; пусть ее длина равна s, а азимут А 1 , 2 • В пло­
скости этой дуги проведем окружность радиусом, равным радиусу сечения пер­
вого вертикала N 1 в точке А (широта В 1) и, следовательно, с центром в точке па. 
Пусть точка В' будет пересечением линии Впа с проведенной окружностью. 
Обозначим далее центральный угол, под которым усматривается дуга АВ 
и АВ', через cr, расстояние Впа - через z; угол в точке В между линией Впа 
и радиусом сечения первого вертикала в точке В, т. е. Впь, черев е. Тогда. 
ив треугольника Впапь имеем 

z2 == N~ + пап~- 2N2nanь cos {180° -(90° - В2)- е} 
или 

откуда 

(16.1)· 

Примем за малую величину первого порядка~ или е2 , тогда, имея в виду, 

что, согласно ( 15.1) и (15.3), 

папь = Ne 2 (В2 -В1) cos Вт, 

е = е2 (В2 - В1) cos2 Вт~ 
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,с отбрасыванием членов третьего порядка малости (16.1) примет вид 

z 2 
1.+ 2папь . В 

- 2- = --у- Slll 2 N 2 2 

:или, после разложения по биному Ньютона, 

(16.2) 

Для перехода R аргументам начальной точки А воспользуемся равенствами 

N =N +(В -В)(~) + :(В2-В1)2 ( d2N) } 2 1 2 1 dB 1 2 dB2 1 

. В . В + (В В) В (В2-В1) 2 • В . s1n 2 = s1n 1 2 - 1 cos 1 - 2 
s1n 1 

(16.3) 

Учитывая (16.3) и (15.1), получаем 

_z_ = 11 _ е2 cos2 Вт (В2-В1)2 • 

N1 2 
Полагая 

(16.4) 

в в s cosA 1 2 А 
2 - 1 = М . = О" cos 1 2 

1 . 
и 

формула (16.4) примет вид 
't'J 2 = е'! cos2 В, 

z = N 1 ( 1- 'f}2a2 c~s2 А 1. 2 ) • (16.5) 

Согласно рис. 35 имеем 

ds =V z2 da2 +dz2 

или 

Из (16.5) получаем 
ds = У [z2 + ( ~; ) 2 ] 00. (16.6) 

(.!!!....) 2 = №-n4cr2 cos4 А d(J 1 .• 1.2 
'И 

Тоrда для ds будем иметь 

ds = У Ni (1- 't')2cr2 cos2 А 1.2+ 't')4<12 cos4 А 1 . 2) da. (16.7) 
С удержанием членов 3-го порядна малости последнее выражение при­

мет вид 

Откуда 
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s = s N1 ( 1- 'f12а2с~~2л1.2) dcr 
о 

(16.8) 

(16.9) 



' 

j 

или окончательно с принятой точностью 

- N ( 1 f\2cr2 cos2 А1.2) 
S- 10' - 6 (16.10}' 

и 

• = _s_ ,, ( 1 + f\2s2 cos2 А1 , 2 ) 
о N р 2 • 

1 6N1 

(16.11)' 

Полученная формула при s = 150 км точна до 0,0001 ". При s < 40 км 
поправочным членом можно пренебречь; тогда будем иметь 

(16.12) 

Более точные формулы, выводимые в фундаментальных руководствах­
по высшей геодезии, имеют вид 

s = N а- N 1 .., 2 СО"2 А аз+ !!.1...., 4 со~4 А аз+ 1 6 ·11 ~ 1.2 6 .• ~ 1.2 

(16.13)· 

{ 

'1"1252 'У\452 
" s 11 '11 2 '11 4 о =-р 1+--cos A12---cos A12 -

N1 6Ni . 6Ni . 

'lli tg В1 cos А1. 2 ( 1 2 2 2 А ) з} 
- з - 111 cos 1 2 s . 

8N1i • 
(16.14) 

Формулы (16.13) и (16.14) ошибочны на малые величины порядка Ne2o6• 

Без вывода приведем формулы, устанавливающие связь между длиной 
дуги нормального сечения s и длиной хорды d, соединяющей конечные точки 
дуги [44, стр. 75]. 

sз s4 
d=s- (1+1Jicos2A1 .2)2 

24
N 2 +11~tgB1 cosA1 .2(1+1Jicos2 A1 •2)

2 SNз + 
1 1 

s5 
+ (1- 7211! tg2 В1 + 761Ji cos2 А 1 2) 4 , 

. 1920N
1 

dЗ d4 
s=d+(1+riicos2 A 1 •2)

2 
2
4N2 -1)~ tgBcosA 1.2(1+riicosA1 •2 )

2 SNз + 
1 1 

d5 
+ (3 + 241Ji tg2 В1 -121Ji cos2 А1 2) --4 • 

· 640N1 

§ 17. Углы между взаимными нормальными сечениями 
и геодезической линией 

На рис. 36 изображен треугольник, вершинами которого являются изве­
стные из предыдущего параграфа точки А, k 2 , k. Соединим точку А с точ­
ками k и k 2 прямыми, которые будут хордами для частей дуг прямого и обрат-

ного нормальных сечений в точке А. Согласно рис. 36 имеем LkAk 2 =~;у 
или на основании формул (15.5) и (15.7) 

L kA 1,. 1 = N1e2cr cos2 Вт sin 2А10 (cr-0) 
'"tl 4N10 • 
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1,, 

! 1 

,i 

11 1 

'ИЛИ 

L kAk
2 

= е2а cos2 Вт sin 2А 1 (а-0) • 
4 

(17.1) 

Представим, что расстояние Ak, а следовательно, и угол Е> убывают; в этом 
случае хорды Ak и Ak 2 в пределе обращаются в касательные к прямому и обрат­
ному нормальным сечениям в точке А. Очевидно, при этом условии угол kA k 2 

обратится в угол между взаимными нормальными сечениями в точке А, который 
,ранее мы обозначали через Л. 

Таким образом, полагая в (17.1) Е> стремящимся к нулю, получаем 

Л" = е2а2 cos2 Вт sin 2А 1 " 
4 р. 

Поэтому на основании (12.1) и (17.2) находим 

б" = е2а2 cos2 Вт sin 2.41 р" 
' 12 

или, принимая во внимание (16.11) и (16.12), 

0
,, _ p"e2s2 cos2 Вт sin 2А 1 

- 12N2 ' 
т 

" e2s2 (2)~ cos2 Вт sin 2А 1 
О = 12р" • 

(17.2) 

( 17 .3) 

(17.4) 

Взаимное расположение нормальных сечений и геодезической линии между 
вершинами треугольника в общем случае показано на рис. 37. 

Точность полученных выше фор­
мул для вычисления расхождений 
~зимутов нормальных сечений и 

А 

Рис. 36 

А 

в 

с 

Рис. 37 

геодезической линии вполне достаточна, если расстояния между точками на 
поверхности эллипсоида не превосходят нескольких десятков километров. 

Однако при некоторых теоретических исследованиях, а также при опре­
делении больших расстояний и координат далеких точек на поверхности эллип­
-соида, когда расстояния исчисляются сотнями и даже тысячами километров, 

:иногда возникает необходимость применения для указанных расхождений 
;азимутов более точных формул. 

Опустим выводы формул вследствие их громоздкости и приведем их в окон­
чательном виде. 
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Для расхождения азимутов прямого и обратного нормального сечения 
в точке А 

'1')
2
1 52 sin А1. 2 cosA 1•2 • ri2

1 53 sin А1 • 2 tg В1 
л ---------р -------- р". 1.2"= ·>N - 4Nз 

'-' 1 1 
(17 .5) 

При этом Л 1 2" понимается как разность между прямым и обратным 
нормальными сечениями в точке А, т. е. 

Л1.2•= Алав- Альв. 

Для разности азимутов прямого нормального сечения и геодезической 
линии в точке А с широтой В 1 более точная формула с удержанием членов по­
рядка Т\ 2о 3 имеет вид 

s:." = У] 21 5 2 sin А1 • 2 cos А 1 • 2 ri 2
1 s3 sin А 1 • 2 tg В 1 ,, 

u р" - 24N3 р 
1.2 6N~ 1 

(17 .6) 

причем по-прежнему 

Приведем еще формулу, выражающую разность направления ВаА и напра­
вления геодезической линии ВА. Эта величина будет выражать разность между 
углом, образованным плоскостью меридиана точки В и плоскостью прямого 
нормального сечения в точке А, и азимутом геодезической линии ВА. 

Эта величина, которую назовем 6 2 . 1 ", будет 

( 17. 7) 

причем 

л;.1 = л;.1 -в;.1. 

Произведем подсчеты для определения числового значения расхождений 
между азимутами взаимных нормальных сечений и азимутами прямого нормаль­
ного сечения и геодезической линии. 

Если s = 200 км, то максимальные значения Л и б при В = О и А = 45 ° 
получатся: 

Л" = 0,36" и б'' = О, 12". 

Если s = 100 км, то соответственные величины будут равны 

Л = 0,09" и б· =с: 0,02". 

Если s = 50 км, то 

л" = о,02з· и б" = 0,006". 

При вычислении направлений и азимутов в триангуляции 1 класса тре­
буется обеспечить точность до сотых долей секунды. Для этог() необходимо 
производить учет поправок и удерживать тысячные доли секунды. 

* А. Т и л л о. <<Геодезические :исследования Гаусса, Бесселя и Ганзена>>. 1866, стр. 150. 
В формуле Ганзена приведенные широты заменены геодезическими, что вызывает пренебре­
гаемые ошибки порядка ri4cr2 и rt4CJЗ. 

~' ~ 
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1 • 

Следовательно, полученными значениями величин Л и б при обработке 
результатов угловых измерений в триангуляции 1 класса пренебрегать нельзя; 
они должны учитываться в виде поправок к непосредственно измеренным напра­

влениям. 

Заметим далее, что неучет этих поправок повлек бы систематическое нако­
пление ошибок при передаче азимута в триангуляции. Пусть, например, проис­
ходит передача азимута по ряду триангуляции, изображенному на рис. 38 
,по ходовой линии ABCDEF посредством углов В 1 , В 2 , Вз, ... , В 4 - Ошибка 
из-за неучета двойственности нормальных сечений на каждом пункте рав­

няется Л. Если передача азимута осу-
ществляется через п пунктов, то накоп­

ление этой ошибки на п пунктах даст ве­
личину пЛ. Положив Л = О, 02", а п = 
= 10, получим суммарную ошибку в пе­
редаче азимута 0,2 ", т. е. величину не­
пренебрегаемую. Неучет этих попра­
вок вызовет и дополнительную попе­

речную ошибку ряда. 
Рис. 38 Обозначив через т13 ошибку угла 

В, обусловленную неучетом двойствен­
ности нормальных сечений; через s - длину стороны триангуляции; через п -
чпсло сторон, определим влияние т13 на поперечный сдвиг всего ряда в точках: 

А 

в 

с 

т13 ns-,,-, 
р 

т13 (n-1)s-,, , 
р 

,, 

(п- 2)s т~ • 
р 

Суммарное действие этих влияний, которое обозначим через q, выра-
зится так: 

(1+2+3+ .. . +n)smi п (n+ 1)sm8 
q= р" - 2р" ( 17 .8) 

Положим т13 = 0,02", п = 10 и s = 40 км, тогда q = 0,2 м. 
При тех же данных, но при п = 5, q = 0,05 м. 
Учет влияния расхождений азимутов взаимных нормальных сечений при 

обработке результатов угловых измерений заключается в том, что нормальные 
сечения заменяются геодезическими линиями. Практически такое образование 
треугольников из геодезических линий заключается во введении в измеренные 
направления п о п р а в о к з а п е р е х о д от п р я м о г о н о р м а л ь -
н о г о с е ч е н и я к г е о д е з и ч е с к о й л и н и и. 

Рис. 37 показывает, что эти поправки, вычисленные по формуле (17.4),. 
должны вычитаться из значений измеренных направлений. 

§ 18. Положение геодезической линии 
относительно взаимных нормальных сечений 

Выше показано, какое положение занимает геодезическая линия 0тноси­
тельно взаимных нормальных сечений: геодезическая линия в начале своего 
пути от точки А к точке В располагается ближе к прямому сечению А аВ, нахо-
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дясъ на ~ расхождения между взаимными нормальными сечениями в точке А; 
по мере продвижения к точке В геодезическая линия прибл.ижается к сечению, 
обратному для точки А и прямому для точки В, и на равном расстоянии 
между А и В располагается посередине между обоими нормальными сечениями; 
наконец, в точке В она снова делит угол между взаимными нормальными сече­
ниями в отношении 1 : 2, но находится уже ближе к сечению В ЬА. Однако при 
азимутах геодезической линии А 1 • 2 = О или 180° и азимутах, близких к 90 
или 270°, положение геодезической линии несколько иное. Рассмотрим некото­
рые частные случаи особого расположения геодезической линии относительно 
взаимных нормальных сечений. 

1. Если азимут А 1 . 2 = О или 180°, то значение поправки 

-~ 2 2 2 В . 2А v = .12 е (J COS т Slll 1.2 

будет равно О; следовательно, если две точки А и В находятся на одном мери­
диане, т о п р я м о е и о б р а т н о е н о р м а л ь н ы е с е ч е н и я 
и г е о д е з и ч е с к а я л и н и я с л и в а ю т с я. В этом легко убедиться 
и геометрически, так как нормали в точках А и В лежат в одной плоскости -
плоскости меридиана точек А и В. . 

2. Пусть две точки А и В находятся на одной параллели и, следовательно, 
.азимут А 1 прямого нормального сечения будет близок к 90 или 270°, а В 1 = 
= В 2 • В этом случае прямое и обратное нормальные сечения совпадут, так как 
пересечение нормалей к поверхности в точках А и В с малой полуосью про­
изойдет в одной точке; расположение геодезической линии относительно нор­
мальных сечений будет иное по сравнению с указанным выше. 
~ 
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Гл а в а 111 

РЕШЕНИЕ МАЛЫХ СФЕРИЧЕСКИХ 

И СФЕРОИДИЧЕСКИХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 

§ 19. Общие сведения 

После того как получены окончательные значения измеренных направлений 
или углов на поверхности эллипсоида, переходят к решению треугольников. 

Задача заключается в последовательном вычислении длин сторон треугольников 
триангуляции, причем известны одна сторона и углы в каждом треугольнике. 

Строго говоря, треугольники триангуляции являются сфероидическими 
или эллипсоидальными треугольниками, поскольку они образованы на поверх­
ности эллипсоида. На практике обычно приходится 1в1еть дело с треугольни­
ками, стороны которых не превышают 40-50 км и в редких случаях достигают 
70-80 км. Вследствие близости земного эллипсоида к сфере различие в эле­
ментах сфероидических и сферических треугольников триангуляции пренебре­
гаемо *. Таким образом, вычисление треугольников триангуляции сводится 
к решению сферических треугольников. Если решать треугольники по обычным 
формулам сферической тригонометрии, то стороны необходимо выражать в ча­
стях радиуса, но это неудобно, так как ррактически стороны должны быть 
выражены в метрах. Поэтому треугольники триангуляции решают особыми 
методами, пользуясь т е о р е м о й Л е ж а н д р а и л и с п о с о б о м 
а д д и т а м е н т о в. 

При развитии геодезической сети методом трилатерации решение треуголь­
ников заключается в вычислении углов треугольников пс их сторонам; в этом 

случае также целесообразно пользоваться теоремой Лежандра и способом 
аддитаментов. 

§ 20. Решение сферических треугольников 
по теореме Лежандра 

Пусть АБС (рис. 39) - сферический треугольник, стороны которого в ли­
нейных единицах обозначим через а, Ь, с. По сторонам а, Ь, с построим пло­
ский треугольник А 1В 1С 1 (рт,,,.с. 40), углы сферического треугольника обозначим 
соответственно через А, В, С , а углы плоского - через А 1 , В 1 , С 1 • Поставим 
задачу найти разности углов А-А 1 , В-В 1 , С-С 1 • Зная эти разности, 
можем от сферических треугольников переходить к плоским, имеющим такие же 
значения длин сторон, и, таким образом, производить решение ~еугольников, 
применяя формулы прямолинейной тригонометрии. 

Обозначим через R радиус шара, на котором построен сферический тре­
угольник. Тогда, применив формулу косинуса стороны для сферического тре­
угольника А ВС, напишем 

а h. с+. h. с А co~R = cos 11 cosн sшRsшRcos , 

* Это будет видно в последующем, при изложении сведений о решении больших тре­
уrольюшов; вывод о величине и пренебреrаемости различий, при уназанных размерах тре­
угольников, между сторонами сферичесних и сфероидичесних треугольнинов можно видеть 
из формул теории изображения эллипсоида на шаре, например, теории Гаусса - см. § 28. 
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:8 5 

откуда 

а Ь с 
COSR - cos R cos R 

cos А = --------­. ь . с 
SШR SШR 

(20.1) 

а Ь с 
Пренебрегая пятыми степенями малых величин R' R и "jft формулу (20.1) 

переписываем в виде 

или 

а2 а4 ( ь2 Ь4 ) ( с2 с4 ) 1 2R2 + 24R4 1 '.Ш2 + 24R4 1 2R2 + 24R4 

cos А - ( ь ьз ) ( с cJ ) 
R- 6R3 R- 6R3 

в в, 

А 
ь 

Рис. 39 Рис. 40 

С принятой точностью имеем 

-а2 a-i Ь 2 Ь4 с'!. с4 ь2с2 

2R2 + 24R4 + 2R2 24R4 + 2R2 . 24R4 4R4 
cos А = ----------------------

ьс ( ь2+с2 ) 
Гf.2 1 6R2 

_ ь2+с2-а2 а4-Ь4-с4-6Ь2с2 ~-+с2 ( ь2+с2-а2) 
cos А - 2Ьс + 24R2bc + 6R 2 2Ьс • 

После перемножения и приведения подобных членов получим 

А- ь2+с2-а2 + а4+Ь4+с4-2а2Ь2-2а2с2-2Ь2с2 
COS - 2Ьс 24R 2bc · 

Для плоского треугольника А 1В 1 С 1 имеем 

а2 = Ь2 + с2 --- 2Ьс cos А 1 , 
откуда 

А _ ь2+с2-а2 
cos I - 2Ьс 

и 

• 2 А _ i 2 А _ 4ь2с2 - (Ь2 + с2 - а2)2 
s1n 1 - -cos 1 - 4ь 2 с2 , 

-а4 -Ь4-с4 + 2а2Ь2 + 2а2с2 + 2Ь2с2 
sjn2 А1 -- 4ь2с2 

(20.2) 

(20.3) 

(20.4) 
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Принимая во внимание выражения (20.3) и (20.4), переписываем формулу 
(20.2) 

4 
Ьс sin2 А 1 

или 

cos ~ = cosA 1 - 6R 2 , 

uc sin2 А1 cosA-cosA1 == - - ----, 6R2 

_
2 

. А-А1 • А+А 1 _ bcsin2A 1 
SШ 2 Slll 2 - - 6R2 • 

Разность А-А 1 - малая величина, поэтому можно положить: 

. А-А1 А-А1 
sш--2- = 2 

. А+А1 . А 
SШ -Т-- = Slll 1 

На основании (20.5) получаем 
А-А = bcsinA 1 

1 6R2 

Площадь Р треугольника А 1В 1С 1 может быть выражена формулой 

P=bcsinA 1 
2 , 

поэтому 

Аналогично предыдущему 

(В- В1)" = 
3
~ 2 р"; (С- С1)" = :Н. 2 р". 

(20.5) 

(20.6) 

(20. 7) 

(20.8) 

Складывая почленно три последних уравнения и принимая во внимание, 

что А 1 + В 1 + С 1 = 180°, получаем 

(А +В+ С) = 180' 

Так как сумма углов сферического треугольника (А + В + С) равна 
180° + е, где е - сферический избыток треугольника, то 

"'"=_!__р" 
с, R2 • 

Искомые значения углов плоского треугольнюш в окончательном виде 

выразятся простыми формулами: 
8 ) 

А1сс=А-з 1 

где 

или 

7@ 

В1 =В-; f' 
C1 =c-;J 

,, Р " bcsinA1 ,, 
8 = Jf2P = 2н2 р 

ь2 sin А1 sin С1 р" 
е"=-----....;.. sin В1 • 2R2 

(20. g) 

}· (20.10) 



Обозначая 
р" 

2R2 = J, 

выражение для сферического избытка в" напишется 

,, _ 2jP- fb . А -f Ь 2 sjn А1 sin С1 
В - - С Slll . 1 - . • 

sшJJ 1 
(20.1()'7) 

Значение f берется из таблиц по аргументу широты (табл. 4); при вычисле­
нии сферического избытка е с использованием указанных таблиц значений f 
длины сторон треугольников выражаются в десятых долях километра. 

Таблица 4 

/3 /3 

30° 0,00 25 44 50° 0,00 25 32 
31 2543 51 25 32 
32 2543 52 25 31 
33 2542 53 2530 
34 2542 54 25 30 
35 25 41 55 25 29 
36 2540 56 25 29 
37 2540 57 25 28 
38 25 3~ 58 25 28 
39 25 39 59 25 27 
40 0,00 25 38 60 0,00 25 27 
41 25 37 61 25 26 
42 25 37 62 25 26 
43 25 36 63 2525 
44 25 36 64 25 25 
45 25 35 65 2524 
46 25 35 66 2524 
47 2534 67 25 23 
48 25 33 68 25 23 
49 25 33 69 25 22 
50° о.со 25 32 70° 0,00 25 22 

Формулы (20.9) и выражают теорему Лежандра для малых сферических 
треугольников. Если стороны плоского и сферического треугольников соответ­
ственно равны, то углы плоского треугольника равны углам сферического 
треугольника, уменьшенным на одну треть сферического избытка. Углы А 1 , 

В 1 , С 1 называются пл о с к им и пр и веденным и у r лам и. Если 
удерживать при выводе малые величины четвертого порядка, то разности между 

сферическими и плоскими приведенными углами выразятся формулами: 

s" s" ) 
А 1 -А = - - - --(m2-a2) ' 3 60R2 

е," s" ' i В1-В=------(т2 -Ь"') , 
3 60R2 
в" в" 

С1-С= -т- 60R2 (т2-с2) j 

(20.11) 

rде 

71 

·i 
'1 



Вывод этих формул см. в работе [31 ]. 
При сторонах треугольника длиной около 200 км максимальное значение 

члена lI0~1...: (т2 - а2) будет меньше 0,001 "; в равносторонних треугольниках 
значение этого члена будет равно нулю. Таким образом, при решении треуголь­
ников, стороны которых не превышают 200 км, этим членом можно пренебречь. 

Лишь при длинах сторон треугольников свыше 200 км следует учитывать 
второй член формул (20.11). Но в этом случае нельзя считать треугольники 
сферическими, а необходимо учитывать их сфероидичность, т. е. вводить попра­
вочные члены, выражающие различие между углами сфероидического и сфери­
чесного треугольников, имеющих соответственно равные стороны. 

Формулы для вычислений этих сфероидических поправок, которые м:ы 
приводим без вывода, для углов А, В, С сфероидического треугольника имеют 
вид: 

rде 

1 
пл=--· 

R2 ' 
А 

8
11 пл-п ) 

--тг-п--

1 
nв =--· 

R2 ' 
в 

1 
пс=--, 

н~ 

(20.12) 

пл, nв и пс - Гауссова кривизна вершин треугольника АВС. 
8 пА-п 

Числовое значение поправок 
12 

-:
3
- при сторонах треугольников около 

200 км менее 0,001 ", поэтому при вычислении триангуляции эти поправки 
в углы треугольников не вводятся. Треугольники триангуляции рассматри­
ваются как сферические с радиусом, равным среднему радиусу кривизны той 
части эллипсоида, на которой расположена триангуляция. 

В особых случаях может, однако, возникнуть необходимость учета попра­
вок за сфероидичность треугольников. Если А, В, С - углы сфероидическоrо 
треугольника, а А 1 , В 1 , С 1 - углы плоского треугольника, имеющего стороны, 
соответственно равные сторонам сфероидического треугольника АВС, то переход 
к плоским приведенным углам совершается по формулам: 

ё," 1:,"п 1:," пл -п 
А1=А-з---ш(т2-а2)-12 п 

1:," 1:," п 1:," п в - п 
В =В----(т2-Ь2)-----

1 3 60 12 п (20.13) 

8" 1:,"п 1:," пс - п 
С1=С-т-оо(т2 __ с2)-12 п 

Таким образом, если возникает необходимость учитывать второй поправоч­
ный член теоремы Лежандра, то надо рассматривать треугольники как сферо-
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идические. Суммарное значение обеих поправок меньше 0,001 ", если стороны 
треугольника не превосходят 200 км. 

Более точная формула для сферического избытка треугольников имеет вид 

8 ,, = Ьс sin А 1 р" ( 1 + ~) (20.14) 
2R2 8R2 • 

При уравнивании триангуляции 1 класса углы треугольников вычисляют, 
удерживая тысячные доли секунды. Отсюда следует, что ошибка в определении 
сферического избытка не должна превосходить величины порядка 0,0005". 

Рассмотрим, при каких размерах сторон треугольников можно при вычис­
лениях пренебрегать вторым членом в формуле для в". Если взять равносторон­
ний треугольник со сторонами 90 км, то числовое значение поправочного члена 
Ьс sin А1 "m2 

" т'!. б О,ООО5 ". С zн 2 Р sн 2 = в SR 2 удет ледовательно, при вычислении 

u т2 
сферического избытка следует учитывать поправочныи член в SR

2 
в том слу-

чае, если стороны треугольников больше 90 км. Поскольку стороны треуголь­
ника триангуляции 1 класса обычно не превосходят 90 км, то вычисления сфери­
ческого избытка практически почти всегда следует вести без учета второго 
члена, т. е. 

,, bcsinA1 ,, 
8 = 2R2 р . (20.1.5) 

В последней формуле А 1 - приведенный плоский угол. 
Рассмотрим, в каких случаях можно пренебрегать при вычислении сфери­

ческого избытка различием между углами А и А 1 . Погрешность в в вследствие 
ошибки в А выразится формулой 

л "- bccos А р" ЛА =в"ctgA ЛА. 
8 - 2R2 

в" 
Очевидно, ЛА = Зр", поэтому 

" е"2 ctg А 
Лв = Зr" • 

Ставя по-прежнему условие Лв" < 0,0005" и полагая, что ctg А = 1, 
находим 

в''2 -= Лв" • Зр" = 300, 

Следовательно, при величине сферического избытка меньше 17 ", что соот­
ветствует при равносторонней форме треугольников длинам сторон около 90 км, 
различием между А и А 1 в формуле (20.15) можно пренебрегать и сферический 
избыток вычислить по формуле 

,, bcsinA ,, 
е = 2R2 р. 

Если стороны треугольников близки или больше 90 км, то в" следует вы­
числять двумя приближениями: сначала получить приближенное значение 
сферического избытка и по нему вычислить приближенное значение приведен­
воrо плоского угла 
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С этим приближенным значением угла А~ сферический избыток вычисляется 
по формуле 

Ьс sin А~ ( т2 ) 811 = 2R2 р" f + 8R2 • 

При логарифмическом вычислении сферического избытка вели-

чину lg 
2
~

2 
= lg f выбирают из специальной таблички ( см. <<Таблицы для 

вычисления геодезических координат>>. М., Геодезиздат, 1953). С этим обозна­
чением формула для вычисления сферического избытка примет вид 

в"= fbc sin А. 

При решении треугольников триангуляции 2 класса и ниже необходимость 
учета поправочных членов как в теореме Лежандра, так и при вычислении Е 
отпадает. 

Для общей ориентировки приводим числовые значения сферических избыт­
ков при различных длинах сторон (для равносторонних треугольников): 

s км 
5 

10 
20 
30 
60 

Е~ 0,07", 
Е ~ 0,25", 
Е~1", 
Е~ 2", 
Е ~ 8". 

Сферический избыток треугольников вычисляют при помощи четырех­
значных или пятизначных таблиц логарифмов, обычно одновременно с предва­
рительным решением треугольников. 

В табл. 5 приведен пример решения малого сферического треугольника 
по теореме Лежандра. 

Таблица 5 

Bm=48°12' 

Углы Углы 
Синусы 

Стороны Вер- е углов Вычисление сферического 
шины сферического --3- плоского плоского сферического избытка е 

треугольника треугольника треугольника треугольника 

Dп= 50 636,714 

в 62° 12'45, 11" -1,36 62°12'43,75" 0,8846 7988 44 797,282 f 0,002 533 
А 50 20 19, 98 -1,36 50 20 18,62 0,7698 2866 38 981,594 ь2 2007,04 
с 67 26 59, 00 -1,37 67 26 57,63 0,9235 4082 46 765,073 sinA 0,769 831 

sin С 0,923 542 
-- sin А sin С 0.710971 

180 00 04, 09 180 00 00,00 
ь2 sinA sin С 1426,95 

sinB 0,884 681 
Dт 1612,95 
ё," 4,086" 

Этот пример, как и последующие три примера на решение сферических 
треугольников, взяты с некоторыми сокращениями и изменениями из [10]. 

Нетрудно установить порядок применения теоремы Лежандра к решению 
сферических треугольников по трем его сторонам. Очевидно, в этом случае 
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эrrc 

реуrольниRи сначала надо решать RaR плоские, принимая стороны сферичесRих 
треугольников прямолинейными, а к вычисленным таким образом углам 

8 
треугольников прибавлять поправки, равные 3 . 

В этом случае формулы для вычислений будут следующие: 

t А1 _ Р ) 
g 2 - р (р -;;J 

t В1 р 
g-2- = р (р-Ь) 

t С1 _ Р 
g-2- - р (р-с) 

где 

1 
р =т(а+ ь + с). 

Р = V р~р- а)(р- Ь) (р-- с) 

- площадь треугольника АБС, 

8 
В=В1+3 

С= С1 +; 
Формула для вычисления сферического избытка: 

в"= 2jP. 

(20.16) 

(2Л.17) 

(20.18) 

(20.19) 

При соответствующих длинах сторон треугольников и точности измерений 
должны учитываться сфероидические поправки, приведенные в формулах 
(20.13), а сферический избыток - по формуле (20.14). 

:Е = :s: s 
~ 
l:Q 

в 
А 
с 

2р 
р 

Пример на решение треугольника по стпронам приведен в табл. 6. 

1 

1 
:Е ,.Q =i=: (р- Ь) 
с8 p-s Р (р - s) 

1 

~;>,~ (р -с) 
СФ :i:; 
E-<~:S: 
Oe,,.:t 

44 797,28 20 474,69 1336,423 486,553 
38 981,59 26 290,38 1716,025 378,923 
46 765,07 18 506,90 1207,982 538,287 

130 543,94, 65 271,97 р2= 650 241 
65 271,97 Р=806,375 

2/ = 0,00506 
8

11 :=4,08'' 

tg..!_ 
2 Углы 

ta~ плоеного 

треугольни:ка ь 2 
В1. А1, С1 

tgJ:'... 
2 

1 0,6033 8307 62°12' 43,70" 
О 4699 0866 50 20 18, 51 
о:6675 3893 67 26 57, 50 

1 

Таблица 6 

Углы 
8 сферичес:ког 

:Г треугольпин 

В,А, С 

1,36162°12'45,ОС;'' 
1,36 50 20 19, 8 7 
1,36167 26 58, 86 
4,08" 

о 

а 

Рассмотрим решение треугольников, образованных хордами :между пунк­
тами, расположенными на поверхности эллипсоида. 
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Обозначим по-прежнему через А, В и С углы треугольника, вершины 

которого лежат на поверхности эллипсоида, через а-; Ь~ с - длины хорд между 
вершинами и через R - средний радиус кривизны в области расположения 
треугольника, принимаемого sa сферический. 

Имеем: 
- . а - . Ь 
а = 2R sш 2R ; Ь == 2R s1 n 2R (20.20) 

и 

. а { sin; sin (л - ; ) )' 
SШ-= 

2R sin lJ sinC } . 

ь { sin !:... sin (в-!:...) 1 
SШ-= 2 2 J 

2R sin А sin С 

(20.21) 

Из сравнения формул (20.20) с учетом (20.21) получим: 

_ _ / sin В sin ( В - ; ) 
b=al/ ---. r sinA sin (А-;) 

(20.22) 

Далее 

V si п В sin ( В - Т) = V sin В ( sin В cos ~ - cos В sin ~ ) = 

= ·v sin2 В ( 1 - ~ ctg В) = sin В ( 1 - ~ ctg В ) = sin ( В - l ) (20.23) 

и аналогично 

V sin А sin ( А ~ ~ ) = sin ( А - : ) . (20.24) 

При этом при разложении функций в ряд мы ограничивались его первым 
членом. 

Принимая во внимание (20.22), (20.23) и (20.24), окончательно напишем 

sin ( В - ~) 
ь=a------

sin (А-:) 

sin (с-:) 
C=a------

sin (А-:) 

(20.25) 

Полученные формулы позволяют решать треугольники с достаточной точ­
ностью со сторонами до 100 км. 

Для практических вычислений формулы (20.20) представим в следующем 
виде: 

- . а ( а а3 ) аз 
a= 2R sш 2R = 2R 2R - 48R3 = а- :!.4R 2 • (20.26) 
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цр, 

По-прежнему вводя обозначение 

(20.27) 

получим: 

a=a-0,25ka3 
) 

b=b-0,25kb3 , 

с= с- 0,25kc3 

(20.28) 

~де k = 409 .10- 11 (при таком значении k длины сторон выражаются в десятых 
долях километра). 

Из изложенного вытекает порядок вычислений: 

1. Вычисление углов ( В - : ) , ( А - : ) , ( С - : ) . 
2. Переход от длины исходной стороны к соответствующей ей хорде по 

формуле (20.28). 
3. Вычисление искомых длин хорд треугольника по формулам (20.25). 
Прииер на решение сферического треугольника 

по хордам*. 
Данные для вычислений взяты из примера на решение треугольника по 

способу Лежандра, исходная сторона АС = Ь. 
Ре m е ни е: 
1. Вычисление углов: 

е 
В-4, 

f 
А -4, с-:. 

Сферические углы 
е 

Исправленные углы --4-

В 62°12'45,Н" -1,022" 62°12'44,088" 
А 502019, 98 -1,022 50 20 18,958 
С 67 26 59, оО -1,022 67 26 57,978 

180 00 04, 09 -3,066 180 ею 01.024 

2. Вычисление исходной стороны Ь хордового треугольника 

Ь= Ь-О,25k· Ь8 

(0,25k = 102 • 10-11) 

Ьо 
ь2 

ьз 

О,25~. ьз 

ь 

* Пример заимствован из [10]. 

44 797,282 
20 070 

899 136 
0,092 м 

44 797,190 
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3. Вычисление сторон а и ё. 

а = Ъ sin ( А - : ) , 
sin (В-:) 

ь . ( re::) C=------Slll с- 4 , 
sin (В-:) 

ь 44i797, 190 
/ 8 ) sin \В-4 0,8846 8064 

sin (л-+) 0,7698 2971 

sln (с-+) 0,9235 4147 

ь: sin (в-+) 50 636, 566 

а .38 981,533 

с 46 764, 968~ 

Контрольные вычисления 

ь . . (в е ) 50 636, 566 
.sш -т 

а: sin (А-+) 

с: sin (с-+) 

50 636, 566 

50 636, 565 

§ 21. Решение треугольников по способу аддитаментов 

.При решении треугольников по теореме Лежандра, рассмотренной выше, 
поправки за сферичность для применения формул плоской тригонометрии 
вводились в углы; возможно использование и сферических углов, но с введе­
нием поправок - а д д и т а м е н т о в - в стороны. Изложим этот способ. 

Сохраняя прежние обозначения, для сферического треугольника АВС 
имеем: 

• Ь • а sin В (21 1) 
sш R = sш R sin А · • · 

р . Ь • а 
аскладывая sш R и sш R в ряд и ограничиваясь по-прежнему первыми 

двумя членами разложения, получим 
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1 ( 1 - 6~2 ) = t ( al- 6~2 ) ::: 1 • 
Введем обозначения 

аз 
А =--=ka3• a-ka3 =a~· а 6R2 , , 

ь~ - а' sin в 
- sinA ' 

(21.2) 

(2.1.3) 



et 

тогда 

Ь= a'sl~n: ( 1+ 6~ 2 ) = ь~ ( 1+ 6~ 2 ) = ь··+ :~: . 
Обозначая аналогично 

_ ьз _ З 
Аь- uIO· - kb, 

напишем окончательно 

Ь=Ъ~+Аь. 

Для стороны с соответствующие формулы будут: 

с" ___ а' sinB 
- sin А ' 

А _ сЗ _ З 
с- uR2 - kc' 

С= r! +Ас. 

Величина А s называется аддитаментом стороны s. 

(21А) 

(21.5) 

(21.6) 

(21.7) 

С целью упрощения вычислений следует пользоваться таблицей аддита­
ментов. 

Значение k для территории СССР можно считать равным 

1 
k =-6- = 409.10-11• R2 (21.8) 

При этой размерности k стороны треугольников должны быть выра,юшы 
в десятых долях километра. 

Рис. 41 

Порядок вычислений при применении способа аддитаментов будет сле­
дующий: 

1. Из исходной стороны а вычитается ее аддитамент А а и таким образом 
вычисляется а'; 

2. С полученным: значением а' треугольник решается как плоский с исполь­
зованием сферических углов, т. е. вычисляются Ь', с'; 

3. Полученные значения Ь', с' исправляют аддитаментами Аь и Ас и полу­
чают искомые значения сторон треугольника. 

Очевидно, при вычислении длин сторон вдоль триангуляционного ряда 
(рис. 41) достаточно исправить исходную сторону а аддитаментом Аа, далее 
с этим значением а' решить все треугольники как плоские при помощи сфери­
ческих углов и затем: исправить вычисленные значения сторон их адди­
таментами. 
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Пример на решение треугольника по способу аддитаментов приведен 
в табл. 7 *. 

Табл п'ц а 7 

Вер- Углы Синусы углов Приближенные Аддита- Стороны 

шины 
сферичесного сферичесного стороны менты сферичесного 
треугольнина треугольнина а', Ь', с' As треугольника 

А 50°20' 19,98" 0,7698 3287 38 981, 350 0.243 38 981, 593 
в 6212 45,11 0,88468295 44 796, 914 0,368 44 797. 282 
с 67 26 59,00 0,9235 4337 46 764,654 0,419 ·46 7G5, 073 

Способ аддитаментов применим для решения треугольников со сторонами 
примерно до 100 км. 



Гл а в а IV 

ВЫЧИСЛЕНИЕ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ ШИРОТ, 

ДОЛГОТ И АЗИМУТОВ 

§ 22. Общие · сведения 

Конечная цель основных геодезических работ - определение координат 
rеодезических пунктов. Так как в геодезических вычислениях фигура Земли 
принимается за эллипсоид вращения, то, следовательно, задача сводится к вы­

числению координат отдельных точек поверхности эллипсоида вращения. Поло­
жение геодезических пунктов может быть определено в различных системя.х 
координат; каждой системе координат соответствуют 
свои методы и формулы вычислений. 

В этой главе рассмотрены методы вычисления гео­
дезических координат, т. е. геодезических широт, долгот 

и азимутов. 

Характерная особенность геодезических измерений 
за~лючается в том, что они доставляют данные, опреде­

ляющие о т н о с и т е л ь н о е взаимное положение гео­

дезических пунктов. Так, в результате развития сетей 
триангуляции, проложения ходов точной полигонометрии 
(независимо от примененных методов измерений) получа­
ются расстояния между геодезическими пунктами, углы 

фигур, образованных этими пунктами, но из одних только 
геодезических измерений не может быть определено по­
ложение геодезических пунктов на земном эллипсоиде в 

виде их координат в какой-либо системе. Для вычисле­
ния геодезических координат какой-либо системы пунк­
тов должны быть заданы или определены необходимые 
исходные данные, устанавливающие положение этой си­

о 

Рис. 42 

стемы пунктов на эллипсоиде и ее ориентировку относительно параметрических 

линий меридианов и параллелей. 
В качестве исходных данных, необходимых для вычисления геодезических 

координат пунктов, должно быть задано положение на поверхности эллипсоида 
двух каких-либо пунктов данной сети. Положение этих двух пунктов может 
быть задано: а) геодезическими координатами одного пункта, рассто~нием 
и азимутом на второй пункт или б) rеодезичаскими координатами обоих 
пунктов., 

В первом случае даны геодезические координаты В 1 и L 1 для пункта А 
(рис. 42), азимут А 1 . 2 геодезической линии АВ и расстояние s 1 . 2 между пунк­
тами А и В; требуется определить широту В 2 и долготу L 2 точки В и обратный 
азимут А 2 . 1 с точки В на точку А. 

Такая задача называется п р я м о й г е о д е з и ч е с к о й з а д а ч е й. 
Вычисление координат пунктов триангуляционного ряда (сети или поли­

гонометрического хода) заключается в последовательном решении прямой 
геодезической задачи по некоторой ходовой линии геодезического ряда; npF 
каждом решении такой задачи по данной стороне искомые коордиюны и ази­
муты предыдущей задачи становятся исходными для решения задачи по данной 
стороне. 

Во втором случае, когда по данным геодезическим координатам пунктов А 
и. В вычисляют расстояние :м:ежпv этими пунктами, прямой и обратный i:iЗимуты 
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линии А - В. Такая задача называется об р ат но й г е о де з и ч е с к о й з а -
дачей. Так, например, после уравнивания отдельных звеньев триангуляции 
1 класса для полигонального уравнивания необходимо вычислять длины, 
прямой и обратный азимут геодезической линии, соединяющей конечные точки 
звена. В этом случае решается обратная геодезическая задача. 

Прямую и обратную геодезические задачи называют гл а в н ы ми г е о -
д е з и ч е с к и м и 3 а д а ч а м и. 

Приведенное выше описание главных геодезических задач дано примени­
тельно к случаю вычисления геодезических координат пунктов государственной 

геодезической сети. 
Этот случай характерен тем, что вычисление геодезических координат 

приходится вести на расстояния, не превышающие, как правило, 30-40 км, 
а требуемая точность вычисления координат достаточно высока. Иногда возни­
кает необходимость вычисления прямой и обратной геодезических задач при 
расстояниях между пунктами в несколько сот, а в ряде случаев и в несколь:ко 

тысяч :километров. Необходимость решения таких задач возникает в различных 
целях. Например, при передаче координат на другие континенты при изучении 
их движения. Разнообразие в расстояниях, по которым возникает необходи­
мость решения главных геодезических задач, различные требования к точности 
не позволяют рекомендовать какой-либо единый метод и единые формулы. 
Поэтому, в зависимости от указанных условий, целесообразно применЯ')_'Ь 
различные методы и формулы решения задач. 

У словно расстояния можно подразделить на четыре группы: 
1. :Малые расстояния - до 30-45 км. 
2. Средние расстояния - до 600 км. 
3. Большие расстояния - до 5000 км. 
4. Очень большие расстояния - до 19 ООО км. 
R первой группе расстояний относятся длины сторон триангуляции 

1 класса. 
Геодезичес:кие сети 2 класса и ниже в СССР обычно вычисляют 

на плос:кости в принятой проекции Гаусса - Крюгера; в этом случае 
вычисляют прямоугольные плос:кие координаты. Когда речь идет о расчетах 
в пределах небольших расстояний и площадей, то, конечно, наиболее целесо­
образно использовать геодезические данные в прямоугольной системе коорди­
нат. Но когда геодезичес:кие вычисления должны быть выполнены между точ­
:ками земной поверхности, расположенными на значительных расстояниях, 
то здесь в полной мере проявляются преимущества и достоинства системы 
геодезичес:ких координат, как единой для всей Земли и отнесенной непосред­
ственно к ее поверхности. 

Вот почему обязательно для инженера-геодезиста знать пути и методы 
решения прямой и обратной задач в системе геодезичес1шх :координат при раз­
ных расстояниях, если он хочет быть подготовленным для ответа на определен­
ный круг вопросов теории высшей геодезии и ее практического применения. 

§ 23. Общие соображения о решении прямой и обратной геодезических задач 

Существует два основных пути решения прямой и обратной геодезических 
задач, называемых прямым, или непосредственным путем решения геодезиче­

ской задачи и косвенным путем решения задачи. 

П р я м о й, или непосредственный путь решения главной геодезической 
задачи заключается в решении сфероидическоrо треугольника АРВ (рис. 43). 
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В этом случае известны две стороны - АР = 90° - В 1 , АВ = s и угол между 
ними А 1 _ 2 • Из решения треугольника непосредственно определяются три 
остальных элемента, являющиеся искомыми, - ВР = 90° - В 2 , т. е. ши­
рота В 2 ; (360° -А 2 •1), т. е. обратный азимут А 2 _ 1 , и Z - разность долгот пунк­
тов А и В, по которой легко находится долгота L 2 = L 1 + l. При решении 
обратной геодезической задачи известны следующие три элемента: В 1 , В 2 и Z. 
Из решения треугольника находят углы Р АВ = А 1 . 2 , РВА = 360° - А 2 _ 1 
и сторону АВ = s, т. е. расстояние между заданными пунктами. 

Таким образом, для прямого пути решения главной геодезической задачи 
характерно непосредственное определение элементов треугольника АВР, явля­
ющихся искомыми величинами. 

R о с в е н н ы й п у т ь решения главной геодезической задачи заклю­
чается в выводе разностей широт, долгот и азимутов данного и определяемого, 
пунктов. 

Следовательно, для косвенного пути решения задачи характерен вывод 
разностей искомых и данных величин, т. е. (В 2 - В 1), (L 2 - L 1) и 
(А 2 _ 1 - А 1 _ 2 ±180°), после чего определяемые геодезические координаты 
получаются из выражений: 

В2=В1 + (В2-В1), 
L2 ::::11 L1 + (L2- L1), 

А 2 . 1 = А 1 •2 ± 18()8 + (А2.1-А 1•2). 

Формулы для решения обратной геодезической задачи обычно получаютсm 
из формул для решения прямой задачи путем соответствующих математических 
преобразований, поэтому в посJ.1едующих параграфах вни-
мание будет сосредоточено на рассмотрении различных ме- Р 
тодов решения прямой геодезической задачи. Для решения 
же обратной задачи будут даны с соответствующим обосно­
ванием только наиболее употребительные формулы. 

Возвращаясь к прямому пути решения главной геоде­
зической задачи, необходимо указать, что решение тре­
угольника АР В, как треугольника сфероидического, 
не может быть выполнено в элементарных функциях в 
замкнутой форме. Это, конечно, понятно: стороны упо­
мянутого треугольника, как геодезические линии на 18 L) 

А 1. 1 
п~верхности эллипсоида, выражаются эллиптическими 

интегралами, не поддающимися интегрированию в эле- Рис. 43 
ментарных функциях. Поэтому при решении глав-
ной геодезической задачи с применением прямого 
пути поступают следующим образом: от сфероидического треугольника АР В 
переходят к треугольнику некоторой вспомогательной сферы и устанавливают 
одновременно аналитическую или геометрическую связь между элементами 
обоих треугольников. Этот методический прием решения задачи прямым путем, 
конечно, может считаться достаточно целесообразным и обоснованным для 
соответствующих случаев, если учесть, что земной эллипсоид имеет сравни-

тельно малое сжатие а ~ 
3
~
0

, вследствие чего при удачном выборе способа 
перехода на сферу различие в элементах обоих треугольников при не очень 
больших расстояниях будет незначительно и легко учитываемо. 
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После перехода от эллипсоидального треугольника к сферическому опре­
деляют все элементы последнего, затем, пользуясь теми же законами связи 

е.фероидическоrо и сферического треугольников, осуществляют обратный пере­
ход на сфероид, т. е. определяют элементы сфероидическоrо треугольника, 
являющиеся искомыми, в прямой геодезической задаче: широта второго пункта, 
разность долгот обоих пунктов и обратный азимут. 

Во всех способах прямого пути решения главной геодезической задачи 
сферическая поверхность используется как промежуточная инстанция; она 
может быть использована и при выводе формул, и в процессе практических 
вычислений. Решение треугольника на сфере производят по замкнутым форму­
.лам; переход же от элементов сфероидическоrо треугольника к сферическому 
и обратно - по разомкнутым формулам. 

Остановимся в общих чертах на принципиальной стороне рассматриваемой 
.задачи. 

В § 13 получены дифференциальные уравнения 

dB = ~ cos А 
ds с 

dl V В . А 
-d = - sec s1n s с 

dA V t В . 4 -d- =- g s1n~ s с 

) 
1 

1 
} . 

J 

(23.1) 

Поrле интегрирования _уравнений (23.1) вдоль отрезка s между точками 1 
и 2 получим 

s 

В.,=В + -cosA ds S 
vз 

~ .. с 

о 

s 

L2 = L1 + i : sec В sin А ds 
о 

s 

) 

1 
1 

А 2 _ 1 = А 1 . 2 ± 180° + S ~ tg В sin А ds 
о , 

(23.2) 

Формулы (23.2) дают в общем виде решение прямой геодезической задачи. 
Однако в общем виде уравнения (23.2) проинтегрировать нельзя, так как подын­
тегральная функция зависит от аргументов А и В, выразить н.оторые в функ­
ции переменной интегрирования s в замкнутом виде не представляется возмож­
ным; сложность задачи увеличивается также и вследствие того, что функции V 
и с зависят и от эксцентриситета е. 

Поэтому неизбежным становится использование рядов или применение 
описанного выше приема с переносом элементов сфероидическоrо треугольника 
на сферу, решением задачи на ней и обратным переходом на поверхность эллип­
соида. Заметим попутно, что при переходе на сферу стороны сфероидических 
треугольников должны изображаться дугами больших кругов; в этом случае 
решение задачи на сфере производится по элементарным формулам сферической 
тригонометрии. 

Возвращаясь к использованию рядов для решения геодезической задачи, 
-отметим следующее. При интегрировании уравнений (23.2) возможно разложе­
ние в ряды по возрастающим степеням s или е2 • При сравнительно малых рас-
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стояниях по сравнению с радиусом Земли (25-50 км, но не свыше 400 км) 
выгоднее использовать ряды по степеням s; в этом случае будет иметь мест<;> 
хорошая сходимость членов рядов. При больших расстояниях, вследствие 
слабой сходимости рядов, разложение по возрастающим степеням s практи-

чески непригодно. При; > 1 ряды расходятся. В этом случае при интегриро­
вании уравнений (23.2) используется разложение по степеням е2 • 

При решении геодезической задачи на сравнительно малые расстояния 
целесообразно применять косвенный путь решения задачи и использовать ряды 
по возрастающим степеням s. 

Пусть даны координаты начальной точки А (В 1 , L 1) и азимут А 1 . 2 эле­
мента геодезической линии ds, тогда искомые координаты конечной точки гео­
дезической линии и азимут ее, т. е. В 2 , L 2 , А 2 _ 1 , будут функцией от s. Сле­
довательно, 

B2=/1 (s) } 
L2=/2(s) , 

А2.1 = fз (s) 
(23.3) 

-~ 

В1 = /1 (О) } 
L1 = /2 (О) . 

А1.2 = /з (О) 

причем 

(23.4) 

Применив строку Маклорена и принимая во внимание (23.1) и (23.2), будем 
иметь: 

1 

А,.1 \.:~ ~8~:; ){ ~~+/,: l ~:i ; ; d: l d;~; ,; ; · · · t · (23.5) 

Первые производные выражаются уравнениями (23.1), которые перепи­
шем так: 

dB = ~cosA = cosA ) 
ds с М 

.!!!:.. = ~ secB sin А= sin А (23.6) 
ds с · N cosB 

dA V t В . А sin А tg В 
ds=cg sш = N 

Вторые производные получатся путем дифференцирования выражений 
(23.6). При этом не будем принимать во внимание сфероидичность Земли, т. е. 
при:ме:м радиусы кривизны N и М постоянными, что допустимо при s ~ 30 км. 
Будем иметь 

:t· 

d2B sin2•A В 
ds2 = - --MN tg 

·d2l 
ds2 

tg В secB sin2A 
MN 

d2A sin А cos А (1 +2 tg2 В) 
ds2 = MN 

(23.7) 
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Из выражений (23.5} легко усматривается, что чем меньше s, тем лучшую 
сходимость имеют ряды, и, следовательно, можно ограничиться меньшим ч~с­

лом членов при сохранении одного и того же значения остатка, т. е. с сохране­

нием одинаковой точности вычислений. 
Полученные формулы непригодны по точности для сторон триангуляции 

1 класса, которые могут превосходить указанное предельное значение s = 
= 30 км. Необходимо, в зависимости от длин сторон, учитывать третий и после­
дующие члены, принимать во внимание непостоянство Ми N и зависимость их 
значений от широты; естественно, учет отмеченных обстоятельств приводит 
при использовании рядов (23.5) к сравнительно громоздким и сложным для 
практических вычислений формулам. 

Существуют способы и приемы использования рядов по возрастающим 
степеням s, которые упрощают формулы, а следовательно, и вычисления, обес­
печивая достаточную точность решения геодезической задачи для предельных 
сторон треугольников 1 клисса и даже более. 

Рассмотрим далее три способа. 
1. Формулы, основанные на использовании средней широты и среднего 

азимута стороны, по которой решается геодезическая задача. Вычисление 
производных при среднем значении аргументов позволяет улучшить сходимость 

членов ряда вследствие исключения членов ряда с четными степенями. 

2. Формулы для решения задачи по так называемому способу вспомога­
тельной точки. Сущность способа заключается в том, что искомая разность 
координат определяемой и данной точек вычисляется не непосредственно, 
а через целесообразно выбранную вспомогательную точку, в результате чего 
отдельные члены разложения становятся малыми, а погрешности их пренебре­
гаемыми. 

3. Метод решения задачи, основанный на использовании вспомогательной 
сферы. 

В этом способе треугольник АРВ (см. рис. 43) изображается на сфере 
по определенному закону и по известным данным геодезической задачи. 

После решения полученного сферического треугольника осуществляется 
обратный переход со сферы на сфероид, но, в отличие от прямого пути решения 
задачи, треугольник на сфере решается по особым формулам, позволяющим 
находить разности элементов этого треугольника (а не сами элементы, как 
при прямом пути решения задачи). Переход со сферы на сфероид осуществляется 
также путем переноса разностей его элементов, являющихся искомыми разно­
стями широт, долгот и азимутов. В этом состоит принципиальное отличие этого 
метода косвенного пути решения задачи от прямого. Легко понять, что чем 
меньше разности координат между вычисляемыми пунктами, тем меньше редук­

ции для перевода этих разностей с эллипсоида на сферу и обратно и тем ббль­
шие могут быть допущены упрощения соответствующих формул. На основании 
этих общих соображений приходим к выводу, что указанный метод решения 
главной геодезической задачи целесообразно применять при сравнительно 
незначительных расстояниях между пунктами. 

Конечно, законов изображения сфероидического треугольника на сфере 
может быть предложено множество. 

В рассмотренном далее способе использована теория Гауссова конформ­
ного изображения эллипсоида на шаре. 

Несколько отличается метод решения главной геодезической задачи, осно­
ванный на замене сфероидических треугольников соответствующими плоскими, 
образованными из хорд эллипсоида, в результате чего получаются замкнутые 
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формулы, определяющие искомые разности координат и пригодные для реше­

ния задачи при любых расстояниях между пунктами. 
На этот метод обратил внимание М. С. Молоденский. Заметим, что фор­

мулы Молоденского позволяют вести вычисления координат точек физической 
поверхности Земли. Формулы для вычисления координат точек поверхности 
эллипсоида получаются из формул Молоденского как частный случай при 
Н= О. 

§ 24. О точности вычисления геодезических координат 
широт, долгот, азимутов 

1. Общие соображения 

При вычислении геодезических координат должно выполняться условие 

необходимой и достаточной точности вычислений. Для этого следует: 
а) обеспечить уверенное получение в конечных результатах вычислений 

тех долей принятых единиц, которые соответствовали бы исходным данным 
и установленным требованиям; 

б) производить вычисления с удержанием необходимого и достаточного числа 
десятичных знаков (натуральных или логарифмических); при недостаточном 
числе знаков не выполняются требования к точности вычислений, а при избы­
точном числе излишне затрачиваются силы и средства; 

в) применять для вычислений координат методы и формулы, наиболее 
соответствующие условиям поставленной задачи. 

Особо приходится считаться с тем, что для вычислений геодезических 
координат применяются формулы в виде рядов, поэтому необходимо при 
использовании тех или иных формул правильно ограничивать число членов 
этих рядов. 

2. О точности вычисления окончательных значений координат 

Методическая основа расчета необходимой точности вычисления оконча­
тельных значений геодезических координат остается такой же, как в других 
геодезических вычислениях. Она состоит в выполнении условия, чтобы сум­
марные ошибки различных этапов вычислений искомых величин были в 5-
10 раз меньше влияния ошибок исходных данных. Это требование понятно -
точность координат пунктов должна определяться только ошибками исполь­
зуемых исходных данных для вычислений, но отнюдь не должна зависеть от 
недостаточной строгости вычислительных действий. Это условие должно соблю­
даться и при решении обратной геодезической задачи. 

Рассмотрим некоторые типичные случаи. У становим требуемую точность 
вычислений геодезических координат пунктов государственной опорной гео­
дезической сети. Точность вычисления окончательных значений геодезических 
координат должна соответствовать в указанном выше смысле точности полевых 

измерений. Ставя условие, чтобы ошибки вычислений были в 5-10 раз меньше 
влияния ошибок полевых измерений, мы можем считать, что ошибки в коорди­
натах будут зависеть только от ошибок полевых измерений. 

Поскольку вычисление координат пунктов геодезичес1{0Й сети распадается 
на последовательное раздельное решение зя.дач между каждыми двумя смеж­

ными пунктами сети, то достаточно рассмотреть вопрос о точности вычислений 
на примере решения отдельно взятой задачи. В качестве типичного случая 
.рассмотрим равносторонний треугольник триангуляции. 
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Положение третьей вершины такого треугольника относительно двух 
других его вершин определится с линейной ошибкой т, которую для наших 
целей достаточно вычислить по формуле 

,...., 
т = ± " . воо ' р Slll 

где s - длина стороны треугольника, 

µ - средняя квадратическая ошибка иsмеренного угла, 
р" =- 206 265. 
Обоsначая составляющие этой ошибки по осям координат череs тх и ту• 

, :можем написать 
т 

mx=my= -V2. 

Рассчитаем числовые sначения этих ошибок, 
ляции: 

1 класса s = 20-25 км µ= ±0,6" 

2 класса S=7-20 )} µ = ± 1,0 

3 класса S=5-8 » µ = ± 1,5 

приняв точность триангу-

mx= ту~± 6 см, 

mx=my~±6 )} ' 

mx=my~±6 )} . 

Конечно, пункты триангуляции 2 и 3 классов определяются в системе 
плоских прямоугольных координат. Однако приведенный выше расчет поsво­
ляет сделать общий вывод, что порядок влияния ошибок полевых иsмерений 
на взаимное положение пунктов триангуляции одинаков для всех классов, 

поэтому координаты пунктов государственной триангуляции всех классов 
должны вычисляться с одной и той же точностью, т. е. с сохранением одинако­
вого числа знаков. 

Итак, принимая ошибку во взаимном положении смежных пунктов триан­
гуляции по осям координат в 6 см, мы должны потребовать, чтобы ошибки 
вычисления разности широт, долгот исходного и определяемого пунктов нахо­

дились в пределах 0,6-1,О см. 

и " тх ,, ,, ту " в -
мея в виду, что тв = М р и mL= N р sec , или, ,иначе, что длина 

дуги в 1 " большого круга земного шара равна приблизительно 30 м, получаем 
для тх = ту = 1 см 

или для широты В = 56° 
mi = 0,0003" sec В, 

тъ = 0,0005". 

Rак увидим далее, разность координат двух смежных пунктов получается 
как сумма двух-трех слагаемых. Поэтому приходим к выводу, что вычисление 
широт и долгот пунктов триангуляции следует вести с надежным удержанием 

десятитысячных долей секунды; в этом случае вычисление геодезических коор­
динат определяемого пункта относительно исходного будет определяться 
с ошибкой порядка 0,0002-0,0003" по широте и 0,0002 sec В - 0,0003" sec В 
по долготе, что близко к крайнему пределу точности вычисления, т. е. к 1 см. 

Остановимся на точности вычисления азимутов при вычислении координат 
пунктов триангуляции. При уравнивании триангуляции 1 класса поправки 
направлений вычисляют до тысячных долей секунды и окончательные резуль-
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-таты при составлении каталогов округляют до сотой доли секунды. Иначе 
rоворя, при округлении значений уравненных направлений допускается ошибка 
до 0,005 ". С этой точностью уравненные значения углов треугольников должны 
,соответствовать разности азимутов направлений, образующих данный угол. 

' Так как разность прямого и обратного азимутов вычисляется почти всегда как 
,сумма трех слагаемых, то при вычислении азимутов в триангуляции 1 класса 
цеобходимо сохранять тысячные доли секунды. 

Смещение одного конца линии длиной в 25 км на 0,0003" дуги нормального 
,с,е11ения или в линейной мере 1 см соответствует изменению ее азимута на вели­
-чину порядка 0,07". Поэтому при вычислении азимутов направлений по коор­
динатам конечных точек линии (обратная геодезическая задача), при указанной 
-точности вычислений, полного совпадения вычисленного азимута с его значе­
нием, которое использовалось при вычислении прямой геодезической задачи 
по данной стороне, может и не быть. Здесь возможны расхождения до 0,02-
{),03" (если координаты взяты с указанной точностью). 

Таким образом, полного соответствия между точностью вычисления коор­
динат пунктов (широт и долгот) и азимутов направлений нет; это понятно, 
так как установленная выше точность вычисления азимутов определена исходя 

из иного условия. 

Накопление ошибок вычислений координат вдоль триангуляционного ряда 
'6удет значительно слабее, чем накопление ошибок в передаче координат, вы­
.званных ошибками измерений углов. В этом нетрудно убедиться, сравнивая 
.законы накопления указанных ошибок. Rак известно, продольный или попе­
речный сдвиг ряда, обусловленный ошибками углов триангуляции, возрастает 
-пропорционально n3 ! 2 , где п - число передач в ряде. Накопление ошибок 
вычислений как случайных величин происходит пропорционально п1 / 2 • Таким 
,образом, высокие требования к точности вычисления координат, установленные 
выше, должны обеспечить практическое исключение ошибок вычислений во 
взаимном положении смежных пунктов, как основы для развития сетей триан­
rуляции низших классов. 

Р а с с м о т р и м п р и м е р. Триангуляционный ряд протяженностью 
400 км состоит из звеньев триангуляции со сторонами треугольников 25 км. 
Сторон, участвующих в передаче координат, будет 16. Полагая продольный 
я поперечный сдвиг звена триангуляции 1 класса ±0,7 м, получаем, что конеч­
-ный пункт ряда относительно начального определится: по осям координат 

·С Ошибкой ±0,7 • V2 = ± 1 м, ИЛИ, В единицах дуги нормального сечения, 
±0,03". Накопление же ошибок вычислений координат будет ±О,ОООЗ"V16 = 
= 0,0012, т. е. в 25 раз меньше. 

Пусть требуется решить обратную геодезическую задачу между конечными 
11унктами указанного ряда. Длина геодезиqеской линии в таком ряде опре­
делится с ошибкой 1 : 400 ООО, что составляет 10 единиц 7-го знака логарифма, 
а азимут этой линии - с ошибкой около 0,5". Отсюда можно сделать вывод, 
что достаточно вычислить логарифм длины геодезической линии с удержанием 
~диницы 7-го знака, а азимута - до 0,01 ". Необходимо при установлении точ­
ности вычислений учитывать значения погрешностей в исходных данных. 
Возьмем такой случай. 

Требуется вычислить длину геодезической линии между двумя пунктами 
11 азимут с одного пункта на друг()й; н.оординаты пунктов определены по картам. 
Но оба пункта расположены в районах, где в качестве геодезической основы 
Rартографирования использованы геодезические сети, построенные в разных 
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системах. Uрежде чем приступать к вычислению ИСI{омых величин, т. е. к реше­
нию обратной геодезической задачи, необходимо сделать расчет влияния на 
взаимное положение пунктов, определенных указанными координатами, раз­

личия систем координат (разные начала координат, различные размеры и ори­
ентировки эллипсоида); искажений проекций; ошибок графического определе­
ния координат по картам; случайных ошибок геодезических связей в каждой 
системе координат и т. п. Определив таким образом взаимную ошибку коорди­
нат пунктов, затем установим необходимую точность вычислений искомых 
расстояний и азимутов. 

Приведенные примеры и расчеты не исчерпывают, конечно, всех случаев, 
имеющихся на практике; они являются только иллюстрацией методического 
порядка, который должен быть применен при установлении необходимой и до­
ста точной точности вычислений при решении главной геодезической задачи. 

3. О точности формул для вычисления геодезических коо~динат 

Изложенные выше соображения и выводы о точности вычислений не затра­
гивали вопроса о точности формул, применяемых для вычисления координат. 

В предыдущих рассуждениях как бы предполагалось наличие точных 
формул для вычислений. Между тем используемые формулы для вычисления 
координат основаны на разложениях функций в бесконечные ряды. Поэтому 
все применяемые формулы вычислений в этом смысле являются нестрогими 
и неточными. Конечно, используя соответствующее число членов ряда, можно 
получить формулы для вычислений с любой заданной точностью. Поэтому 
всегда вывод тех или иных формул для вычисления координат необходимо 
сопровождать исследованиями об их точности при сохранении того или иного 
числа членов в рядах. Практически приходится, исходя И3 заданной точности 
получения формул, устанавливать члены, подлежащие учету при разложении 
рядов, и вводить их в формулы в виде поправочных членов. Другие члены рядов, 
по их малости, приходится считать пренебрегаемыми по сравнению с заданной 
точностью и не вводить их в получаемые формулы. Критерием точности тех 
или иных формул является степень малой величины, которой пренебрегаJiи 
при выводе формул. Малые величины, степень которых характеризует вели­
чину учтенных или отброшенных членов, должны быть оговорены. 

При выводе формул для решения главной геодезической задачи за такую 

малую величину обычно принимают отношение ; . При получении формул 

для вычисления геодезических координат пунктов триангуляции, т. е. когда 

в 1 1 1 
s = 30 км, отношение R = 

200
; поэтому считается, что е2 = 

150
, а = 

300 
, 

(В 2 - В 1) суть величины того же порядка малости, что и ; . Следовательно, 

такие члены формул, как е2 ; , е 2 (В 2 - В 1),-:члены второго порядка малости. 
При выводе формул решения геодезической задачи на значительные рас -

стояния, например на 200 км, величина ; = 
3
~; так как е = 

1
~, то величина 

е2 
а = 

2 
уже будет второго порядка малости. 

Иногда за малую величину, степень которой характеризует точность 
формул, принимается е. Так, например, в формулах дуги меридиана их точ­
ность характеризуется степенью е в отброшенных членах ряда. Для характе-
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ристики точности формул следует принимать за основу не порядок малости 
Gохраненных членов ряда, а порядок малости отброшенных членов. 

Чтобы обеспечить необходимую точность вычислений, необходимо в фор­
'1мулах сохранять члены, дающие основание считать их практически точными. 
1Для этого необходимо, чтобы формула по точности имела по крайней мере 
.десятикратный <<запас прочностю>. 

Исходя из указанных соображений, приведем расчеты по обоснованию 
-требуемой точности формул для вычисления координат пунктов триангуляции 
1 класса. Положим s = 30 I{M или (в дуговой мере) 1000". Поставим ус.nовие, 
чтобы порядок ошибок формул был в десять раз меньше реальной точности 
вычислений координат (0,0003 "), 1 тогда отбрасываемые при выводе формул 
-члены должны быть меньше 0,00003" или в относительной форме вызываемая 

б 0,00003" _ 3 i о- 8 П s _ 1 П 
этим оши ка 

1000 
- • • ри таком значении s R -

200
• одсчитав, 

получаем~ 

( -fг )3 = _, 10-7; ( ~ / = 6-10-10. 

Отсюда делаем вывод, что если длины сторон триангуляции меньше 30 км, 
-то необходимо в формулах сохранять члены третьего порядка малости и можно 
пренебрегать членами четвертого порядка. 

В СССР длины сторон триангуляции 1 класса нередко достигают 40-
~50 км, а в отдельных случаях и 60 км. Произведя аналогичный расчет, при­
ходим к выводу, что в этом случае ограничиваться только членами третьегс 

порядка недостаточно. Поэтому при вычислении геодезических координат 
пунктов триангуляции 1 класса обычно применяют формулы с удержанием 
членов четвертого порядка малости. 

Следует ясно представить себе, что должно быть полное соответствие 
между точностью вычислений, используемым числом десятичных знаков и точ­
ностью применяемых формул. 

При применении методов прямого пути решения главной геодезической 
задачи, как уже указывалось, точность формул характеризуется точностью 
рабочих формул связи элементов эллипсоидального и соответствующего ему 
сферического треугольника. 

Мы видим, что способы решения геодезической задачи достаточно разно­
образны. И это не случайно. В практике возникает необходимость вычислений 
координат на разные расстояния и с различной точностью. 

§ 25. Формулы для решения прямой геодезической задачи 
по способу вспомогательной точки, 
вывод формул по Красовскому 

Пусть даны координаты точки А: широта В 1 и долгота L1 , азимут А 1 . 2 
rеодезической линии с А на В и расстояние s между точками А и В; требуется 
определить координаты В 2 и L 2 и обратный азимут А 2 1 с точки В на точку А 
(см. рис. 42). · 

Настоящий способ решения прямой геодезической задачи основан на при­
менении косвенного пути решения задачи; как уже указывалось, он заклю­
чается в том, что непосредственно определяются не координаты точки В, а раз­
ности координат точек А и В, после чего легко находятся и искомые координаты 
второй точки. 



Общий путь решения задачи путем введения вспомогательной точки, 
через которую осуществляется вычисление координат, указан выше. 

Построим вспомогательную точку С на меридиане АР таким образом, 
чтобы геодезическая линия, проходящая через точки В и С, имела в С ази­
мут, равный 90°. Тогда при переходе от А к С члены в формулах со множителем 
sin АС обратятся в нуль и будем иметь: 

АС 
Вс = B1I+ м+ • • •, 

Lc=L1, 

Асл = -Але+ 180°. 
Иначе говоря, в формуле для вычисления широты выпадают третий, пятый 

и т. д. члены разложения, долгота точки С равна долготе точки А, а обратный 
азимут получается добавлением к прямому 180°. 

При вычислении разностей координат точек В и С, т. е. при переходе 

от вспомогательной точки С к искомой В, азимут Асв будет равен ~; поэтому 
в формулах члены с cos А св и sin 2А св будут равны нулю. Тогда в формуле 
для широты выпадает первый член разложения, а для долгот и азимутов -
второй, четвертый и т. д. 

При выводе формул будем исходить из того, что длина стороны меньше 
30 км и требуется обеспечить точность вычисления координат до 0,0001 ". 

1. Р е m е ни е т р е у г о л ь ни к а АБС п о т е о р е м е Л е ж а н­
д р а. Та:к как стороны треугольника АБС малые, то его можно рассматривать 
как сферический и решать по теореме Лежандра. 

Вершина Сферичесни:й Плосний 
треуголь- угол приведенный угол 

нина 

8 
А А1.2 А1.2-3 

в 90° +в-А1. 2 90°-A1.2+f 8 

с 90° 90°-~ 
3 

Сферический избыток треугольника находится по формуле 

" АС-ВС п_ s2 sinA 1.?co-:A1.? п 
8 -= 2R2 р - 2R2 р. (25.1) 

Решая треугольник АВС по теореме Лежандра, получаем: 

s cos (л1.2-; в) 
= s cos ( А 1 . 2 - ~ е) АС= 

8 
cos 3 

ssin(A1.2-1 в) i' (25.2), 

ВС= = s sin ( А 1 • 2 - t е) 
1 8 

cos-
;{ 

J 
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причем принято, что cos : = 1; это вызовет ошибку в АС и ВС четвертого 
порядка малости, а при переходе в дальнейшем к разности координат, т. е. 

к AJ и в~, - ошибку пятого порядка малости (за величину первого порядка 

принята величина ; ~ 0,005; при этом величина е2 ~О,007 будет также ве­
личиной первого порядка). 

Раскладываем последние выражения для АС и ВС по строке Тейлора, 
ограничиваясь по малости в двумя членами ряда и принимая во внимание (25.1): 

и 

Ас А 2 . А А 1 sз sin2 А 1 .... cos А 1 ." = s cos 1 2 + 3 вs s1n 1.2 = s cos 1.2 + 3 R 2 , 

B f' • А Е А . А 1 s1 sшA 1 -)cos~A 1 ., ,, =ss1n 12 -- 3 scos 1 .2 =ssш 1,2- 6 н2 ·- • 

Введем обозначения: 

Тогда получим 

АС=и[11+~], 3R 1 

BC=v 1---
[ 

u2 ] 

6Ri 

uv 
8=--. 

2Ri 

(25.3) 

(25.4} 

Формулы (25.3) и (25.4) определяют длины сторон треугольника АБС. 
2. Определение разно ст и широт дан но и и в сп о· 

м: о г а т е л ь н о й т о ч е, к. Так как точки А и С лежат на одном меридиане­
и расстояние между ними меньше 30 км, то на основании (7 .15) имеем 

ь" АС " = Мт р' 
rде Ь" - искомая разность широт точек А и С; 

М т - радиус кривизны меридиана для широты Вт = В 1 + { . 
Но широта Вт нам неизвестна, так как неизвестна разность Ь. 
Поскольку 

то, применяя ряд Тейлора, получаем 

и.жи, ограничиваясь двумя членами ряда, 

_1_ = _1_+.!:.1 d (¾.-)}, 
Мт М1 2 dB1 

(25.5) 

(25.6): 

(25. 7) 
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11, 1 

1 1 

' 1 

находим 

d (½) d (1-е2 sin2 В) 3 1 2 

dlJ dB а(1-е2) 

d (1- е2 sin2B) 3 12 __ ~ (1-е2 sin2 В) 112 2 2 . В В= 
dB а (1-е2) - 2 а (1-е2) е sш cos 

3 W 2 • 2В _ 3 е2 sin 28 
- 2 а (1-е~) е Slll - - 2 MW2 (25.8) 

На основании (25. 7) и (25.8) определяем 

1 1 3 Ье2 sin 2В 1 

Мт = ·м1 4 M
1
W; 

и иИ\ 
Заменяя величину Ь в поправочном члене через Mi = а С1 _ е2 ), полу-

чаем 

_1_ = _1_[ 1-~ fue
2W1 sin2B1 ]'. (25 9) 

Мт М1 4 а(1--е2) '• 

Тогда выражение для Ь с учетом (25.3), (25.5) и (25.9) примет вид 

Ь" = _и_ ,, [ 1I+ Wiv
2 

.J. [ 1_~ ue2W1 sin 2В 1 ]· 
М1 Р За2 (1-е2) 4 а (1-е2) (25.10) 

Из последнего выражения напишем формулу с ошибкой до величины 
третьего порядка малости, которая будет использована в последующих вы­
водах, 

ь" - и " ( 1 3 2 • 2В Ь" ) - М1 р -7;е sш 1 р" • 
Вводя обозначения 

и имея . в виду, что 

получаем из (25.10) 

1 Wi 
~ = а2 (1-е2)' 

1 

(25.11) 

(25.12) 

ь" R" { 1 3 e2W1 . 2В 1+ v2 ) (2- 13) = t-' -4 а (1-е!.) SШ 1U 3R~ • ::>. 

Логарифмируя последнее выражение и принимая во внимание, что 

lg (1 + х) = µх- ~ µх2 + ... , 
находим 

l b"-l tR" 3 e2W110B • 2В + µ108, 2 
g - gt-' - 4j µ а (1-е2) sш 1U :ii(Г,v. 

1 

(25.14) 

Вводя обозначения 

4 3 e2W1108 • 2 \ ( )1 =т µ а (1-е2) sш В1 

(5) = µ108 ' 
1 ЗR2 

1 

(25.15) 



приходим к формуле 

(25.16) 

Более точное выражение для Ь" можно получить, если для разности широт 

точек А и С исходить из формулы (7.13), а не (7.15), т. е. вместо Ь = АМС р" 
т 

принять 

,, АС ( е2Ь"2 ) 
Ь = iHm р 1-Sp" cos 2Вт , 

ь2 
и, кроме того, учесть в (25.6) следующий член разложения в ряд 8 f" (В 1)~ 

Тогда в формуле для разности широт появится дополнительный член 

где 

1 osµe2 2В " (Б) " -~cos · 1и~= . 1 и-, 

_ 10Sµe2 
(6)1 - - 2а2 cos 2В1• 

В этом случае более точное выражение для Ь примет вид 

lg Ь = lg ~ -(4)1и+ (f))1v2 + (6)1и2 • (25.17) 

Последняя формула пригодна для вычисления координат в триангуляции 
1 класса при сторонах до 60 км. При длинах сторон до 30~35 км следует 
применять формулу (25.16). 

Обозначая широту точки С через В0 , получаем 

( 25.18) 

3. О п р е д е л е н и е р а з н о с т и д о л г о т т о ч е к С и: В и 
азимут а ли я и и ВС. Длину геодезической линии СВ (рис. 44) практи­
чески можно положить равной дуге нормального сечения С В, поэтому 

с"= СВ 'р" 
No ' 

или, приняв во внимание (25.4), получаем 

,, v ,, { 1 W4u2 } 
с = N O Р - 6а2 ( 1 - е2) ' 

rде N O - радиус сечения первого вертикала в точке С. 
Обозначая 

получаем 

или 

,, _ (
1 

W4u2 ) 
С -у l - 6а2(1-е2) f' 

(25.19) 

(25.20} 

(25.21} 

(25.22) 

Построим сферический треугольник с 1 Ь 1р (рис. 44), соответствующий 
трехграннику с ребрами Спс, Впс и Рпс, с центром сферы в пс; радиус сферы 
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примем равным единице. -Угол между плоскостью СВпс и плоскостью меридиана, 
проходящего через точку В, обозначим через 90° - t. · 

т. е. 

р 

с, 

Из прямоугольного треугольника с 1 Ь 1р 1 ( рис. 45) напишем: 

Обозначим: 

При этом 

cos В0 = ctg l tg с } 

tg l = tg с sec В0 • 

tg t = sin с tg В0 

л=сsесВ0 }. 
-с= с tg В0 

(23.23) 

(25.24) 

(25.25) 

Имея в виду, что с, l и t - малые величины первого порядка, перепишем 
выражения (25.23), раскладывая тригонометрические функции этих величин 
в ряд 

а) l + ~3 

= (с+ ; ) sec В0 = с sec В0 ( 1 + с3
2 

) ; 

прини!\'шя во внимание (25.24), 

( l2) ( с2) z 1+3 =л 1+3 , 
откуда 

l = '}., ( 1 + ~2 - ~2 ) ; 

б) t ( 1 +Т) = С ( 1 - ~
2

) tg Br-
или 

t ( 1 + ~2

) ="С (1- :), 
96 
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откуда 

( 25.27) 

Пренебрегая ошибками пятого порядка малости, можно в поправочных 
членах величины Z и t заменить через л и 't 

l = л ( 1 + с2; ,.2 ) = л ( 1 _ ~2 ) . 

Преобразуя формулу (25.27) с учетом (25.25), получаем 

t = 't ( 1 _ с62 _ ~2 ) = 't ( 1 _ л2;т2 _ :2 ) , 

t = 't ( 1 -- ~2 - ~2 ) • 

Логарифмический вид выражений (25.28) и (25.29): 

I Z" = 10' л" - 108µ 't"2 
g ь 3р"2 ' 

1 t" = 1 't" - 108µ '}.,,"2 - 108µ. 't"2. 
g g 6 "2 6 ,,, 

108 р р 
Обозначим ~ = v и окончательно напишем: 

6р" 

lg l" = lg л" - 2V't
112 

} 

1 1 • 
lg t• = lg 't. - vл" - vt" 

(25.28) 

(25.29) 

(25.30) 

4. О п р е д е л е н и е р а з н о с т и ш и р о т т о ч е к С и В. Про­
ведем нормальное сечение CD через точку С так, чтобы точка D лежала с ней 
на одной широте; соответствующая ей кривая на сфере будет c1d (см. рис. 44). 

"Угол между нормальной плоскостью DCnc и плоскостью РСпс обозначим 
через 90° - Е>; тогда угол при с 1 в треугольнике dc 1 b1 (рис. 45) будет равен Е>. 
'Уrол BncD обозначим через 11; этот угол на рис. 45 изобразится дугой b1d. 

. Очевидно, треугольник c 1pd - равнобедренный; проведем биссектрису 
}rла l; она пересечет сторону с 1 d в точке е под прямым углом:. Из прямоуголь­
ного треугольника с 1ре имеем 

sin В0 = ctg + tg Е>, 
откуда 

tg E>=tg-½- sin В0 • 
Из треугольника c1db 1 получим: 

sin ТJ _ sin с } 
sin 8 - cos 8 

t Е> = s~n ТJ • 
g Slll С 

Из (25.31) и (25.32) имеем: 

7 П. с. Закатов 

sin ТJ l . • -.-=tg-2 s1nB0, 
Slll с 

sin 'У)= sjn с tg ~ sin В0, 

(25.31) 

(25.32) 
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Так как l = "л ( 1 - 't; ) , то после перемножения получим:: 

1'}=-sшВ0 1--+---- = - 1---- ~ + ~ ел . ( с2 л2 ,:2) ст ( с2 _ _Lт2 т" л'") 
2 6 12 3 2 6 - С 12 ,, 

"_ c"'t" (i 't2 л2 ) 1']-- ----2р" 6 12 • (25.33) 

Рассматривая дугу BD как дугу нормального сечения с радиусом N 0 ,, 

находим 

Nori" BD=-,,-. 
р 

(25.34} 

Рассматривая эту же дугу как дугу меридианного сечения с радиусом М 0 , 

получаем 

BD = М (Во-В2)" 
о р" • (25.35) 

С:равни~ gба вьграже1щя 1 для дуги BD будем иметь 

(в - В )" - N о 11" 
о 2 - Мо • 

Обозначая (В0 - В 2)" через d" и учитывая выражение (25.33) для У\, 
находим 

d"-с"т"~(1-~-~) - М о2р" 6р"2 12р"2 • 

Вводя обозначение 
Nп i (3)0 = М 

O 2р;; , б" = (3)0 c"'t", 

формула для d примет вид 

( 

,,

2 

л"
2 

) d"=o" 1--'t ____ , 
6р" 2 12р"

2 

или логарифмически 
2 1 11 

lg d" = lg О" -- V't" - 2 Vл" • 

Формула для искомой широты точки В получится 

В2 = B0-d=B1 + b-d, 

(25.36) 

(25.37) 

(25.38) 

причем величина d всегда положительна, а следовательно, в формуле (25.38) 
она будет всегда со знаком минус. 

5. О п р е д е л е н и е о б р а т н о г о а з и м у т а А 2 , 1 . Из рис. 46 

А2. 1 = 360° -(90° + Е-А1. 2)-(90° -t) ) 
A2.1=AJ.2±180°+t-e · 

имеем: 

(25.39), 

Для сферического избытка в, согласно (25.1), имеем: 

,, s2sinA 1. 2 cosA 1. 2 " 1 scosA1. 2 р" s'f'.in:1. 2 р". 
8 = 2R2 р = 2р" М 

"--
1
- Ь"с" Е - 2р" • 

(25.40) 
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6. С В О Д К а ф О р l\I у Л 

и=scosA1.2 

~,, = (1)1 и 
v = s siнA 1 . 2 

"(
11 = (2) 0 V 

lg Ь" = lg ~,, - ( 4)1 и+ 

+ (5)1 v2 + (6)1 и
2 

В0 =В1 +ь 

1 
lg с"= lg "?" -

2 
(5)1 и

2 

о"= (3) 0 с"т" 

л" = с" sec В0 
т" = c"tg В0 

"--1-Ь"с" Е - " 2р 

lg Z" = lg л" - 2vт"
2 

1 
lgt" = lg т" -vт" -vл"2 

lg d" = lg о" - vт"2 --½- vл"2 

B2 =B0 -d= В1 +Ъ-d 
L2= L 1 +z 

А2. 1 = А1. 2 ± 180° + t- Е 

l (25.41) 

Геодезические величины (1), (2), (3), (4), (5) и (6) и значения поправочных 
членов для логарифмического вычисления геодезической задачи приведены 
в специальных таблицах. 

Эти таблицы были составлены после введения эллипсоида R расовского 
в СССР; они называются <<Таблицы для вычисления геодезических координат>> 
(1-е изд. 1944 г. и 2-е изд. 1953 г.); таблицы вычис- · 
лены с восемью десятичными знаками для всех ши­

рот от О до 90°. 
Приведенные выше формулы пригодны для 

:вычисления геодезических координат: в широтах и 

:долготах с ошибкой до 0,0001 "; в азимутах - с 
ошибкой от 0,001" - при расстояниях до 50-60 км; 
иначе говоря, они отвечают требованиям вычисления 
координат в триангуляции 1 класса. 

Путем присоединения дополнительных поправок 
можно сделать формулы более точными, после чего 
применить их для треугольников со сторонами 
ДО 100-120 КМ. 

Приведенный вывод формул для вычисления 
rеодезических координат, основанный на геометри­
ческом подходе, принадлежит проф. Rрасовскому. А 

р 

Рис. 46 
В табл. 8 приведен пример логарифмичесного 

-решения прямой геодезической задачи по способу 
вспомогательной точки и выведенным формулам. 

Для вычислений на счетных машинах вместо формул (25.41) целесообразно 
использовать следующие (см. [44), стр. 164): 

7* 

s 
и = 7\Т cos А 1 ; 

1Vl 

Ь =и ( 1 + ~2 

) ; 

s . } v = N
1 
sшА 1 

С= V ( 1 - ~
2

) 

(25.42) 

~)9 



ч 

Таблица 8 

ф 1. Исходный пункт 
i:; 

1 1 
<:.) Дубровка Дубровка Маяк :s Элементы 
Р' 

формул ~ 2. Определяемый пункт 
~,:;;: 

~ ~ Маян 1 Беркут 

3 А1 44°12'13,670" 224°30'53,557" 
3 Угол треугольника + 67 26 58,999 - 50 20 19,979 
6 А1.2 44°12'13,67" 111 39 12,669 17410 33,578 

57 t + 18 42,428 + 2123,091 + 248,051 
58 8 + 2,541 - 1 ,320 - о ,559 
59 А1.2 ± 180° 2241213,67 2913912,669 354 10 33,578 
60 t-8 + 18 39,887 + 21 24,411 + 248,610 
61 А2.1 224 3n 53,557 292 00 37,080 35413 22,188 
1 В1 47 46 52,647 47 46 52,6470 48 04 9,6384 

27 ь + 17 19,7427 - 7 45,7275 - 25 6,3049 
28 Во=В1+Ь 48 04 12,3897 47 39 6,9195 47 39 3,3335 
53 -d 2,7513 - 3,6487 00620 
54 В2 48 ()4 9,6384 47 39 3,2708 47 39 3,2709 
2 L1 35 49 36,330 35 4!) 36,3300 36 14 45,0504 

55 l + 2508,7204 + 28 56,1074 + 3 47,3870 
56 L2 3614 45,0504 36 18 32,437 4 36 18 32,4374 
26 lg ь 3,()169 2586 2.6681 3184 п 3.1779 1288 п 
25 -(4)1и+ (5)1v2+ 

+(6)1u2 -751 +958 +1598 
12 lg ~ 3.0169 3337 2. 6681 2226 п 3.1778 9690 п 
11 lg (1)1 8.5102 4471 8.5102 4471 8.5102 2282 
10 lgu 4.5066 8866 4.1578 7755 п 4.6676 7408 п 
8 lg cos А1. 2 9.8554 3702 9. 5670 1799 п 9.9977 5249 n 
5 lg s 4.6512 5164 4.5908 5956 4.6699 2159 
7 lg sin А1.2 9.8433 6524 9.9682 1772 9.0063 5105 
g lg V 4.49461688 4.5590 7728 3.6762 7264 

29 lg (2)о 8.5089 1798 8.5089 2857 8.ЕО89 2860 
31 lg 'У 3.0035 3486 3.0680 0585 2.1852 0124 

1 
32 -(5)1u2 -183 -37 -385 

2 
13 21 lg (4)1 -(4)1и 8.53 386 -1097,9 8.53 380 +491.7 8.53 341 + 1588,8 
15 22 lgu +(5)1v2 4.50 669 + 346,9 4.15 788 +466,8 4.66 767 + 8.0 
18 24 lg (4)1u + (6)1u2 3.04 055 о 2.69174 о 3.20 108 + 1 
19 23 lg \5)1v2 (5)1u2 2.54 021 + 366,7 2.66 913 73,6 n.90 349 769,7 
17 2 gv 8.98 923 9.11815 7.35 254 
14 lg (5)1 3.55 098 3.55 098 3.55 095 
16 2 lgu 9.01 338 8.31 575 9.33 535 
20 lg (5)1и2 2.56 436 1.86 673 2.88 630 
46 lg t 3.0501 5840 3.1082 5752 2.22544208 
43 -vл2- vт2 -601 -794 -13 
37 ]gт 3.0501 6441 3.1082 6546 2.2254 4221 
35 lg tg Во 0.0466 3138 О.0402 5998 О. 0402 4482' 
зз lg с 3.0035 3303 3.0680 0548 2.1851 9739 
34 lg sec !3о 9.824919q8 9.8284 2330 9.8284 3158 
;-ю 1.; ,. 3.17861305 3.2395 8218 2.3567 6581 
44 -2yi;2 -428 -560 -9 
47 tg l 3.1786 0877 3.2395 7658 2.3567 6572 
30 lg (3)о 4.385 8;°J0 4.385 871 4.385 871 
3 lg с 3.оr,з ~;33 3.068 005 2.185 197 

39 ]gт 3.050 1G4 3.108 265 2.225 442 
40 lg б 0.439 547 ti.562 141 8.796 510 
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P<,:s: 

~~ 

45 
8 
9 

50 
51 
52 
41 
42 

П р од о л ж е ни е т а б л. 8 

1. Исходный пуннт 

Элементы 
Дубровна 1 Дубровна 

1 
маян 

формул 2. Определяемый луннт 

Маян 1 Вернут 

1 
-5 о -vi:2-- vл2 -4 2 

lg d 0.439 550 0.562 133 8.796 510 
Ig ь 3.01 693 2.66 813 п 3.17 791 п 

lg с 3.00 353 3.06 801 2.18 520 
lg (1 : 2р") 4.38 454 4.38 454 4.98 454 

lg 8 0.40 500 0.12 068 п 9.74 765 п 
vл2 387 513,1 8.3 
vт2 214 280,0 4.4 

i 

еро = В1 + Ьр"; '"С= С tg еро; Л = С sec cro 

t" = '"С ( 1 - ~
2 

- ~
2 

) .р" 

l" = л ( 1 - ;
2 

) р" 
ст ( 11,2 i;2 ) 

d=-2- 1 -12-т 

Лq>= b-d ~ . 

ЛВ" = Vi Лер ( 1. - i ;,; sin 2В1 Лер - е;
2 

cos 2В1 Лер2) р" 1 

в"=_!.!!.._р" 1 
2Vi 

В2=В1 +лв•, L2= L1 + l" 

А 2 =А1 + 180- +t"-в" 
1 

(25.42) 

Эти формулы имеют много общего с формулами, полученными ранее; однако 
их вывод иной - основан на перспективном: изображении сфероидическоrо 
треугольника АРВ на сферу радиуса N 1 • Они удобны для программирования, 
вычисления на ЭВМ. Вспомогательные таблицы для приближенных вычислений 
по этим формулам имеются в <<Руководстве по вычислению азимута и длины 
rеодезической линии на поверхности эллипсоида Красовского~> [49]. 

§ 26. Решение геодезической задачи по формулам 
со средними аргументами. 

Вывод формул путем разложения в ряд 
разностей широт, долгот и азимутов 

В § 23 даны общие основания применения рядов для вывода разностей 
IПирот,' долгот и азимутов; отмечена целесообразность использования рядов 
СО средними аргументами: 

В1 +В2 А1. 2 ± 180° +А 2. 1 Вт= 2 И Ат= 
2 
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Поясним это подробнее. Пусть на рис. 47 кривая АВ представляет гео­
р;еэическую линию между начальной точкой А и конечной В. 

Воэьмем точку С, расположенную на середине кривой АВ. Если длина 
rеодезической линии АВ равна s, то точка С будет находиться от точек А и В 
на одинаковом расстоянии, равном ; . Обозначим координаты точки С через 

В0 , L0 и аэимут геодезической линии в этой точке череэ А 0 • Применим первую 
строку рядов (23.4), т. е. 

(В2- В1 ) = ( ~~ ) 
1 

s т ( ~:~ ) 
1 

;

2 

+ ( ::~ ) 
1 

: + · · . (26.1) 

для выражения раэностей широт В 1 - В0 и В 2 - В0 • 
Получим 

(Bi - Во)= - ( ~~ ) 
0 

; + ~ ( ~:~ ) 
0 
~ - ~ ( ~:~ ) 

0 
s; + · · · 

(В2- Во) - + ( ~~ ) о ; + : ( ~~ ) о s~ + ~ ( ~:~ ) о ~ + • • • 
Вычитая (26.2) из (26.3), находим 

(26.2) 

(26.3) 

(26.4) 

Поступая аналогично для (L 2 - L 1) и (А 2• 1 - А 1 • 2 ± 180°), находим 

(L2- L1) = ( ~~) 
0 

s + 14 ( ~:f ) 
0 

s
3 + · · · 

(А2 1 - А 1 2 :±: 180°) = ( dA ) s +-1- (~!__) s3 
• • ds о 24 ds3 о ' 

(26.5) 

(26.6) 

где нулевой индекс при производных покаэывает, что 
они должны вычисляться по В O и А 0 • 

C(B0 L0 Ao) 

\ 
\ 
\ 
\ 

А ( 81 L, A1.z) 

Сравнение выражений (26.4) и (26.1) показы­
вает выгоду использования рядов со средними ар­

гументами: члены с четными проиэводными в рядах 

(26.4) исчезли, в реэультате чего они будут иметь 
лучшую сходимость, а в оставшихся членах с нечет­

ными проиэводными коэффициенты при них умень­
шились в несколько раз. Но координаты точки С 
(В 0 , L 0 и А 0), расположенной на середине дуги АВ, 
т. е. на равных расстояниях от точек А и В, не будут 
равны среднему значению координат этих точек (Вт, 
Lm, Ат). 

. Найдем зависимость между этими координатами. 

Рис. 47 

и аналогично 
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Складывая (26.2) и (26.3), после деления на два 
получаем 

1 ( d2B " Вт - Во = 8 ds2 ) о s2 

_ 1 ( d2L ) 2 Lт-Lo -т ds2 os, 

(26.7) 

(26.8) 

(26.9) 



Как видно, разности (Вт - В 0); (Lт - L 0) и (Ат - А O ± 180°) - малые 
величины второго порядка. 

Формулы (26.4) и (26. 7) в общем виде решают задачу. Конечная цель -
получить формулы для разностей координат и азимутов в функции Вт и Ат. 
Очевидно, это будет достигнуто в результате вычислений и подстановки про­
изводных в формулы (26.4) с принятием во внимание (26. 7). 

Дальнейший ход вывода: а) нахождение исходных дифференциальных 
уравнений и вычисление производных; б) получение рабочих формул путем 
подстановки найденных производных в уравнения (26.4) с учетом (26.7). 

Исходные дифференциальные уравнения (13.4): 
dB cosA vз А a:s= -к;:г-= -c-cos ' 

dL dl sin А sec В V 
--=-= ----- = -sinA secB, 

ds ds N с 

dA dt sin А tg В V 
ds - ds N = -с- :~in А tg В. 

Переходим к вычислению производных следующего порядка 

d2B 3у2 dV vз . dA 
--=----cosA---sшA -. ds2 с ds с ds 

Вспомним, что 

V2 = 1 + е' 2 

cos2 в= 1 + 11 2
• 

Тогда 
2V dV 2 ,2 В . В 

---;п;г- = - е COS Slll , 

dV е' 2 

cos2 В tg В 
dB =- V 

Обозначая t = tg В, последнее выражение примет вид 
dV 112 
7в= -т,t. 

Далее 
dV dV dB 112 уз 
--= ----= --t-cosA 

ds dB ds V с ' 

dV v2 
-=-112 -cosAt. ds с 

(26.10) 

(26.11) 

(26.12) 

(26.13) 

(26.14) 

(26.15) 

Подставляя найденные :выражения первых производных в (26.13), полу­
чаем 

--=-- -11 2 - cos At cos A--sinA-sinAt d2B зv2 ( v2 ) vз v 
ds2 с с с с 

или 

d2B V4 
ds2 = - с2 t {sin2 А+ 31') 2 cos2 А}. (26.16) 

Переходим к вычислению производной 

d2l sec В sin А dV + V t В . А dB + V В А dA 
ds2 - с ds -с- sec sш ds с sec cos ds' 

d2Z sec В sin А ( v2 ) V . vз 
-- ----- -1')2 -cosAt +-tsecBsшA- cosA+ ds2 - с с с с 

+ _!:_ sec В с os А _!_ si n А · t 
с с 
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или 

d2l 2V2t . 
ds 2 = -с-2 - sec В sш А cosA (26.17) 

и, наконец, находим производную 

d2A d2t 
ds2 = ds2 • 

Так как 
dA =dl sinB, 

то 

dA d.l . В 
--=-SШ 

ds ds 
и 

d2A d2l . dt dB 
-d" = -d 2 sшB-1--d cosB-d-, s~ s ' s s 

или 

d2A 2V2t . . V . уз 
-d 2 = - 2-secBsmA cosA sшВ+-sшА secB--cosA cos В 

s с с с 

и окончательно 

d2A у2 
-d 2 = -" sin А cosA (1 + 2t2 + 11 2

). s с-
(26.18) 

Приведем без вывода третьи производные: 

dЗВ VБ . 
ds3 = - с3 {cos А sш2 А (1- Зt2+ 11 2 - 911 2t2

) + 
+ cos3 А (311 2

- З112t2 + З11'-15114t2)}, (26.19) 
d3l 2vз . . . 
dsз = c3secB{cos2 A sшА (1+3t2 +11 2)-t2 sшA}, (26.20) 

d3A V3t . . 
ds3 = са {cos2 А sшА (5+ 6t2 + 11 2

- 4114
)- sш3 А (1 + 2t2 + 11 2

)}. (26.21) 

Переходим к получению выражений для (В 2 - В 1), (L 2 - L 1) и (А 2 1 -

- А 1 2 ± 180°) согласно (26.4). · 
Так как мы ставим цель получить искомые разности координат в функции 

Вт и Ат, а в выражениях (26.4) производные отнесены к аргументам В O и А 0 , 

то в первую очередь необходимо установить зависимость между указанными 
производными, т. е. между 

( 
d2B) ds2 т и т. д. 

Предварительно отметим, что разности (В O - Вт)1 и (А O - Ат) малы. 
Рассматриваемые производные - некоторые функции от В и А и других ве­
.nичин, которые здесь можно рассматривать как постоянные. Таким образом:, 
аадача заключается в получении выражения функции при некоторых малых 
приращениях аргумента; конечно, для этого следует применить ряд Тейлора. 

Попутно сделаем замечание: широта Вт не соответствует Ат в том смысле, 
что если взять на дуге АВ точку с широтой Вт, то азимут геодезической линии 
в ней не будет равен Ат. Поэтому при вычислении приращений в ряде Тейлора 
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следует В и А рассматривать как независимые переменные и брать частные 
производные по В и А . 

После этих пояснений имеем 

а ( dB) а ( dB) 
(j!!_) = (_!!!_) + Тs т (В -В)+ ~ т (А -А ) (26.22) 

ds о ds т дВ O т дА О т 

(с ошибкой на малые величины четвертого порядка) или, принимая во внимание 
(26.7) и (2о.9) 

д ( dB) 
(!!!..__) = (~) _ ~ (!!:!!_) dS т _ ~ ( d2A ). 

ds о ds т 8 ds2 т дВ 8 ds2 т 

д (!!!_) 
ds т 

дА 
(26.23) 

Делая подстановку (26.23) в (26.4), получаем 

д ( dB) 
(В2-В1)= ( dB ). s - ~ ( d2~) iis т 

ds т 8 ds2 т дВ 

-~ ( d2A) 
8 ds2 т 

д ( dB) 
ds т +~ ( d3B) 
дА 24 ds3 т' 

(26.24) 

причем в последнем принято, что 

( 
d3B ) ( d3R ) 

--;[i3 т= -;Ji3 0° 

Входящие в (26.24) частные производные будут равны: 

д ( dB ) д _v_з cos А v2 
ds т с 3V2 дV 3 т е1

2 

cos2Rm tg Вт 
-----=-дв-- - -----=-ав-- = -с- cosA ав = - -с- cos Ат Vm 

а(_!!!_) 
ds т 

дА 

ЗV т'Уl;/т COS Ат 
с 

vз 
д -c-cos Ат vз 

дА = - ст slnAm, 

(26.25) 

(26.26) 

Подставляя в (26.24) значения производных согласно (26.10), (26.16), 
(26.25), (26.12), (26.26) и (26.19), получаем 

sз [ V ~ 2 2 ] [ v; ] - 8 с2 sin Ат cos Ат (1 + 2tm + 11m) - -с- sin А rn + 

+ ~: { - ::' [ cos Amsin2 Ат ( 1- 31;" + 11;:,- 91');;,tm) + 
+ соsз Ат (?ri2m - 3112 mt2rn - Зr14 т - 15ri4mt2m)]} (26.27) 
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Опуская в (26.27) малые величины в пятой степени, после алrебр,аических 
преобразований получаем 

vз J v2 
(В2-В1) = ст s cos Ат l 1 + ;4 /; s2 

[ sin2 Ат (2+ 3t~ + 2'rt;)+ 

+ 311;_ cos2 Ат ( t;_ - 1- ТJ;_- 411;.t;_)]} . (26. 28) 

Из (26.28) следует, что с ошибкой на величину третьего порядка малости 
можно написать: 

А vз J (В2-В1) =Ь= scos т = -2?!:.. scosAm 
Мт с 

( L L ) l s sin Ат В V т . А В j 
2 - 1 = ·= N sec т = - s s1 n т sec т • 

т с 

(A 2 _ 1 -A 1 • 2 ±180°)=t= ss~mAm tgBm= :т ssinAmtgBm 
1 

(26.29) 

Используя эти выражения для преобразования поправочных членов, 
допускаем ошибку пятого порядка малости и выше. Поэтому, принимая во 
внимание (26.29), уравнение (26.28) примет вид 

(в в )" (i А f 1 l"
2 

cos2 Вт ( 2 3 2 2) 2- 1 = )т S COS m 1 + 24р"1 + tm + 2Чm · + 

b"
2ri; (t;-1-ri~-4ri~t;}) 

+ 8р"2 V4 • (26.30) 

Полученная формула пригодна для вычисления координат на расстояния 

ДО 200-250 КМ, 
Вывод формул для (L 2 - L 1) и (А 2 • 1 - А 1 • 2 ± 180°) произво·дится ана­

логично, поэтому, не приводя этих выводов, напишем формулы в окончательном 
виде: 

• { Z"
2 

sin2 Вт Ь" ( 1 +ri~ -9ri~t~} } 
L 2 - L 1 =- (2)m s sш Ат sec Вт 1 + 2 - --2 v4 , (26.31) 

24р" 24р" 

А -А +180°=(2) ssinA tgB 1+ Ь т ·•тт 'YJm --1--i 
,,. (2 +7ri2 +9'1'12 t2 +5 4) 

2. 1 1, 2 - т т т 24 "а у4 , 
р m 

+ l"
1 

cos2Bm ( 2 +t2 + 2 2 )} . 
24р"2 m rJт (26.32) 

Для вычисления координат при расстояниях, соответствующих длинам 

сторон треугольников 1 класса, в формулах достаточно сохранить малые ве-
u ~ 2 

личины в третьеи степени, т. е. не принимать во внимание члены :нзТ1 и меньше. 

С этой точностью перепишем формулу (26.28), тогда 

vз J 1 v2 1 v2 } 
(В2-В1) = ст s cos Ат l 1 +~ /; S2 ~in2 Ат+ 8 /; s2 sin2 Ат tg2 Вт (26.33) 
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или 

(В2-В1)" = Ь" = s cos Ат (1)т 1 +--2 cos2 Вт +--2 sin2 Вт 
{ 

l"2 zп
1 

} 

12р" 8р" 

и окончательно 

b"=(1)mscosAm 1+--2 +-t-2 • { 
Z" 

2 

"

2 

) 

12р" 24р" 
(26.34) 

Из (26.31) и (26.32) с той же точностью получаем: 

L 2 - L 1 = l" = (2)т s sin Ат sec Вт 1 - --2 +-t-2 , { 
Ь"" ,,

2 

) 

24р" 24р" 
(26.35) 

<А2 1-А 1 2 ± 180°)" = t"= (2)mssinAm tg Вт 1 +--2 - --2 +--2 . (26.36) { 
Ь"

2 

t"
2 

z11

2 

} 

• • 12р" 24р" 12р" 

Обозначим v = 108
~; после логарифмирования формулы примут 

6р" 

1 • 1 2 ) 

Ig Ь" = lg [(1)m s cosAm] + Т vt" + 2 vl" 1 
1 

lg Z" = lg [(2)т s sin Ат sec Вт]+ f vt"
2 -+ vb"

2 1 · 
1 " 1 (2) . А t в ] + 1 Ь" 2 1 Z"

2 1 t"
2 

g t = g [ т S SШ т g т z 'V + 2 V - -4- 'V 

вид: 

(26.37) 

Поправочные члены формул (26.37) могут быть еще представлены так: 

1 11 • 1 2 

Лlg b=-vl" Sin2 B +- vl" 4 т 2 
) 
1 

1 
л 1 l - 1 l "I . 2 в 1 Ь"2 } g - 4 'V sш т - 4 'V • 

1 2 1 2. 1 J ] 

л lg t=-vb" +-vl" sш2 В -+--vl" cos2 B 2 4 т ' 2 m 

Искомые координаты точки В: 

Б2=В1+Ь } 
L2= L1 + l . 

А2. 1 = А 1 . 2 ± 180° + t 

(26.38) 

(26.39) 

В формулах (26.37) определяемые величины Ь, l и t - функции средней 
широты Вт и среднего азимута Ат, которые неизвестны. Неизвестны также 
и аргументы Ь и l в поправочных членах. Поэтому задача решается методом 
последовательных приближений. 

Полагая в первом приближении 

в;= В1 + s cos А 1 . 2 (1)1 = В1 + Ь', 
l' = s sin А1 . 2 sec В1 (2)1, 

А;. 1 =-- А1 . 2 ± 180° + ssinA 1 • 2 tg В1 (2)1 =А1 • 2 ± 180° + t\ 
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ВЫЧИСЛЯЮТ% 

В' _ _!!_1~в; 
т- 2 ' 

А, _ А 1 . .,+(л;. 1 ± 180°) 
т- 2 • 

Со значениями Ь', l' и t' рассчитывают поправочные члены фор:мул (26.37), 
(26.38) и вычисляют, принимая во внимание В'т и А'т, значения Ь", 
l" и t ". Таким образом, получаются новые значения искомых величин в третьем 
приближении. Так поступают до тех пор, пока результаты вычиелений из двух 
смежных приближений не станут одинаковыми. · 

Полученные формулы очень просты и достаточно точны для вычислений 
координат в триангуляции. Единственный, но существенный недостаток их -
необходимость применения приближений, что увеличивает объем вычислений. 

§ 27. Решение обратной геодезичес«ой задачи 
по формулам со средними аргументами 

Искомые s, А 1 2 и А 2 1 легко определяются из формул для решения прямой 
геодезической задачи (26:37). 

Используя прежние обозначения по заданным координатам конечных 
точек, имеем: 

(27.1) 

Вычисляя по формулам (26.38) и значения Л lg Ь и Л lg l на осповании 
(26.37) легко получаем 

lg s sin Ат = Ig z cr;): т - Л lg Z = lg Р } 

ь ' 
lgscosAm=lg ( 1 )т -Лlgb=lgQ 

(27.2) 

откуда 

lg tg Ат= lg Р - Ig Q. (27 .3) 

По Ат находим далее: 

lg s = lg P- lg sin Ат= lg Q- lg cos Ат• (27 .4) 

Для вычисления t имеем последнюю формулу из системы (26.37); целе­
сообразно вычисления проводить по следующей формуле, которую получаем 
из сопоставления второго и третьего выражений в формулах (26.37). 

lg t = lg Z sin Вы+ : vb2 +-½- vl 2 cos2 Вт. (27 .5) 

Искомые азимуты определяются: 

1 } 
А 1 "=А --t .~ т 2 

1 • • 
А2. 1 =Ат+ 2 t± 180 

(27 .6) 
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Формулы для решения обратной геодезической задачи для нелогарифми­
ческих вычислений при помощи арифмометра или иной счетной машины при­
Еедем без вывода: 

где 

. т +cos2 Вт - -2- -з 
ssmAm= п+соs2 Вт [а1Z+а2 ЛВ z+a3l ]=D~1, (27.7) 

т = + 593,602160; 

D= т+соs2Вт 
n+cos2 Вт 

а1 =+103422,05 cosBm; 

а2 = + 9,5144 cos Вт+ 0,5525 cos3 Вт-0,0078 cos5 Вт; 

а3 = - 10, 1287 cos Вт + 10, 1287 cos3 Вт 

(27 .8) 

т+соs2 Вт - -- -
scosAm= + 2в [а4ЛВ+а5ЛВZ2 +авЛВ3]=D~2, (27.9) 

п cos. т 

где а4 = + 103 422,05-696,9116 cos2 Вт+ 4,6954cos4 Вт-0,0310 cos6 Вт; 

а5 = - 30,3860 + 10,3334 cos2 Вт- 0,2061 сш,4 Вт+ 0,0014 cos6 Вт; 

где 

а6 = - 0,2048+ 0,4192 cos2 Вт-0,0124 cos4 Вт; 

t• = sin Вт [ai + а8 Лffil + а/3 ] = sin Вm~з, 

а7 = + 10 000=104; 

а8 = 2, 9381 + 0,0132 cos2 Вт; 

а9 = + 1,9587 cos2 Вт+ 0,0132 cost Вт; 
1 

А 1 . 2 = Ат-2 ЛА; 

А2. 1 =Ат± 18G0 + -½-сЛА; 

s = D~1 • 
1 sin Ат ' 

(27.10) 

(27 .11) 

(27 .12) 

Пример на решение обратной геодезической задачи по нелогарифмическим 
формулам приведен в табл. 9. 

Пр им ер. По заданным геодезическим координатам В 1 , L 1 и В 2 , L2 
точек 1 и 2 вычислить расстояние s между этими точками, а также прямой А 12 
и обратный А 21 геодезические азимуты. 

Заметим, что неудобство, возникающее при решении прямой геодезической 
задачи, - необходимость применения последовательных приближений, при 
решении обратной геодезической задачи по формулам со средними аргументами 
отпадает. 

Образец таблиц для D при решении обратной геодезической задачи по 
формулам со средними аргументами (нелогарифмические вычисления). 
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Формулы 

l" 

лв 
I 

лв2 

У2 

лв2.1 

лв.12 

лвз 

Тз 
cosBm 

cos2Bm 

cos3Bm 

cos4Bm 
cos5Bm 
cos6Bm 
sin Вт 

Вычисления 

50°07 '40,97" 
52 39 03,91 

2 31 22,94 
9082,94 

51 °23'22,44" 

23 45 13,43 
2400 25,46 
О 1512.03 

912,03 

0,90 82 94 

0,0912 03 

0,82 50 

0,00 83 

0,0752 

0,00 76 

0,74 93 

0,00 08 
0,62 40 2190 

0,38 9403 

0'24 30 

0,1516 
0,09 46 
0,05 90 
0,781407 

Примечания: 

51°20' 
51°21' 
51°22' 
21°23' 
51°24' 
51°25' 

Формулы 

D 

а1Т 
а2. лв2 .12 

а3 ,1з 

~1 

а4°ЛВ 
а5• лв .12 
а6 • лвз 

~2 

а7. У 
ag. лв2. 1 

а9 .zз 
~3 

D 

2,9960 6211 
2,9960 6497 
2,9960 6782 
2,9960 7068 
2,9960 7354 
2,9960 7639 

Вычисления 

64 537,624 
6,070 

-3,859 

103151,380 
-26,393 
-0,043 

10 000,000 
2,943 
0,765 

2,99607176 

5 886,0249 

0,4565 

-0,0031 

5 886, 4783 

93691,7795 

-0,2006 

-0,0322 

93691 5467 

912 0300 

0,2213 

0,0006 

912,2519 

д 

+477 
+475 
+477 
+477 
+475 
+477 

Формулы 

s · sin Ат= D · ~1 

s · cos Ат = D · ~2 

sin Ат 
cosAm 

D · ~1 
81 = sin Ат 

D -~2 
82 = cos Ат 

Scp 

ЛА" = sin Вт · ~з 

ЛА 

¼ЛА 

А12=Ат--1/2 ЛА 

А21 =Ат± 180°+ 
+1!2ЛА 

Таблица 9 

Вычисления 

17 636,312 

280 706,597 

0,0628 2828 
3°35'42,25" 

0,0627 0464 
0,9980 3213 

281260,08 м 

281260,08 м 

281260,08 м 
+ 712,84" 

11'52,84" 

5'56,42" 

3°29'aS,83" 

193° 41 "38,67" 

1.. Коэффициент D выбирается из заранее составленных таблиц или вычисляется. 
Выше приведен образец таблиц для широты, соответствующей приведенному примеру 
(51 °20' -51 °25'). 

2. Коэффициенты ai вычисляются на арифмометре или иной счетной машине. 
3. Число знаков, подлежащих удержанию, берется из приведенного примера. 
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§ 28. Теория Гаусса 
1юнформного изображения эллипсоида на шаре. 

Применение ее к решению главной геодезической задачи 

Проф. Ф. Н. Красовский в своем труде <<Руководство no высшей геодезии» 
rоворит: << ... теория Гаусса конформного изображения эллипсоида на шаре 
в свое время составила эпоху в области точных наук». "Указывая, что значение 
:этой теории в геодезии в настоящее время в значительной степени утратило 

свою ценность, далее проф. Ф. Н. Красовский отмечает: << ... возможно, что 
в будущем в геодезии вновь появится новое использование этой гениальной 
Гауссовой теории». Есть основания считать эту мысль правильной и в настоящее 
время. 

Знакомство с этой теорией, 
простой и оригинальной no идее, 
изящной no математическому из­
ложению и выводам в примене­

нии к геодезии, весьма полезно 

.для геодезиста; она прекрасно по­

ь 

казывает достоинство исnользова- а L---*--Jc 
ния поверхности шара для проек­

тирования на нее поверхности эл­

липсоида с малым сжатием. При- е 
менение этой теории в геодезии 
наглядно и доходчиво иллюстри-

Ь' 

Рис. 48 

рует один из основных методов решения основных задач сфероидической гео­
дезии. 

-Учитывая общее значение Гауссовой теории, приводим изложение ее 
основ и предложенное Гауссом применение теории к решению главной геоде­
зической задачи. 

Основные формулы конформного изображения 
э л л и п с о и д а н а ш а р е. Конформным называется такое изображение 
эллипсоида на шаре, при котором бесконечно малый контур на поверхности 
эллипсоида изображается подобным ему контуром на шаре. 

Возьмем на поверхности эллипсоида бесконечно малую фигуру abcde 
с центром О (рис. 48). При конформном изображении эта фигура изобразится 
на шаре подобной ей фигурой а' Ь'с' d' е' с центром О'. 

В теории картографических проекций доказывается, что при произволь­
ном законе изображения эллипсоида на шаре всегда существуют два взаимно 
перпендикулярных направления на эллипсоиде, которые на шаре также оста­

ются взаимно перпендикулярными. Эти два направления называются гл а в­
и ы м и н а n р а в л е н и я м и; масштаб изображения по этим направлениям 
в общем случае будет иметь максимальное и минимальное значения. При 
Rопформном изображении масштабы в каждой точке по обоим главным напра­
влениям должны быть равны. Если обозначить масштаб изображения no ме­
ридиану через m, а масштаб изображения no параллели - через п, то условие 
конформности получится 

~ ... 
~~. 

m=n. (28.1) 

Введем обозначения: 
В и L - широта и долгота некоторой точки на поверхности эллипсоида; 
U и ro - широта и долгота изображения точки на поверхности шара. 
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В общем случае закон изображения эллипсоида на шаре выражается 
уравнениями: 

U =F1 (В, L)) 
(i) = F 2 (В, L) ' (28.2) 

для которых имеем только одно условие: в пределах изменения В и L каждым 
действительным значениям В и L соответствуют действительные значения 
и и (i), 

Поставим далее условие, чтобы меридианы на эллипсоиде изображались 
меридианами на шаре и параллели на эллипсоиде - параллелями на шаре. 

Jллипсоиil 
р 

Шар 
В этом случае уравнения (28.2) примут 
вид: 

U = /з (В) ) . 
(i)=/2(L) 

(28.3) 

Вид функций / 1 и / 2 определяется 
исходя из следующих соображений. 

Возьмем на поверхности эллипсоида 
точку А и бесконечно близкую к ней точ­
ку В (рис. 49); пусть изображениями этих 
точек на поверхности шара будут точки 
А 1 и В 1 • 

Обозначим координаты точки А через 
В и L, а точки В - через В + dB и L + 

+dL; соответственно на шаре имеем коорди­
наты U и (i) для точки А 1 , U + dU и (i) + d(i) - для точки В 1 . 

А 

Рис. 49 

Дуга ВС - элемент параллели точки В; В 1С 1 - изображение этого 
элемента на шаре. 

Определим масштаб изображения по меридиану и параллели для точки А. 
Будем иметь: 

для масштаба по меридиану 
А1С1 R dU • 

m=~= MdB' 

для масштаба по параллели 

В1С1 R cos U dro 
n=вс = NcosB dL' 

R - радиус шара. 
Для того, чтобы изображение было конформным, необходимо и достаточно, 

чтобы т = п. Отсюда 
R dU R cos И dro 

М dB = N cos В dL ' 

откуда 

dU М dB dro 
cos и = N cos в dL • (28.4) 

Но, согласно (28.3), сферическая широта U доюн .ia зависеть только от В, 

L dro б u 
а долгота (i) - только от ; следовательно, dL д:.тжна ыть постояннои ве-

личиной. 
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dro 
Обозначая dL = а, находим 

ю=аL+~, (28.5), 

rде ~ - постоянное интеграции. 
Если долготы на эллипсоиде и шаре считать от одного меридиана, то для 

начального меридиана ю = L = О, следовательно, и В равно нулю, поэтому 
уравнение (28.5) примет вид 

ю = aL. 

Преобразуем выражение (28.4) для dUU 
cos 

dU MdB а(1-е2) dB=a 1-e2sin2B-e2cos2B dB 
cosU =а NcosB -- (1-e2sin2B)cosB (1-e2sin2B)cosB ' 

_!!!_=а ( 1-e2sin2B dB- e2cos2B ) 
cosU l(1-e2sin2B)cosB (1-e2sin2B)cosB dBf, 

_!:!!_ = а{_.!:.!!._ _ е2 cos В dB} 
cosU cosB 1-e2sin2B ' 

dU { dB ed (е sin В) } 
cos И = а cos В - 1-е2 sin2 В ' 

_!:!!_=а f _.!:.!!._ _ .!._ d (е sin В) _ _!__ d (е sin В) \ 
cos И t cos В 2 1- е sin В 2 1 + е si n Н j · 

Интегрируя последнее уравнение, получаем 

ае 

lg tg ( ~ + ~ ) = lg tg а ( ~ + ~ ) + lg ( 1 +: ::: : ) 2 
- lg k, 

где k - постоянное интеграции, или 

схе 

( 
л И ) 1 ( л В ) ( 1 - е sin В )-2-

tg 4+2 =тtga 4+2 1+esinB 

(28.6}; 

(28. 7 )1 

Формулы (28.6) и (28.7) выражают закон конформного изображения эл­
липсоида на шаре. 

Для использования полученных формул необходимо знать значения по­
стоянных а, k и R, входящих в формулы (28.6) и (28.7). 

Постоянные можно определить различно. Для использования конформного 
изображения эллипсоида на шаре с целью решения геодезической задачи 
постоянные целесообразно определять из условий наибольшей простоты пере­
носа элементов эллипсоида на шар и минимальных искажений в пределах 
той области, в которой располагаются исходный и определяемый пункты. 
В связи с этим для определения постоянных поставим условия, чтобы масштаб 
изображения на некоторой широте В 0 , называемой нормальной широтой, 
равнялся единице и изменение масштаба при удалении к северу и югу от парал­
лели с нормальной широтой происходило возможно медленнее. 

Выполнение этих условий позволит в пределах некоторой облаети считать 
масштаб изображения практичес:ют постоянным и равным единице. В этом 
случае, очевидно, будет обеспечt-'!!'i :\ШЛость поправок за переход с эллипсоида 
пн шар и достигнута простота их вычисления и учета. 
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Если обозначим через U O широту на шаре, соответствующую ·нормальной 
широте В O на эллипсоиде, то математически условие первое выразится так: 

R cos Ио 1 n 0 =m0 =a----= , 
No cosBo · 

(28.8) 

где п 0 - масштаб изображения на параллели под широтой В 0 • 
Для математического выражения второго условия напишем сначала 

выражение для масштаба в виде 

( 
dm) (В В) ( d2m) (В-В0)2 ( азт) (В-В0)З + 

т = то+ dB о - о + dB 2 о 2 + dB 3 о 6 ••. ' 

·где В - широта текущей точки, находящейся на расстоянии В - В O от нор­
мальной широты. 

С учетом (28.8) напишем 

1 ( dт) (В В ( d2m) (В-В0)2 + ( азт) (В-В0)З + 
т = + dB о - о) + dB 2 о 2 dB 3 о 6 •.. 

-Условие медленного изменения масштаба при удалении от параллели 
.с широтой В O целесообразно выразить так: 

( ~;) 
0 

= О и ( :~) 
0 
= о. (28.9) 

Выражения (28.8) и (28.9), дающие три уравнения, позволяют определить 
три постоянные. Находим производные (28.9), учитывая (28.8), и совместно 
решаем три полученных уравнения; после соответствующих преобразований 
:цолучим: 

. U sin Во } Slll 0 =---

а•= i+ е2 со:•в0 • 
1-е2 

(28.10) 

k = tg а ( Т + ~) ( 1 - е sin Во ) а; 
( л Ио) 1+esinBo ' 

tg т+-2-
(28.11) 

R =YM0N0 • (28.12) 

Из (28.12) следует, что радиус шара равен среднему радиусу кривизны 
·эллипсоида в точке с широтой В 0 • 

В математической картографии, когда стоит задача изображения всего 
:эллипсоида на шаре, принимают L = ro, т. е. а = 1, k = 1 (что означает 
.совпадение плоскостей экваторов эллипсоида и шара) и 

-Н4 

R = а ( 1 - Т sin 2 В) или R =а. 

При условии (28.9) легко найдем выражение масштаба т 

=1+( dЗт) (В-Во)З 
т авз о 6 • 

Вычисляя (:~~ ) 
0

, получаем в логарифмическом виде 
2 е2 (1-е2) sin Во cos В0 lgm= --
3 

µ ------- (В В )3 
(1-е2 sin2 В0)2 - о · (28.13) 



1° о 
Для (В - В 0) = 1 4 и В O = 55 

lg т = О.ООО ООО 01. 
Отсюда можно сделать весьма важный вывод: в пределах зоны, ограничен-
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вой В O - 1 4 и В O + 1 4 , т. е. в пределах пояса шириной до 250 Rм, nраRти-
чесRи масштаб можно считать равным единице при уRазанном выше условии 

· выбора постоянных. 
Этот вывод исчерпывающе nоRазывает выгоду использования поверхности 

шара для nроеRтирования поверхности эллипсоида и малую величину исRа­

жений, обусловленную незначительностью сжатия зем­
ного эллипсоида. 

ТаRим образом, если триангуляционная сеть рас­
положена на расстоянии 100-120 Rм R северу или югу 
от параллели с нормальной широтой (и, Rонечно, RaR 
уrодно далеRо по долготе), то можно считать, что эле­
менты триангуляции на эллипсоиде переносятся на шар 

беа исRажений: угловые - по Rонформности проекции, 
а линейные - по малости исRажений. Этим обстоя­
тельством мы воспользуемся при выводе формул для 
решения геодезичесRой задачи. 

А, 

Р,. 

Рис. 50 

ОднаRо в азимуты приходится вводить поправку, 
хо1я проеRция и Rонформна. Дело в том, что геоде­
вическая линия на эллипсоиде изображается на ша ре 
Iq)Ивой, не совпадающей с дугой большого Rpyra. 

·. Пусть на рис. 50 Rривая А 1NB 1 - изображение rеодезичесRой линии АН 
d шаре; эта Rривая будет двояRой Rривизны. Азимут ее в точRе А 1 по Rон­
iор:мности изображения в точности равен азимуту А 1 . 2 rеодезичесRой линии 
В ' эллипсоиде. Пусть А 1М В 1 - дуга большого Rpyra, соединяющая точRи 
A'I' и В 1 • Чтобы в дальнейшем иметь возможность пользоваться формулами 
сферичесRой тригонометрии, необходимо в азимут Rривой А 1NB 1 ввести nо­
правRу, равную разности азимутов Rривой А 1NB 1 и дуги большого Rpyra 
А1МВ 1 • После этого треуrольниRи на шаре будут иметь стороны, являющиеся 
А}'I'ами больших Rpyroв. ОднаRо вследствие близости земного эллипсоида 
к mapy эта nonpaвRa вводится лишь в значения направлений, Rонечные точRи 
которых расположены на расстоянии более 50-70 Rм от параллели с нормаль­
я·ь1 широтой В 0 • При расположении точеR на меньших расстояниях этой по-. 
правRой можно пренебречь. 

"Упрощенные выражения для (А - ~): 

А R · А ( 2k1 +k2 ) 
1. 2- t-Jl. 2 = S Slll 1. 2 --3-- ' 

А R • А ( k1 + 2k2 ) 
2, 1 - t-'2. 1 = - Slll 1. 2 --3-- ' 

rде 

ki = е 2 sin Во cos Во JIT=~- (В _ В )2 
(1-е2 sin2 В0) 1 / 2 t O ' 

i = 1, 2. 

При удалении пунктов триангуляции от параллели с широтой В O более, 
чем: на 1 ° (110 Rм) следует учитывать линейные искажения. 
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Если обозначить через ds элемент геодезической линии на эллипсоиде 
в точке А, а через dS - элемент дуги большого круга на шаре, то 

dS 
т = ~· 

.откуда 

S= 5 mds, (28.14) 

Подставляем в (28.14) значение т и интегрируем; после преобразований 
получим 

S=sVm 1m2 
И.?IИ 

l S _ l + gm1 + lg т2 g -· g s 2 , (28.15) 

где m 1 и m 2 - масштабы изображения в точках А и В. 
Решение прямой геодезической задачи с при­

м е н е н и е м Г а у с с о в о й т е о р и и и з о б р а ж е н и я э л л и n с о­
и да на шаре. В качестве иллюстрации применения теории Гаусса к за­
дачам высшей геодезии выведем формулы для решения прямой геодезической 
задачи, которые получены в § 26. Общий ход решения задачи состоит в том, 
что исходные данные В 1 , L 1 , А 1 2 , s, отнесенные к поверхности эллипсоида, 
переносятся на шар по закону конформного изображения эллипсоида на шаре . 
. Задача решается на поверхности шара, в результате чего определяются широта, 
разность долгот и обратный азимут на шаре. В соответствии с тем же законом 
изображения осуществляется обратный переход с шара на эллипсоид, в ре­
зультате которого и определяются искомые величины: широта В 2 , разность 
долгот l и обратный азимут А 2• i-

. Задачу можно решать двумя способами: 1) путем перехода от числовых 
_значений исходной широты, азимута и длины стороны на эллипсоиде к соот­
ветственным числовым значениям этих же величин на шаре, решения сфери­
ческого треугольника с числовыми данными и обратного перехода с шара на 
_эллипсоид также с числовыми данными; 2) переход с эллипсоида на шар, 
решение сферического треугольника на шаре и обратный переход с шара на 
эллипсоид осуществляют в процессе вывода формул в общем виде, а не с число­
выми данными задачи. В этом случае шар используется как промежуточная 
поверхность при выводе формул, выражающих искомые разности широт, долгот 
и азимутов. Элементы сферического треугольника, которые появляются в про­
цессе вывода формул, исключаются, и окончательные формулы выражают 
зависимость между данными и искомыми величинами на эллипсоиде. 

Первый способ вследствие громоздкости на практике не применяется. 
Второй способ довольно часто находит применение, поэтому ниже он изложен 
,с необходимой подробностью. При выводе формул будем иметь в виду их при­
менение для вычисления координат по сторонам треугольников триангуляции, 

,т. е. для расстояний, не превышающих 50 км. 
Вывод формул для второго способа, данный Гауссом, основан на 

разложении в ряды искомых величин. Приведем вывод этих формул, 
предложенный проф. Ф. Н. Красовским. Этот вывод основан на геометрическом 
подходе; он прост и в то же :время отчетливо показывает достоинства исполь­

зования конформного изображения эллипсоида на шаре для решения геоде­
,зической задачи. 
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При выводе будем следовать указанному выше общему порядку решения 

.задачи. 

1. П е р е х о д о т и с х о дн ы х д а н н ы х н а э л ли n с о и д е 
R с о о тв е т с т в у ю щи м и м в е л и ч и н а м н а m а р е. Пусть на 
:эллипсоиде (рис. 51 ): 

В 1 и В 2 - широты точек А и В; 
А 1 _2 и А 2 _ 1 - прямой и обратный азимуты геодезической линии АВ; 

l - разность долгот точек А и В; 
s - расстояние между точками А и В. 

Пусть точки А 1 и В 1 - изображения на шаре точек А и В эллипсоида, 
имеющие широты U 1 и U 2 • 

Нормальную широту на шаре примем U O = Ui t U2
• Проведем na· 

раллели В 1D 1 и Е 1F 1 через точки В 1 и С 1 на шаре, тогда точки Е 1 и F 1 будут 
-точками пересечения последней параллели с меридианами А 1Р 1 и В 1Р 1 . Пусть 
-точка С на эллипсоиде соответствует точке С 1 на шаре, т. е. точка С 1 - изо-
-бражение на шаре точки С. Проведем параллель через точку С, и пусть точки 
.Е и F - пересечение параллели с меридианами АР и ВР. Так как параллели 
на эллиnсоидР изображаются параллелями на шаре, то точки Е 1 , F 1, D 1 будут 
изображениями точек Е, F, D. 

Широта параллели EF - нормальная широта В O на эллипсоиде. Так 
нак разности В 1 - В O и В 2 - В O для сторон триангуляции не превышают 10 
т, то, согласно (28.13), масштаб изображения в пределах зоны расположения 

.дуги АВ можно считать постоянным и рав-
ttым единице. Иначе говоря, -все линейные р Р, 
элементы в пределах треугольника ABD пе­
реносятся на шар практически без искаже­
uий, в том числе и длина стороны АВ = S, 
являющаяся одной из исходных величин 
.для решения задачи. 

Имея это в виду, можно написать 

А 1Е1 = E1D1 =АЕ =ED. 
Возьмем на меридиане АР точку Н, 

имеющую широту А А, 

Вт= В1+В2 • 
2 Рис. 51 

Понятно, что точки Ни Ене совпадут: точка Е располагается посередине 
~уrи AD, т. е. на о дин а к о в ом ли н ей но м рас ст о я ни и от 
'Точек А и D по дуге меридиана; точка же Нрасполагается так, что р аз но ст и 
IПИрот между этой точкой и точками А и Dодина­
lС O в ы. Вследствие разницы в кривизне меридиана точка Н будет находиться 
11а разных линейных расстояниях от точек А и D. 

rде 

Найдем разность широт точек Н и Е, т. е. Вт - В 0 • 

Напишем 
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Применяя формулу (25.11) для Ь, получаем 

в ·-· В + и ,, (1 3 2 • 2В Ь" ) т- 1 2М1 р -те SШ 1 р" . (28.16) 

Для вычисления широты В O воспользуемся той же формулой (25 .11), 
AD так как точка Е, имеющая широту В 0 , расположена на расстоянии 
2 

от 

точки А. Заменяя в этой формуле и = s cos А 1 _2 через ; и Ь через t, полу­
чаем 

в - В + и " (1 3 2 • 2В Ь" ) о - 1 2М 1 р - 4 е sш 1 2р" • (28.17) 

Сравнивая (28.16) с (28.17), находим 

(28.18) 

Для Ь" = 1300" (что соответствует расстоянию s = 40 км) при широте 
в = 60° получим 

1" 
Вт-Во< 120. 

Такое малое расхождение между Вт и В O позволит в дальнейmf.,м не от­
личать радиусов М O и N 0 , вычисленных для широты В 0 , от радиусов М т и N т, 
вычисленных для широты В п,· 

Поправка в азимут за переход от изображения геодезической линии на 
шаре к дуге большого круга при настоящем выборе нормальной широты и при 
s ~ 60 км будет пренебрегаемо мала. 

Таким образом, при расстоянии s между пунктами А и В, не превышающем 
40 км, и указанном выборе нормальной параллели два элемента треугольника 

А 
Р, 

Рис. 52 Рис. 53 

АВР - сторона АВ = s, и азимут А 1 • 2 - переносятся на шар практически 
без заметных искажений. При этом за нормальную широту на эллипсоиде 
для стороны АВ следует принять 

Вт= B1tB2 

Сферический треугольник А 1В 1Р 1 решают по особым формулам, в которых 

в качестве третьего исходного элемента участвует U O = И~! И2 
• Зависимость 

118 



между U O и соответствующей широтой В O (или, как показано выше, широтой 

Вт= Bi tв2 ) определяется на основании (28.10) 

. U sin Вт 
Slll о=---. 

С/., 
(28.19) 

Р е ш е н и е с ф е р и ч е с к о г о т р е у г о л ъ н и к а. Для треуголь­
ника АВС (рис. 52) имеем формулы Гаусса: 

. а С-В . с+Ь . А ) 
Slll 2 COS ~ = Sl n - 2- SШ 2 1 

. а . С-В . с-Ь А 
sш 2sш --

2
-=sin-

2
-cos 2 

а с+в с+Ь . А 
cos 2 cos --2- = cos -2- sш 2 

(28.20) 

а . с+в с-Ь А 
cos 2 sш --2- = cos -2- cos 2 

Применим эти формулы к решению треугольника А 1В 1Р 1 (рис. 53). Обо-
значим: 

U 1 и U 2 - широты А 1 и В 1 ; 

ю - разность долгот этих точек; 

G - расстояние А 1В 1 по дуге большого круга; 
~ 1 . 2 и ~ 2 . 1 - прямой и обратный азимуты дуги А 1В 1 . 
Тогда 

а= а·, С д. • = t,J'l. 2, А ==ш; в = 350• - ~2. 1 • 

•• , 

Кроме того, обозначим: 

U2-U1 =q: ~;. 1 =~2 • 1 -180; 
~~. 1 + ~1. 2 _ R • 

2 -l"IШ 

~;. 1 - ~1. 2 = t. 
Формулы (28.20) с принятыми обозначениями примут вид: 

. a.R . ro U 
Slll 2 Slll t-'m = S1n 2 COS о, 

. а R ro . q 
sш 2 cos t-'tn = cos 2 sш 2 , 

(j • t • (О • и 
cos тsшт=sштsш о,' 

(J t (1) q 
cos 2 cos т= cos 2 cos 2 . 

. Раскладывая синусы и косинусы малых дуг в ряд, получаем: 

<J ( 1 - ~: ) sin ~т = "' ( 1 - ~~ ) cos U O 1 
а ( 1 - ~: ) cos Рт = q ( 1 - ~: ) ( 1 - :

2 

) ! . 
t ( 1 - ~

2 

) ( 1 - ~: ) = ю ( 1 - ;~ ) sin lJ 0 

(28.21) 

а2 + t2 = q2 + ю2 
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Находим из (28.21) выражения для искомых величин q, ro и t: 

( а2 ) ( m2) ro = О' sin Рт sec U O 1 - 24 1 + 24 , 

( а2 ) ( q2 ) ( m2) q = О' COS ~т 1 - 24 1 + 24 1 + 8 , 

Далее, с ошибками на величины пятого порядка малости, получим: 

ш = О' sin Рт sec И O ( 1 - ~~ + ~~) 1 
q == cr cos Рт ( 1 -- -~-~ +-~-: +-~-2 ) 1 

. ( m2 а2 t2 ) • 
t=шsш И0 1 - 24 +8 +24 } 

Учитывая последнее равенство в формулах (28.21), получаем 

Подставляя в выражение для t значение ш, находим 

Таким образом, окончательно получим: 

q = cr cos Рт ( 1 + ~; + ~: ) , 

(28.22) 

(28.23) 

(28.24) 

(28.25) 

2. П е р е х о д о т р а з н о с т е й к о о р д и н а т и а з и м у т о в 
на шаре к соответствующим величинам на эллип­

соиде. Воспользуемся зависимостью, существующей между величинами на 
ша ре и эллипсоиде: 

1) так как AD = А 1D 1 (рис. 51), то 
Ь"Мт q"R 
-р-,,-=р", 

откуда 

120 

" Ь"А1т q =--· R ' 

2) на основании (28.6), (28.8) и (28.10) имеем: 

ш = al", 

а cos И O = ~т cos Вт, 

а sin И O = sin Вт. 

(28.26) 

(28.27) 

(28.28) 

(28.29) 



В последних двух формулах на основании предыдущего нормальная ши­
-рота В0 заменена через Вт. 

Подставляем (28.26) в (28.23), принимая во внимание, что 

,о" = ~ р" и ~т = Ат, а в поправочном члене ro заменяя на l получаем 
Ъ" м т s " А ( 1 z2 + t2 ) -R-=Rp cos т +-ш 24 . 

Отсюда находим 

ь" s " А (i + z2 + t2 ) = Мт р cos т 12 24 ' 
или 

Ь"=sсо.sАт(1)т (1+ ~~ + ~:), 

так как t ~ l sin В, то получаем 

( 
z2 z2 sin2 вт ) 

Ь" = scosAm (1)т 1+12+ 24 . 

Подставляя (28.27) в (28.24), находим 

az•=_s_,, sinAm ( 1 -~+__!.:_)· 
R р cos И о 24 24 

Отсюда, принимая во внимание (28.28), имеем 

s ,, . ( cr2 z2 ) l= Nm р sшAmsecBm 1-24+24 , 

но по (28.21) находим 
Z2

- а2 = t2 -b2 = l 2 sin 2 Вт- Ь2 

и окончательно получаем 

. ( Ь2 l2 sin2 Вт ) l = s sш Ат (2)m sec Вт 1 - 24 + 24 • 

(28.30) 

(28.31) 

(28.32) 

(28.33) 

(28.34) 

При получении выражения для сближения меридианов заметим, что в рас­
сматриваемом случае 

t = А2. 1 - А 1. 2 ± 180°. 

Разделив (28.29) на (28.28), получим 

tg U O = r tg Вт. (28.35) 

Если принять во внимание (28.35), то выражение (28.25) примет вид 

,, s ,, . А R t В (t + cr2 + t2 ) t =тР sш m Nm g т . 12 24 , 
или 

t" = s sin Ат tg Вт р" ( 1 +~+...!.:...) 
Nm 12 24 . (28.36) 

Но 

а2 t2 cr2 + t2 t2 ь2 z2 t2 ь2 z2 + z2 z2 sin2 Ят 
12+24= 12 -24-12+12-24-12+24 24- 24 

-!!.:..+ Z2cos2Bm + Z2;'(sin2Bm+cos2Bm) _.!!!..._+ Z2sin2Bm I Z2co~2Rm 
12 24 24 -- 12 24 12 
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поэтому 

t"-= s sin Ат tg Вт р" ( 1 + Z2 sin2 Вт + z2 cos2 Вт + ~) 
Nm 24 12 12 . (28.37) 

Напишем все формулы вместе: 

Ь"=sсоsАт(1)т (1+ l's~:'Bт + ;~) 1 
l " . А В (2) ( 1 + z2 s i n 2 вт ь 2 ) \ = s s1n т sec т т 

24 
- 24 . 

t" = . А t В (2) ( 1 + z2 sin2 Вт + z2 cos2 Вт +.!?!_)· J 
S SШ т g т т 24 12 12 

(28.38} 

Искомые координаты ~торой точки определяются из формул: 

В2=В1 +ь } 
L2= L 1 +z . 

А2. 1 = А 1 . 2 ± 180° + t 
(28.39}1 

Итак, мы получили формулы, тождественные с формулами, выведенными 
в § 26. 

Можно указать еще на одно применение изложенной Гауссовой теории 
в геодезии. При изображении поверхности эллипсоида на плоскости функцио­
нальные зависимости, выражающие закон изображения, имеют сложный вид 
и представляются бесконечными рядами. Эти зависимости при проектировании 
эллипсоида на плоскость не имеют точной геометрической интерпретации. 
В то же время при проектировании поверхности шара на плоскость соответ­
ствующие аналитические зависимости изображения становятся простыми; 
они имеют ясное и точное геометрическое толкование и выражаются строгими 

формулами. Поэтому ряд авторов проекции поверхности эллипсоида на пло­
скость использовали идею двойного проектирования: сначала поверхность. 
эллипсоида изображается на шаре, затем переносится с шара на плоскость. 
Эта идея, в частности, была использована 3ольднером в теории проекции, 
носящей его имя; Крюгером - в теории стереографической проекции. В этом 
случае конформную проекцию Гаусса следует признать одной из наилучших 
при переходе с эллипсоида на шар. 

В настоящее время путь двойного nроектироваJiия поверхности эллип­
соида на шар используется редко; он имеет историчесдое ;:ц~ачение, в то же· 

время nредста1шлет сущест~(:)~цз:ый метод:uчес:кuй цв:терес. 

§ 29. Решение главной геодезической задачи 
по способу БессеJIЯ 

Способ Бесселя применяется при решении геодезической задачи на боль­
шие расстояния - от 600-800 км и более. В основе способа лежит n р ямой 
n у т ь решения геодезической задачи, в котором не n о средстве н но 
находятся искомые величины, т. е. широта и долгота второй точки и азимут 
со второй точки на первую - прямая геодезическая задача; в обратной задаче 
вычисляются прямой и обратный азимуты и расстояние между заданными 
пунктами. 
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По способу Бесселя задача решается по следующему плану: 
1. Треугольник АРВ (рис. 54) переносится на шар по заданным трем 

8лементам треугольника при помощи основного уравнения геодезической 
линии 

cos и1 sin А 1 . 2 = со6 и2, sin А;. 1 = с. (29.1) 

2. После указанного перехода полученный на сфере треугольник А 1Р1В1 
(рис. 55) решается относительно известных его элементов. 

Pr 
р 

А (В, ,L,) 
А, 

Рис. 54 Рис. 55 

3. От вычисленных из решения сферического треугольника элементов 
()Существляется переход к соответствующим элементам сфероидического треу­
гольника. 

Остановимся подробнее на переходе от 
ефероидического треугольника АР В к сфе­
рическому А 1Р1В1 . 

Если обозначим элементы сферического 
треугольника так, как показано на рис. 55, 
то уравнение геодезической линии (29 .1) 
представит собой одновременно точную за­
висимость, вытекающую из теоремы сину­

сов для этого треугольника 

sin А1 2 sin (180° --- А;. 1) 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/4 
/ 

/ 

р 

sin(90°~u2) = sin(90°-u1) • (
29 -2) 

Отсюда можно установить соотношения 
И соответствия между элементами сфероиди-
1'1еского треугольника АР В и сферического 
А1Р1В1. 

/ / 
/ / 
!!)/ 

__ v ____ зк_8_ат_о.:...'Р--~-
f 

Рис. 56 

1. Стороны А 1Р1 и В1Р1 на сфере равны дополнениям до 90° приведенных 
Пiирот точек А и В на эллипсоиде, т. е. 90 - и 1 и 90 - и 2 ; точка Р1 на шаре 
играет роль полюса. Согласно (4.27), приведенные широты и определяются 
no формуле 

tgu= Vt.-e2 tgB. 
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2. Геодезическая линия s на эллипсоиде между точками А и В соответ-­
ствует на сфере дуге большого круга cr, на которой в каждой ее точке азимуты 
равны азимутам геодезической линии в соответствующих точках на эллип­

соиде. Следовательно, углы сфероидического треугольника АРВ в точках 
А и В равны углам сферического в точках А 1 и В1 • 
Эти зависимости однозначно определяют элементы сферичесного треуголь­

ника А 1Р1В1 • 
В дальнейшем (для упрощения) радиус сферы будем считать равным: еди­

нице. 

"Укажем попутно геометрический смысл постоянного с в уравнении (29.1). 
Если продолжим дугу большего круга до экватора в точке F (и= О) и до пере­
сечения в точке Q с меридианом, составляющим с дугой угол 90° (рис. 56), 
то получим: 

для точки F с= sin Ао, 

)) )) Q C=COSU0• 

Для получения фор.мул решения задачи по спо­
е о б у Б е с с е л я необходимо установить зависимость между разностями 
долгот пунктов на эллипсоиде и на шаре, т. е. между l и ro, а также между 
длиной геодезической линии на эллипсоиде s и дугой большого круга cr на шаре. 

Ход вывода формул для решения главной геодезической задачи по спо­
собу Бесселя: 

1. Вывод дифференциальных уравнений, устанавливающих связь между 
s и cr, l и ro. 

2. Интегрирование полученных дифференциальных уравнений. 
3. Решение треугольника на сфере применительно к условиям прямой 

и обратной задачи и окончательное вычисление определяемых величин. 

1. Вывод дифферепциа.л,ьных уравнений 

Обозначим (рис. 54): 
ds - бесконечно малый элемент геодезической линии s на эллипсоиде; 
а - азимут элемента ds; 

В и и - геодезическая и приведенная широты текущей точки т; 
du и dl - разности широт и долгот точек т и п. 
На рис. 55: 

da = т1п 1 - бесконечно малый элемент дуги большого круга на шаре\ соот­
ветствующий элементу ds на эллипсоиде; 

dro - разность долгот точек т 1 и п 1 на шаре. 
С этими обозначениями: 

откуда 
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dи=dacosa, 

М dB = ds cos сх, 

~-м dcr 
dB - ds • (29.3) 



На основании (4.28) и (4.29) напишем: 

. J/1-e2sinB 
Slll U = . , 

Y1-e2sin2B 
(29.4) 

в J/1-e2 cos и 
cos = ")/ . ' 

,,, 1-е2 cos2 и 
{29.5) 

откуда 

d 
, ~ 2 { cos В , е2 sin2 В cos В } dB cos и и= V .1 - е- -:-r=====- -r а 

J/1-e2sin2B 
1 

(1-e2sin2B)l 2 
(29.6) 

и 

J/I"=e2 
cos и 

cos в (29.7) 

Из (29.5) 
cos В J/1-e2 
--=-:--г====-
соs и J/1-e2 cos2 и 

(29.8} 

тогда, принимая во внимание (29.8) и умножая числитель и знаменатель в (29. 7)­
ва а, получаем 

ипи окончательно 

du а(1-е2) 1 

dВ - а (1-е2 sin2 в/1 2 V 1-е2 cos2 и ' 

du 
dB 

М 1 
а У 1 - е2 cos2 и 

На основании (29.3) и (29.9) 

м 1 -м!:!!_ 
а У 1- е2 cos2 и - ds ' 

откуда 

ds = а V 1- е2 cos 2 и da. 

Далее, из рис. 54 и 55 имеем: 

dш cos и = da sin а ) 
N cos Bdl = dssin а · 

Откуда в результате деления получаем 

NcosB dl ds 
соsи Ты- Та' 

Принимая во внимание (29.10), 

N cos В dl = а cos и V 1- е2 cos2u dш. 

"Учитывая {4.22), получаем окончательно 

dl = V 1- е2 cos2 и dш. 

(29.9) 

(29.10} 

(29.11) 

(29.12) 

(29.13) 
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2. Интегрирование дифференциальных уравнений 

Оставляя прежние обозначения элементов полярного сферического треу­
гольника, выполняем вспомогательные построения, показанные на рис. 57: 
проводим из точки Р 1 дугу большого круга перпендикулярно к продолжению 
стороны А 1В 1 до пересечения с последней в точке С. 

В образовавшемся прямоугольном треугольнике обозначим катеты Р 1С 
через т, а А 1С через 90° - М. При заданных и 1 и А 1 • 2 эти катеты можно счи­
·тать известными. Они получаются из решения прямоугольного треугольника 

А, 

Р, 
А 1Р 1С по формулам: 

tg м = tg И1 } 
cos А1. 2 

ct М = sin т_ctg А1 . 2 

g Slll U1 

(29.14) 

sin т = sin А 1 • 2 cos и1 , 

sin и1 cos и1 cos А1 2 
cos т = sin М = cos М · 

(29.15) 

. (29.16) 

Рис. 57 Будем в дальнейшем рассматривать точку 
В 1 как текущую, имеющую широту и. 

Из прямоугольного сферического треугольника В 1 Р 1 С имеем: 

sin и== cos т sjn (М + cr), 

cos2 и= 1- cos2 т sin2 (М + а). 
Подставив последние выражения для cos2 и в (29.10), получим 

ds = а У 1-- е2 + е2 cos2 т sin2 (М + cr) dcr 

V
-1; е2 

ds=a 1--е2 V 1 + 1 _е2 cos2 msin2 (M+cr)dcr. 

Приняв во внимание (2.6) и (2.7), напишем 

ds = Ь V 1. + е' 2 cos2 т sin2 (М + cr) dcr. 

Обозначая е' 2 cos2 т через k2, получаем 

ds = Ь V1 + k2 sin2 (М +~) dcr. 

(29.17) 

(29.18) 

(29.19) 

(29.20) 

(29.21) 

Rак известно, полученное уравнение не интегрируется в элементарных 

,функциях; разложим подкоренное выражение в биноминальный ряд с целью 
последующего почленного интегрирования. 

Имеем 

V1 + k2 sin2 (М + cr) = 1 + + k 2 sin2 (!J,f + cr)--½- k4 sin4 (М + cr) + 

+ :: sin6 (М + cr)- ..•• 
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· В дальнейшем выводе ограничимся членами с k 4
• Заменим синусы четных: 

·i'епеней через косинусы кратных дуг на основании известных соотношений: 

sin2 (М +а)= : --½-cos 2 (М + cr) } 
з 1 1 • (29.22} 

sin4 (M +а) ==в - 2 cos2 (М +а) + 8 cos 4(М +а) 

(. Выполняя указанную подстановку, получаем 

V 1 + k2 sin 2 (М + cr) = ( 1 + 1 k2 
- 6: k') + 

+ ( -1 k2 + 1
1
6k4

) cos 2 ( м+а )- :: cos 4 ( м+а). (29.23) 

Обоsначи:м; 

А = 1 + ~ - ~ k4 '1 4 64 
k2 k4 

В = Т - w { · 
- k4 1 

С- 128 J 

(29.24) 

Напишем на основании (29.21) и (29.23) 
(j 

s = Ь S [A-Bcos 2(М +а)-2С cos4(M +а)+ ... } da. (29.25 

о 

Интегралы от второго и третьего членов последнего ряда вычисляют та:к: 

а а 

В S cos 2 (М + а) da =В\ 1 sin 2 (М +а)= В sin а cos (2М + а), 
о о 

а а 

2С S cos4(M +a)da=2C\ ·1 sin4(M +a)=Csin2acos(4М+2a) 
о о 

• выражение для s в функции а получится 

s = АЬа-ВЬ sin а cos (2М + cr)- СЬ sin 2а cos (4М + 2а). (29.26) 

Обратная зависимость будет иметь вид 

" s в " с,, а"=~ ь++sincrcos(2М+a)++sin2crcos(4М+2a)+ ..• (29.27) 

Обозначим: 
_ р" • А_ Вр" _ Ср" 

а- ЬА, t-'--y и '\'--у• 

Тогда в окончательном виде выражение для а получится 

а"= as+ ~ sin а cos (2М + а)+ у sin 2а cos (4М + 2а) + ... 

Из (29.29) можем написать для s 

s =..!..[а" - ~ sin а cos (2М +а)-у sin 2cr cos (4М + 2а)- ..• ]. 
а, 

(29.28} 

(29.29) 

(29.30) 
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3 а в и с им о ст ь между"" Z и ro. Напишем предварительно соотно­
шение для разности долгот на сфере 

dro = da sin а sec и. 

Из решения треугольника В 1Р 1С получим 
. sin т 

s~na=---. 
cos и 

С учетом (29.32) формула (29.31) примет вид 

d sin т d 
ro = cos2 и а. 

(29.31) 

(29.32) 

(29.33) 

Обращаясь к исходному дифференциальному уравнению (29.13), отмечаем, 
что по тем же соображениям, что и в предыдущем случае, подынтегральная 
·функция предварительно должна быть разложена в бесконечный ряд. Поэтому 
пишем 

dl = ( 1 - ~
2 

cos2 и - ~
4 

cos4 и- .•. ) dro. (29.34) 

Приступая к интегрированию и принимая во внимание (29.33), находим 
(1 

е2 s ( е2 ) sin т l =ro- 2 COS
2 

U +4 COS4 
U cos:l и dG. 

о 

Так как sin т - величина постоянная, то напишем 

(1 

е2 sin т s (1 е2 2 ) d l =ro 2 + 4 cos и_ а. 
о 

(29.35) 

(29.36) 

Для замены переменной и через переменную cr воспользуемся выражением 
·(29.18). Имеем 
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(1 

е2 sin т s [t е2 е2 2 • 2 (М ] l =ro 2 +т-тсоs тsш +а) ... da. 
о 

Делая замену, согласно (29.22), получаем 

11 

е2 sin т s [ е2 е2 е2 ] 
2 1 + 4 - 8 cos2 m+ 8 cos2 т cos 2(М +а), da. 

о 

Интегрируя почленно, находим 

l = (u _е_2 _s~_n_m_ а ( 1 + ~2 - -~-2 cos2 т) - е4 sin т cos2 т . 

16 sш cr cos (2М + cr). 

Интеграл последнего члена вычислен аналогично (29.26). 
Обозначая 

( 1 е2 е2 2 ) 2 } т+т-16соs т t =а1 

cos2 тр" 4 __ R 
16 е -1-11 

(29.37) 

(29.38) 



и выражая l в секундах дуги, имеем окончательно 

l" = ш" - sin т {а1а" + ~1 sin а cos (2М + а)}. (29.39) 

Формулами (29.29), (29.30) и (29.39) решается задача интегрирования 
полученных ранее дифференциальных уравнений. Формула (29.29) служит 
для перехода от длины геодезической линии к дуге большого круга на шаре. 
R.ак видно из структуры этой формулы, вычисление а по s следует вести после­
довательными приближениями: 

1 <Jo=CGS 1 
2 о-1 = о-0 + ~ sin о-0 cos (2М + о-0) 

3 о-2 = 0-0 + ~ sin о-1 cos (2М +0-1)+ у sin 20-1 cos (4М + 20-1) 

4 о-3 = о-0 + ~ sin о-2 cos (2М + 0-2) + у sin 20-2 cos (4М + 20-2) 

(29.40) 

и т. д. - до совпадения результатов вычислений двух последних приближений 
в пределах заданной точности. 

Формула (29.30) используется при решении обратной геодезической за­
дачи. Коэффициенты а, р, у целесообразно выбирать из специально составлен­
ных таблиц. 

Формула (29.39) служит для вычисления разности геодезических долгот l 
по разности сферических долгот ш после решения сферического треуголь­
ника - в прямой геодезической задаче. 

Согласно этой формуле осуществляется и обратный переход - при ре­
шении обратной геодезической задачи. 

Коэффициенты а 1 и р 1 также целесообразно вычислять по заранее со­
ставленным таблицам. 

3. По рядок вычислеuия при реше1-1,ии 
прямой и обратuой геодезических задач 

и формулы для решеuия сферического треугольuика 

Прямая геодезическая задача 

1. Вычисление приведенной широты исходного пункта по заданной геоде­
зической широте 

Можно применить формулу для разности (В 1 - и 1), которая для размеров 
эллипсоида Красовского имеет вид: 

В1 - и 1 =~ 346,3143 sin 2В1 - 0,2907" sin 4В1 + 0,0003 sin 6В1 } 

В1 - и1 = 346,3143 sin 2и1 + 0,2907" sin 4и1 + 0,0003 sin 6и 1 • 
(29.41) 

2. Вычисление вспомогательных величин т и М по формуля.м (29.14), 
(29.15), используя известный азимут А 1 и вычисленную по (29.41) широту и 1 • 
Вычисление коэффициентов а, В, у, а 1 , р 1 • 

3. Вычисление а по s по формуле (29.29), применяя способ последователь­
ных приблия;ений (29.40). 
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4. Решение сферического треугольника А 1Р 1В 1 производят по двум 
сторонам (90° - и 1) и а и по углу между ними А 1 . 2 • Применяя формулу Не­
пера для наших обозначений, получаем: 

sin 
90° -U1 +cr ) 

А~. 1 +ro 2 А tg 
2 - 90° -и1 -а 

tg~ 
sin 2 

2 

л;_ i -ro cos 
90°-ul +а 

tg 2 tg ~ }. (29.42) 2 - 90° -U1-(j 2 cos 
2 1 

sin 
л;_ i-ro 

cos 
А~. i-co 

tg 90°-U2 =tg 90°-Ul +а 2 
=tg 

90°-U1-(j 2 
2 2 л;_ 1 +rо 2 л;_ 1 +ro 

sin 
2 

cos 
2 

Для вычисления приведенной широты и 2 второй точки и обратного ази­
мута можно применять формулы из решения сферического прямоугольного 
треугольника В 1Р 1С, аналогичные формулам (29.15) и (29.16): 

sin и2 = cos msin (М +а) } 
sin А 2• 1 = sin т sec и2 

cos U2COS л;. 1 = cos m cos (М + а) 
и из треугольника А 1Р 1В 1 для разности долгот ro 

cos и2 sin ro = sin а sin А 1• 2 ) 

cos u1 sinro =sinasinA;. 1 · 

(29.43) 

(29.44) 

5. Вычисление разности долготы l по вычисленному значению сфери­
ческой долготы ro по формуле (29.39). 

6. Переход от приведенной широты и2 к геодезической В 2 по формуле (29.41) 

Обратная геодезическая задача 

1. Вычисление приведенных широт и 1 и и 2 по геодезическим В 1 и В 2 

согласно (29.41). 
2. Вычисление разности сферических долгот ro по разности геодезических 

долгот l. Так как величины т, М, а нам неизвестны, то применяется способ 
последовательных приближений следующим образом. 

Напишем аналогии Непера из треугольника А 1Р 1В 1 : 

л;_ 1 +А1. 2 
cos и2+и1 

tg ; 1 
2 tg 

2 -
sin U2-U1 

2 
(29.45) 

. и2+ui 

tg 
А~. 1 -А1. 2 

sin--
2
--

(1) 

2 - tg 2 U2-U1 cos 
2 J 
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Таблиц а 10 

Порлдон 1 
действий Формулы 

1 
Вычисления 

1 В1 49° 00' 00,009" 
6 tgB1 1,15036851 
8 -0,003352330 tg В1 -0,00385642 

10 tgu1 1,14651209 
12 U1 48° 54' 16,985" 
13 sin и1 0,75361752 
14 COS U1 0,65731319 
2 В2 58° 20" 52,798" 
7 tgB2 1,62217610 
9 -0,003352330 tg В2 0,00543807 

11 tgu2 1,61673803 
15 U2 58° 15' 43,166" 
16 sin и2 0,85046233 
17 COS U2 0,52603596 
18 COS U1 • COS U2 0,34577038 
3 L2 54° 04' 15,596" 
4 L1 1344015,608 
5 l -803600,012 

28 Лlо -422,890 
29 ffio -804022,902 
21 sin l -0,9866 
22 cos l 0,163326 
20 sin и~· sjn и2 0,640923 
23 COS U1 • COS U2 • COS l 0,056473 
24 cos cr0 0,697396 
25 О'о 45° 46' 53,6" 
26 sjn cr0 0,7167 
27 sinm0 -0,4760 
30 sin ro0 -0,98677953 
31 cos ro0 0,16206836 
19 sin и~· sin и2 0,64092331 
32 COS U1 · COS U2 • COS Фо 0,05603844 
33 cos 0'1 0,69696175 
36 sin cr1 0,717107 
37 sinm -0.475799 
38 COS U1 • tgu2 1,06270323 
39 -sin и1 · cos Фо -0,12213756 
40 ctg л; ~ [(38)+ (39)) : (30) -0,95316699 
41 s1n и2 · cos ro0 0,13783304 
42 -COS U2 • tg Ut -0,60310659 
43 ctg л; = [(41)+ (42)) : (30) 0,47150710 
46 ctgM 0,601784 
47 м 58° 57' 40,1" 
34 0'1 454858,499 
48 2м+сr1 1634418,7 
49 4M+2cr1 32728 
50 20'1 9138 
51 cos (2М +cr1) -0,959994 
52 sin 2cr1 0,9996 
53 cos (4M+2cr1) 0,8431 
54 sin2т 0,22638 
55 а 0,0324053860 
56 ~ 268,119 57 у 0,044 

9* 
131 



П р о д о л ж е н и е т а б JI. 10 

llорндок 1 
действий Формулы 

1 

Вычисления 

58 а1 0,003350153 
59 }1. 0,449 
60 а1 · cr 1 • SШ m -262,912" 
61 ~1 sin т · sin cr1 · cos (2М +cr1) 0,147 
62 лz -262,765 
63 dl = (62)- (28) 0,125 
44 АО 

1 313° 37' 35,133" 
64 ЛА 1 -0,039 
65 А1 313 37 35,094 

45 АО 
2 64 ° 45' 20,842" 

66 ЛА2 0,079 
67 А2 644520,921 

" 35 164 938,499" cr i 
68 - В1 sin cr1 cos (2М +cr1) 184,578 
69 -у sin 2cr1 cos (4М +2cr1) -0,037 
70 dl · sin т -0,059 
71 z = (35)+ (68)--f--(69)+ (70) 165122,981 
72 s = z: ~ 5095541,2м 

Положив ro = l, найдем в первом приближении прямой и обратный ази­
муты и далее (также в первом приближении) т, М, а. Второе приближение 
для ro получим, применив формулу (29.39); затем со вторым приближением 
ro повторяем вычисления для получения следующего приближения т, М, 
а, ro, А 1 2 и А 2 1 до тех пор, пока не получим окончательных значений. 

3. Вь1числение длины геодезической линии s по формуле (29.30), используя 
окончательно вычисленные величины М, т и а. 

Способ Бесселя - основной для точного решения главной геодезической 
задачи на большие расстояния. В этом изложении достаточно подробно были 
приведены теоретические основы метода без освещения и изложения некоторых 
деталей, не имеющих принципиального характера, которые могут иметь из­

вестное значение при практических вычислениях. Так, например, не показаны 
возможные структуры и схемы таблиц для вычисления коэффициентов а, 
~, у, а 1 , ~ 1 ; не указаны пути достижения быстрейшей сходимости вычислений 
при применении способа последовательных приближений для нахождения 
неизвестных; не приводятся, наконец, примеры точных вычислений на решение 
прямой и обратной геодезических задач. Эти подробности читатель найдет 
в специальных курсах по сфероидической геодезии {55, стр. 89-1121 и [2, 
стр. 131-1351. 

Как указывалось выше, решение обратной геодезической задачи на боль­
шие расстояния имеет наибольшее применение в прикладных целях; при этом 
требования к точности вычислений зачастую невысокие. 

В 1960 г. было опубликовано <<Руководство по вычислению азимута и длины 
геодезической линии на поверхности эллипсоида Красовскога>}. В этом <<Ру­
ководстве>} приведены формулы и таблицы коэффициентов а, ~' у, а. 1 , ~ 1 . Коэф­
фициенты вычислены и приведены как функция sin 2 т. 
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Рекомендуемые формулы и порядок вычислений несколько иные, чем: 
указаны выше. 

В <<Руководстве>> приведены формулы Бесселя для решения обратной геоде­
зической задачи в двух видах, в зависимости от расстояний между заданными 

пунктами: от 400 до 7000 км и от 3000 до 17 ООО к:м. 
Приведем формулы, рекомендуемые для решения обратной геодезической 

задачи для расстояний от 3000 до 17 ООО км. 

l =--::с L2 - L 1; tg и= tg В- 0,003352330 tg В 

cos а0 =sin u1 sin и2 + cos и1 cos и2 cos l; 27° <а0<155° 
. si n l 

Slll m 0 = -.-- COS U1 COS U2 
Slll <Jo 

Лl 0 = О,003351а~ sin m 0 ; ш0 = l + Лl 0 
cos а1 = sin и1 sin и2 + cos и1 cos и2 cos ш0 

О cos U1 tg U2- sin U1 cos Wo ctg А 1 = ---'---''----___,::--­
sin w0 

О sin U2 cos ffio-COS U2 tg И1 ctg А 2 = ---------­
sin Wo 

. sin w0 sin т ctg А~ 
s1n m=-.-- cos и1 cos и2 ; ctgM= --.---

s1n а1 s1n и1 

Лl = а1а'~ sin т + ~1 sin т sin а1 cos (2М + cr1) 

dl =Лl-Лl 0 
ЛА = sin т dl ct А о. 

1 sina1 g 2, 
ЛА = si~ т dl ct А о 

2 sш 0'1 g 1 

А 1 =А~ +ЛА 1 ; А 2 =А~+ЛА 2 
z = а'~ - ~ sin а1 cos (2М + cr1)- у sin 2а1 cos ( 4М + 2cr1) + dl sin т 

z 
s=­a 

1 .(29.46} 

Приведем пример на решение обратной геодезической задачи по форму­
Jtам: (29.46) (табл. 10). 

Последний член dl sin т введен как поправка за неточность а 1 , вследствие 
вычисления этой величины при помощи ш 0 , отличающейся от ш на величину dl. 
Действительно, из треугольника А 1Р 1В 1 имеем 

cos а-= sin и 1 sin и2 + cos и1 cos и2 cos ш. 

Полагая переменными cr и ш, после дифференцирования получаем 

da = cos и_1 cos и:> sin ш dш = sin т dl. 
s1n а 

(29.47) 

u Вычисления по формулам (29.46) обеспечивают получение азимутов с ошиб­
кои 0,005" и расстояния с ошибкой 0,2 м. 
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Для более приближенных вычислений - с ошибкой в s до ;;О-100 Jм 
и в азимутах до 2" - приведенные формулы можно применить в более простом 
виде: 

l=L2-L1 

tg и= V 1 е2 tg В,. (ИJIИ по формулам (29.41)1 

cos а O = sj n и1 sin U2 + cos и1 cos и2 cos l 
. sin l 

SJll то= -. -- COS U1 COS U2 
Slll О'о 

Лl~ = а1а~ sin т0 
ro 0 = l + Лl 0 

ctg А1 _ 2 = tg и2 cos и1 cosec ro 0 -sin и1 ctg ro 0 

ctg Л2 . 1 = sin U2 ctg ffio -tg и1 cos u2 cosec ro 0 

ctg М = sin т~ ctg А1 • 2 
- s1n и1 

s = -1
- (а;-В sin а0 cos (2М +а)+ Лl~ sin т0] 
а 

(29.48) 

при вычислениях по формулам (29.48) следует принимать следующие числовые 
значения величин (для эллипсоида Красовского): 

V t- е2 = о,996648, 
а1 = 0,003351 

_!_ = 30,87081-0,05185 sin~ т, 
а 

~ == 346,5" cos1 m. 

Объяснение к пример-у 

Четверти круга, в которых лежат азимуты А~. 2 и А;. 1 определяют по 
знакам ctg А~ ( ctg А;) и sin ro 0 , пользуясь табл. 11. 

Таблица 11 

1 11 111 IV 

Фующии табличное 180 °-таб- 180 °+таб- 360 °-тali-
значение личное зна- личное зна- личное зна-

чение чение чение 

ctg А 1 _ 2 или ctg А 2 _ 1 + - + -
sin roo + + - -

1 

При определении четверти круга, в которой находится азимут А;. 1 , сле­
дует предварительно знак sin ro O изменить на обратный. 

Дуга М лежит в первой четверти круга, если ctg М - число положитель­
ное, и во второй четверти, если ctg М - число отрицательное. 

Значения а, ~' у, а 1 и ~1 выбирают из табл. 12 по аргументу sin! т. 

134 



т ' 
. 
. ' 

;~~ 
Таблиц а 12 

stn• m а д ~ д '\' д <Х1 д ~1 д 

0,0 0,03239 30760 346,314 0,073 0,00334 9518 0,580 
54357 34,527 14 281 58 

0,1 0,03239 85117 311,787 0,059 0,00334 9799 0,522 
54390 34,550 12 280 58 

0,2 0,03240 39507 277,237 0,047 0,00335 0079 0,464 
54421 34,573 11 281 58 

0,3 0,03240 93928 242,664 0,036 0,00335 0360 0,406 
54454 34,596 10 281 58 

0,4 0,03241 48382 208,068 0,026 0,00335 0641 0,348 
С,4485 34,620 8 281 58 

0,5 0,03242 02867 173,448 0,018 0,0()335 0922 0,290 
54518 34,643 6 281 58 

0,6 0,03242 57385 138,805 0,012 0,00335 1203 0,232 
54549 34,666 5 282 58 

0,7 0,03243 11934 104,139 0,007 О ,00335 1485 0,174 
54582 34,690 4 281 58 

0,8 0,03243 66516 69,449 0,003 0,00335 1766 0,116 
54614 34,713 2 282 58 

0,9 0,03244 21130 34,736 0,001 0,00335 2048 0,058 
54646 34,736 1 282 58 

f,O 0,03244 75776 0,000 0,000 0,00335 2330 0,000 

Поправни R разностям ноэффициентов Поправни R разностям иоэффициентов 

1 

:: а ~ а ~ 

А sln• m 1 поправна Л sin' m 1 поправиа Л sin',m 1 поправна Л sin'm 1 поправиа 

0,00000 0,00000 0,05312 0,06983 
1• -16 -0,012 -7 -0,003 

0,00312 0,00086 0,05938 0,07845 

ii0,00938 
-15 -0,011 -6 -0,002 

0,00948 0,06562 0,08707 
-14 -0,010 -5 -0,001 

0.Q1562 0,01810 0,07188 0,09569 

. 0,02188 
-13 -0,009 -4 0,000 

0,02672 0,07812 0,10000 

10.02812 
-12 -0,008 -3 

0,03534 0,08438 

,0,03438 
-11 -0,007 -2 

0,04397 0,09062 

. &,04062 
-10 -n,006 -1 

0,05259 0,09688 

0,04688 
-9 -0,005 о 

0,06121 (,,10000 
-8 -0,004 

......._ 
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Вычисления ведут с числом. десятичных знаков, указанных в примерах. 

Табл. 12 содержит значения :коэффициентов а, В, -у, а 1 и В 1 , необходимые 
для решения обратной геодезической задачи по способу Бесселя*. 

Коэффициенты а и В находят параболическим интерполированием при 
помощи поправок к разностям коэффициентов. Коэффициенты -у, а 1 , В 1 выби­
рают из таблицы линейным интерполированием (см. табл. 12). 

Пр им ер. Определить а, В, -у, а. 1 и В 1 для sin2 т = 0,24798. 
Коэффициенты а и В находят гиперболическим интерполированием сле­

дующим образом: 
1) из таблицы коэффициентов для sin 2 т = 0,2 выбираем: а = 

= 0,03240 39507, разность Л = 54421, В = 277,237, разность Л = 34,573; 
2) из таблицы поправок к разностям: коэффициентов для Л sin 2 т = 

= 0,0479"8 отыскиваем поправку к разности а, равную -8, и поправку :к раз­
ности В, равную -0,006; 

3) по исправленным разностям: :коэффициентов (для а - 54413 и В -
34.567) вычисляем: окончательные значения а и В: 

а= 0,03240 39507 + 54 413 Х 0,4798 Х 10-10 = 0,03240 65 614, 

В= 277,237- 34,567 х 0,4798 = 260,652. 

Значения коэффициентов -у, а. 1 и В 1 : 

у= 0,047 - 11 Х 0,48 Х 10-з = 0,042; 

а1 = 0,00335 0079 + 281 Х 0,4798 Х 10-9 = 0,00335 0214; 

~1 = 0,464- 58 Х 0,48 Х 1 о-з = о, 436. 

§ 30. Решение главной геодезической задачи 
при помощи нормальных сечений 

Рассмотрим: еще один способ решения главной геодезической задачи пря­
мым путем. В этом способе вспомогательная сфера строится радиусом, равным 
радиусу кривизны сечения первого вертикала N 1 в начальной точке, с центром 
в точке пересечения нормали с осью вращения эллипсоида. 

На рис. 58 АРБ - полярный треугольник на эллипсоиде, а А'Р'В' 
(рис. 59) - соответствующий полярный треугольник на сфере. Его построение 
можно представить следующим способом:: 

На произвольном: большом круге, принятом за меридиан точки А на шаре 
радиуса N 1 , откладываем: дугу А' Р' = 90° - Б 1 , определяя тем самым на 
сфере положение точек А' и Р'. Далее откладываем в точке А' тара от мери­
диана угол, равный азимуту прямого нормального сечения на эллипсоиде 
из А на Б и под этим углом проводим: дугу большого круга а. При этом а должно 
быть равно углу, под которым усматривается из точки па дуга нормального 
сечения из А в Б на эллипсоиде. При помощи построения на шаре указанных 
элементов определяется положение и третьей вершины сферического треуголь­
ника, т. е. точки Б'. 

Характерная особенность данного построения - изображение сфероиди­
ческого треугольника АРБ на шаре при помощи прямого нормального сечения 
в одной из конечных точек дуги АБ. 

* Указанные коэффициенты можно использовать также для решения прямой геодею1-
ческой задачи по способу Бесселя. 
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Поскольку все элементы сферического треугольника выражаются в угло­
вой мере, элементы треугольника А' Р' В' тождественно будут совпадать с эле­
м.ентами сферического треугольника аЬр произвольного радиуса, показанного 
на рис. 58 пунктирными линиями. 

Общий ход решения задачи остается nр.ежним: а) переход от известных 
элементов сфероидического треугольника к соответствующим элементам сфе­
рического, б) решение сферического треугольника и нахождение величин, 

Р11с. 58 

р 

с 

о 

р 

о 

являющихся искомыми, и в) переход 
от найденных искомых величин на 
сфере к соответствующим им на 
сфероиде. 

Условимся, что кривая А В на 
сфероиде представляет собой геоде­
зическую линию. У становим про­
стейшие зависимости между эле­
ментами указанных треугольников. 

р' 

А' 

Рис. 59 

Во-первых, расхождения в длинах геодезической линии и дуги нормаль­
ного сечения - практически пренебрегаемы (см. § 15). 

Сторона полярного треугольника А' Р', согласно принятому построению 
А' Р' = 90° - В 1 . Поскольку линии Впь и Впа лежат в плоскости :меридиана 
точки В, то угол l, выражающий разность долгот на эллипсоиде, при переходе 
ва сферу не изменится. 

Согласно упомянутому выше условию, в качестве одной из заданных 
величин на эллипсоиде был указан азимут геодезической линии А 1 . 2 , в то 
Время как на сфере отложен азимут прямого нормального сечения а 1 . 2 • Поэтому 
Следует осуществить переход от А 1 2 к а 1 2 • 

Остальные элементы треугольника: s, 90° - В 2 и 360° - А 2 _ 1 при пере­
ходе на сферу получат новые значения, поэтому для применения этого способа 
должны быть известны зависимости или соотношения между s и <J, В 2 и В;, 
а также между а;. 1 и л;. 1 • 

Во-первых, укажем формулу для перехода от А 1 . 2 к а 1 _ 2 • Из (17 G) юнеем 

11·1
2s3 sin А 1 . 2 tg В1 

-------- р". 
24N~ 

(30.1) 
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Обозначив последние два поправочных члена через z:, 1 и v2 , перепишем 
формулу (30.1) 

а1 • 2 = А 1 • 2 + v1 - V2, (30.2) 

Зависимость между s и cr получена в § 16. Очевидно, при решении главной 
геодезической задачи необходимо, в зависимости от требуемой точности, при­
менять формулу (16.11) или (16.14), причем последняя имеет ви~ 

- 3 ' -- 111 cos 1 2 s . '11 2 tg В1 cos А1. 2 ( 1 2 2 2 А ) 3) 

. 8N
1 

. 
(30.3) 

Формулы (3'0.1) и (30.3) пригодны для расстояний, не превышающих 
4000-5000 · км. 

Зависимость между В 2 и в; также получена в § 15. Величина е" в соот­
ветствии с (15.3) - разность широт В 2 - в;. Но полученное выражение для Е 
далеко не всегда может быть использовано при решении геодезической задачи 
'Вследствие его приближенности. Дадим точные формулы для перехода от В; 
к В 2 или обратно. Из рис. 58 следует, что , 

t В'= пас _ ОС --·OD'+ naD 
g _) 2 вс - вс 

или, принимая во внимание (4.8) и (11.1), 

Заменяя N -

, (1-е2 ) N 2 sin B 2 +N1e2 sin В1 tg В2 = -----'---------­
N 2 cos В2 

v• 
(1-е2) _с_ sin В2 +-с- sin В1 tg В; = ____ V_2 ____ V_1 __ _ 

• у2 cos В2 

после элементарных преобразований, окончательно получаем точную формулу 

Обозначая 

t B'-t В ( 1 2 + 2 V2 sinB1 ) g2-g2 -ее--.--. 
V1 sш В2 

переписываем (30.4) так: 
tg в; = k tg В2 • 

(30.4) 

(30.5) 

(30.6) 

Переходя к установлению зависимости между а;. 1 и А;. 1 , отмечаем сле­
дующее: а;. 1 представляет собой на шаре 360° - а. 2 . 1 , т. е. дополнение до 
360° азимута направления с В 1 на А 1 . На эллипсоиде это будет угол между 
плоскостью меридиана точки В и плоскостью, проходящей через прямое нор­
мальное сечение из точки А на точку В. Очевидно, можно перейти от а.;_ 1 к А;. 1 
следующим образом: от угла а;. 1 к азимуту прямого нормального сечения, 
из точки В на А путем введения поправки Л и от азимута нормального сечения 
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Г-уту rеодезической линии путем введения поправки 
· используя формулы (17.2) и (17.3) 

/5 2 . i- Иначе говоря, 

А;. 1 =а;. 1 -Л" +02. 1, 
или 

А , e2cr2 cos2 Вт sin 2А 1 . ') р" + e2cr2 cos 2 Вт sin 2А 1. 2 р". 
s. 1 = а;. 1 - 4 '12 

Суммируя поправочные члены, находим 

, , 'llis2 sin А1 . 2 cos А1. 2 

А2 1=~ 1----------. . . 3Ni 

Принимая во внимание обозначения (30.2), получаем 

л;. 1 =а;. 1 -2v1, 

(30.7) 

(30.8) 

(30.9) 

При решении геодезической задачи на большие расстояния эта формула 
будет давать значительные погрешности. 

Более точной формулой будет (17.7), т. е; 

А, , 'YJis2 sin А 1 . 2 cos А 1 . 2 'YJis 3 sin А 1 . 2 tg В1 
2. 1 = CG2. 1 - 3Ni + 8N~ ' (30.10) 

или, используя обозначения (30.2), 

А;. 1 = а;. 1 - 2v1 +3v2. (30.11) 

Приведенными формулами решается вопрос об установлении зависимости 
между элементами сфероидичесн.оrо и сферического треугольников. 

Рассмотрим порядок решения прямой и обратной геодезической задачи 
по данному способу. 

Прямая геодезическая задача 

Исходные данные: В 1 - широта первой точки, s - длина геодезической 
линии между первой и второй точками, А 1 _ 2 -:- ее азимут. Порядок решения: 

1. Переход от азимута геодезической линии А 1 . 2 к азимуту прямого нор­
мального сечения а 1 2 по формулам (30.2). 

2. Переход от длины геодезической линии между точками к длине дуги 
нормального сечения по формулам (30.3). 

3. Решение сферического треугольника А 1Р 1В 1 по формулам: 

а;. 1 + z 
sin 

90°-(B1-cr) 

tg 
2 tg ,:tt· ;> 

2 90° -(/J 1 +cr) 
sin 

2 

а;_ 
1
-l cos 

90° -(В1 -cr) 

tg 
2 а1 " tg-·-~ 

2 90°-(JJ1 +a) 2 
cos 

2 

(30.12) 

а;_ 
1
--l 

_s_i1_1 __ 2 __ tg 900 -(В1 + cr) 

а;. 1 + z 2 
sin----

2 
и вычисление в;, а ;_ 1 , l. 
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4. Переход от lJ 2 к В 2 , т. е. вычисление искомой широты второй точки 
по формуле (30.6). 

5. Вычисление долготы второй точки. 

L2= L1 +z1. 
6. Переход от азимута а 2 1 на шаре к обратному азимуту геодезической 

линии А;. 1 на эллипсоиде по· формуле (30.7). 

Обратная геодезическая задача 

Даны в качестве исходных координаты двух точек. Требуется определить 
расстояние между ними, прямой и обратный азимуты геодезической линии, 
соединяющей эти точки. 

1. Вычисление широты в; по формуле (30.6). 
2. Решение сферического треугольника по двум сторонам (90° - В J) 

и t90° - в;) и по углу между ними (Z = L 2 - L 1) по формулам: 

а;_ 1 +а1. 2 
. cos 

(н~ - В1) 
2 l 

tg 
2 (в~+ В1) 

ctg 2 
sin 

2 

sin 
(В~-В1) 

(30.13) 
а2., -а1. 2 2 l 

tg 
~ 

-
(в~ +в1) 

ctg 2 
cos 

2 

sina= 
sin l cos В1 sinlcosв; 

siпa 2 . 1 sin а1 . 2 

и вычисление а, а 1 2 , а~.1· 
3. Вычисление прямого и обратного азимутов геодезической линии на 

основании формул (30.2) и (30.11). 
4. Переход от а к s по формуле ( 16.13), которую перепишем:, опустив 

члены порядка У\ 4а 3 и оставив члены 'Yl 2а 2 (в данном случае при значительных 
расстояниях У\ следует считать малой величиной того же порядка, что и а). 

(30.14) 

3 ? 
S1']jCOSA1.2 
-----р"=р1 

6N~ 
и 

S
4 'Y]i cos А1. 2 tg В1 " 

8N4 р = Р2 
1 

N, б и имея в виду, что величина --,,- приближенно представляет со ой длину дуги 
р 

сечения первого вертикала, равную одной секунде в средних широтах 31 м, 
фор:l\Iулу (30.14) окончательно перепишем: та~с 

(30.15) 
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Приведенные формулы и указанный порядок вычислений позволяют 
решать прямую и обратную геодезические задачи. 

Предложение о практическом использовании формул настоящего пара­
графа для решения прямой и обратной геодезических задач сделано Г. В. Баг­
ратуни и опубликовано в Трудах МИИГАиR (вып. 9, стр. 36-40); под его 
руководством составлены вспомогательные таблицы для решения геодезических 
задач. В этих таблицах приведены (только в несколько иных обозначениях) 
величины lg k, v 1 , v 2 , р 1 , р 2 • В упомянутой статье приведена таблица наиболь­
ших погрешностей вычисления азимутов и расстояний (при средней широте 
55°), :которая приводится здесь в сокращенном виде (табл. 13). 

Таблиц а 13 

Наибольшая погрешность 
s 

В НМ 

1 1 
в Al.2 в A~.l в s (м) 

500 0,01" 0,02 0,00 
1000 0,02 0,04 0,07 
2000 0,05 0,11 1,15 
3000 0,23 0,48 9,25 
4000 0,73 1,65 36,2 
5000 1,79 3,60 72,8 

§ 31. Решение прямой геодезической задачи 
по методу Рунге - Кутта - Мерсона 

Развитие и широкое применение современной вычислительной техники 
существенно расширили возможности практического использования различ­

ных методов и математических формул решения вычислительных геодезических 
задач. Те формулы и способы, которые ранее, при прежних методах, были 
трудоемки и неудобны для вычислений, стали целесообразны и эффективны 
при использовании электронно-вычислительных машин. 

Приведем формулы для решения прямой геодезической задачи Рунге -
Нутта - Мерсона, вывод которых основывается на численном: интегрировании 
уравнений (23.1) с использованием (5.23-5.25), удобные для вычислений 
на ЭВМ*. 

" в ) 
ЛВi == s0K i cos ai t 

ЛL; = s0 кr sin ai sec ~i 1 
., а . 

ЛАi = s0 Ki sin а, tg ~i 

(i = 1, 2, ... , 5) 

Для размеров эллипсоида Красовского 

р" 
s0 = э-;;- s = 0,0107 43464s 

Kf = (1 + 0,00505389 cos 2 ~i) (1 + 0,00168463 cos2 ~J-1 

К~= (1 + 0,00842316 cos2 ~J (1- 0,00168463 cos2 ~i)-1 

* <<Геодезия и картография>>, No 9, 1973 г., стр. 10-13. 

(31.1) 

(31.2) 

141 



Значения ai и ~i равны (табл. 14) 

1 
2 

3 

4 

5 

А1 
А1 +ЛА1 

1 1 
А1 +т ЛА1 +т ЛА2 

3 9 
А1+тЛА1+тЛА3 

3 9 
А1+2 ЛА1-2 ЛАз+6ЛА4 

Таблица 14 

(3 

В1 

В1+ЛВ1 
1 1 

В1+тЛВ1+тЛВ2 

3 9 
В1+8 ЛВ1+8 ЛВ3 

3 9 
В1 + 2 ЛВ1-2 ЛВз +6ЛВ4 

Таблиц а 15 
Иr.ходные данные: В1 = 49°00'40,236" 

L1 =43°18'28,727" 

А1 = 229°16'01,160" 
S=599987,3 М 

So = 6445,942 

Приближения 

Формулы 
3 4 

rJ.i 229° 16'01,160" 227° 42' 11,867" 227°45'09,928" 227°01 '57,044" 225°00'29,062" 

Bi 49 00 40,236 47 50 15,728 47 49 09,134 4712 38,276 452010,828 
sinщ -0,7577 5850 --0,7396 6981 -0, 7 402 5048 -0,7317 4058 -0,70720640 
соsщ -0,6525 3510 -0,6729 6995 -0,6723 3118 -0,6815 8325 -0,7070 0715 
cos Bi 0,6559 1180 0,6712 3297 0,6714 7225 0,6793 0513 0,7029 4372 
cos2 Bi 0,4302 2029 0,4505 5370 0,4508 7498 0,4614 5546 0,49412987 
tg Bi 1,1508 2172 1,1043 0577 1,1035 8945 1,0803 0382 1,0118 0998 
кr:, 

1, 
1,0014 4848 1,0015 1687 1,00151796 1,0015 5356 1,0016 6346 

к~ 
i 

1,0043 5172 1,0045 5756 1,0045 6081 1,0046 6792 1,0049 9872 

so • Kf 6455,2788 6455,7197 6455,7267 6455,9562 6456,6646 

so • кр 61173,9929 6475,3198 6475,3407 6476,0311 6478,1635 

sin щ · tg Bi -0,8720 4494 -0,8168 2164 -0,8169 3262 -0,7905 0214 -0,7155 5849 
sin ai: cos Bi -1,1552 7499 --1, 1019 5691 -1,1024 28~9 -1,07718983 -1,0060 6404 

ЛВ'; -4224,508" -4357,696" -4353,573" -4413,954" -4580,108" 

ЛLi -7457,622 -7113,925 -7116,980 -6954,290 -6495,818 

ЛАi -5629,293 -5273,172 -5273,894 -5103,447 -4620,121 

ЛВi -1 °10'24,508" -1 °12'37,696" -1 °12'33,573" -1 °13'33,954" -1 °16'20,108" 
ЛLi -2°04'17,622" -1 ° 58'33,925" -1 °58'36,980" -1° 55'54,290" -1 °48'15,818" 
ЛАi -1 °33' 49,293" -1 °27'53,172" -1 °27'53,894" -1 °25'03,447" -1 °1.7'00,121" 

в =49°00'40 236"+-
1
- (-1°10'24508" -4°54'15 816"-1°16'20108") =45°20'10 020• 

2 ' 2 ' '> ' > 

L = 43°18'28 727" + _!_ (-2°04'17 622" -7°43'37 160" -1°48'15818") = 37°30'23 4268 
2 ' , 2 , • ' > 

А2 = 229°16'01160" -180° +-1- (-1 °33' 49" 293"-5°40'13 788" -1°17'00121") = 45°00'29 548" 
' 2 ' J ' ' 
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Искомые разности коQрдинат будут равны: 

лв=-}(лв, +4лв.+лв.) ] 

ЛL= ~ (ЛL, +4ЛL• + ЛL.) j' 
ЛА==2 (ЛА 1 +4ЛА 4+ЛА 5) 

пооле чего по прежнему: 

В2=В1+лв } 
L2=L1 +ЛL . 

А2=А1 ± 1so• +лл 

( 31.3) 

(31.4) 

Формулы (31.1)-(31.4) пригодны для вычислений на любых ЭВМ и на­
стольных электрических машинах для средних (умеренных) расстояний до 
300 км с ошибками порядка О,003"-0,006". Для больших расстояний ошибки, 
естественно, будут больше. 

В табл. 15 приводится пример на решение задачи по приведенным: формулам. 

§ 32. Решение прямой и обратной ~адач 
методом хорд эшшпсоида. 

Формулы Молоденского 

В основе рассмотренных способов решения главной геодезической задачи 
~ежит решение сфероидических треугольников, образованных соответствующими 
кривыми на поверхности эллипсоида (обычно геодезическими линиями). Такои 
подход к решению задач приводит к применению бесконечных рядов со сложной 
с.труктурой; общий член этих рядов остается неизвестным. Таким образомй 
задача не получает строгого решения в замкнутой форме. 
, Решение главной геодезической задачи методом хорд заключается в замене 
сфероидических треугольников плоскими, образованными хордами, соединя­
ющими вершины треугольников. В этом случае искомые величины будут опре­
деляться формулами замкнутого вида в элементарных функциях. 

· Идея использования хорд и основанньrе на ней методы решения геодезиче­
. ских задач были рассмотрены и исследованы еще в прошлом столетии, но прак­
тического применения не получили. В 1954 г. М. С. Молоденский обратил 
внимание на возможность и целесообразность использования в ряде случаев 
упомянутых методов и разработал теорию решения геодезических задач с ис­
пользованием хорд . 
.1, , НижР будет дан вывод формул прямой и обратной геодезических задач, 
~редполагал, что все исходные данные относятся к поверхности эллипсоида. 

(' · Принципиальная сторона этого метода проста. Положение точек в геодези­
,еских вычислениях задается криволинейными координатами В и L. По про­
етым и точным формулам переходим к системе прямоугольных прямолинейных 
µространственных координат Х, У, Z. В этой системе координат все задачи, 
связанные с определением взаимного положения точек, решаются в замкнутом 
виде, включал, конечно, прямую и обратную геодезические задачи. Обратный 
переход от координат Х, У, Z осуществляется точно так же, на основе тех же 
Формул. 
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Пусть имеем на поверхности эллипсоида вращения точки А и В с коорди­
натами: для точки А ... В 1 и L 1 - в геодезической системе координат и Х 1 , 
У 1 , Z 1 - в системе прямоугольных прямолинейных координат; соответственно 
для точки В ... В 2 , L 2 и Х 2 , У 2 , Z 2 • 

Зависимость между координатами выражается формулами: 

Х = N cos В cos L 

У =NcosBsin L 
ь2 

Z=-NsinB 
а2 

"Уравнение прямой, проходящей через эти две точки, имеет вид 

У2 -У1 Z2-Z1 -----s cos ~ - cos у - l, 2 , 

где а, ~' у - углы прямой с координатными осями. 

(32.1) 

(32.2) 

s1 . 2 - расстояние между точками А и В по прямой (хорде эллипсоида). 
Обозначая 

cosa=l, 

cos ~ =m, 

cos у= п 

и принимая во внимание (32.1) и (32.2), можем написать: 

S1, 2 l = Х2-Х1 = N2 cos В2 cos (L2- L1)- N1 cos В1, 

s1 . 2 m·= У2-У1 = N 2 cos B2 sin (L2 - L 1), 

(32.3) 

(32.4) 

(32.5) 

При этом принято, что плоскость XOZ совмещена с меридианом первой 
точки, т. е. L 1 = О, а (L 2 - L 1 ) представляет разность долгот точек А и В. 

Возведем уравнения (32.3), (32.4) и (32.5) в квадрат и сложим. Имея в виду, 
что 

z2 + т2 + п2 = 1, 

после простых преобразований получим 

(32.6) 

где 'Ф - угол между нормалями в точках А и В, определяемый из выражения 

(32, 7) 

Определим направляющие косинусы прямой АВ через зенитное расстояние 
z 1 _2 и геодезический азимут хорды А 1 _ 2 • 

Воспользуемся следующим построением. С центром в точке 1 построим 
вспомогательную сферу (рис. 60). 
где Х, У, Z - пространственные координаты; 
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z 1 - геодезический зенит точки 1; 
А 1 • 2 - геодезический азимут хорды прямого нормального сечения 

из А на В (как азимут плоскости, проходящей через отрезок 
s1 . 2 и геодезический зенит первой точки). 

!! 

r Остальные элементы по-

р 

Рпс. 60 

строения легко усматрива­

ются из рис. 60. 
Имеем из треугольника 

BZ1M 

l = cos а= cos В1 cos z1 • 2 -

-sin В1 sin z1 . 2 cos А 1 • 2; (32.8). 

s 
Рис. 61 

из треугольника М z 1N 

•. '. 

т = cos ~ = sin z1 • 2 sin А 1 • 2; (32.9), 

из треугольника М z 1P 

п = cos у= cos z1 . 2 sin В1 + sin z1 • 2 cos В1 cos А 1 . 2 • (32.10) 

Определим азимут А 1 . 2 прямой АВ через геодезические координаты ее. 
концов. 

"Умножи:м (32.8) на sin В 1 и (32.10) на cos В 1 и образуем их разность, тогда 
получим: 

п cos В1 - l sin В1 = cos2 В1 sin z1 • 2 cos А 1 • 2 + sin2 В1 sin z1 . 2 cos А 1 • 2 = 

И далее 
= cos А L. 2 sin z1 • 2· 

ncosB1 -ZsinB1 
т 

cos А1. 2 sin z1. 2 __ _.;.. __ __;__ = ctg А 1 . 2· 
sin z1. 2 sin .41. 2 

(32.11), 

Для выражения ctg А 1 2 заменим в последнем выражении l, тип согласно. 
(32.3), (32.4) и (32.5). После преобразований получим 

а2-ь2 N 1 sin В1 -N2 sin В2 В В В (L L ) ctg А 1 . 2 = --- N в . ( L L ) cos 1 + cos 1 tg 2 cose~ 2 - 1 -
а2 2 COS 2 Slll 2- 1 

- sin В1 ctg ( L2- L1)· 

Возьмем опять сферу единичного радиуся (рис. 61). 
z 1 - положение геодез.нч.~ского зенита 1 точки; 
z2 - положение геодезического зенита 2 точки; 

10 П. С. 3анатов 

(32.12) 



Р - положение полюса; 
s - соответствует направлению отрезка s 1 2 ; 

А 1 2 , А 2 1 - прямой и обратный азимуты хорды; · 
а~. 2 , а 2·. 1 - прямой и обратный азимуты хорды s1. 2 на сфере; 

L 2 - L 1 - угол при вершине Р треугольника Pz 1z 2 , из которого имеем 

sin (L2 - L 1) ctga1. 2 = ctg (90° -В2) sin (90:, -В1)- cos (L2 - L 1) cos (90° -В1), 

откуда 

(32.13) 

принимая во внимание (32.13), формула для ctg А 1. 2 на основании (32.12) 
примет вид 

а2-Ь2 N1sinB1-N2 sinB2 
ctgA1.2=ctga1.2+ а2 N2cosB2sin(L2-L1) cosB1. (32.14) 

Для обратного азимута аналогично получим 

t А t а2-ь2 N2 sinB2 -N1sinB1 В (3215) 
с g 2 · 1 =С ga2 , 1+ а2 N1cosB1sin(L1-L2) cos 2· · 

Формулы (32.6), (32.14) и (32.15) принципиально решают задачу. При ре­
шении обратной геодезической задачи по этим формулам непосредственно 
вычисляют искомые s1 . 2 , А 1 • 2 и А 2 • 1 , 

Решение прямой геодезической задачи получаем следующим образом. 
Из формул (32.3) и (32.4), разделив первую на вторую, находим 

откуда 

t L _ N 1 cos В1 + l1. 2 
с g 2----- --. 

т1. 2s1. 2 т1. 2 

Перепишем последнюю формулу, заменив значения 
iIYCOB ИЗ (32.8) И (32.9), ПОЛУЧИМ 

(32.16) 

направляющих коси 

ctgL2= . ~ [ Ni ~osBi +cosB1ctgz1 2-sinB1cosA 1 2]. (32.17) 
s1n 1 , 2 s1. 2 s1n z1. 2 ' · · 

Для получения выражения для разности широт умножим формулу (32.4) 

-.на -sin В 1 cosec L 2 , а (32.5) на : .. cos В 1 и сложим. 
Получим: 

-N 2 cos В2 sin L 2 sin В1 cosec L 2 + :: N 2 sin В2 ~: cos В1 -
ь2 а2 • . а2 

-- а2 N 1 Ь2 cos В1 sш В1 =· -s1• 2 m1• 2 s1n В1 cosec L 2 + s1• 2 n1 2 Ь2 cos В1 • (32.18) 

После преобразований 

2 • В 

N 2 sin (В2-В1) = N 1 sin В1 cos В1 + .!!:._ь" n1 2S1 2 cos В1 - s~nL 1 m1 2s1 2. (32.19) 
~ • • Slll 2 · • 

Заменим в полученной формуле N 1' cos В 1 из (32.16), т. е. 

N 1 cos В1 = m1 • 2s1. 2 ctg L 2 -s1 . 2l 1 . 2 

и внесем значения l 1 . 2 и m 1 . 2 из (32.8) и (32.9). 
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Получим: 

N2 sin (В2-В1) = m1 • 281 . 2 ctg L 2 sin В1 -81• ,i1. 2 sin В1 + n1 • 281 . 2 :: cos В1 -

sin Bi [ · · А . В t L В . В + - rn 1 281 2-, -L- = 81 2 Slll Z1 2 Slll 1 2 Slll 1 С g 2 - COS 1 COS Z1 2 SШ 1 
• • Slll 2 . • • ' 

, • 2 , а 2 sin В1 • • ] 
-+- s1n В1 s1n z1 2 cos А1 ., +-ь2 n1 2 cosB1- -. -L- sш z1 "s1n А 1 2 . 1 

• • "' • Slll 2 ' "' ' 
(32.20) 

Внесем преобразования 

-sin В1 cos z1 • 2 cos В1 + ( 1- cos2 В1) sin z1 . 2 cos А1 • 2 = 
= -cos В1 (sin В1 cos z1 . 2+ cos В1 sin z1• 2 cos А1 • 2) +sin z1• 2 cos А 1 . 2 = 

(32.21} 
из (~2.20) и (32.21): 

sin (В2 - В1) = st 
2
2 [ sin z1 • 2 siн А 1. 2 sin В1 ctg L 2 + 

ИJIИ 

. (В В ) s1. 2 [ • А . А . В t , L2 + а2 - ь2 В ] S1D 2- 1=N2 SlDZ1,2COS 1.2-SШ 1.2Slll 1 g2 -ь-2-п1.2СОS 1, 

1' (32.22) 

l'де значения cos z1_2 и п1 . 2 определяются из (32.8), (32.9) и (32.10). 
Способ М. С. Молоденсного разработан автором и нандидатом техничесних 

иаун В. Ф. Еремеевым до стадии nрантичесного применения. 
Выше изложены тольно принципиальные вопросы без подробностей, с тем 

1l'fобы ознаномить читателя с иным, отличным от предыдущих, методическим 
подходом к решению главной геодезической задачи. 

Способ Молоденского приводит R построению пространственной или <<трех­
мерной» геодезии. Для этой цели вводится третья координата - высота 
nуяктов над эллипсоидом Н; выражения для пространственных координат 
имеют вид: 

Х = (N + Н) cosBcos L; У= (N + Н) cos Bsiп L; Z = [N (1-е2) +Нl sinB. 
(32.23) 

Приведем без вывода формулы для обратной геодезической задачи (при 
~,юбых значениях длин хорд s и высотах Н 1 и Н 2). 

а4-Ь4 N . . 2 
- а4 ( 2sшB2 --N1 sшB1 ) -

-2 

10* 

) 

1 

\ • (32.24) 
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1 
ctg А2. 1 = 

В заключение главы отметим следующее. 
При выборе методов и фор.мул для решения геодезических задач необ­

ходимо брать такие, которые обеспечивали бы заданную точность вычислений 
и требовали бы наименьшего вычислительного труда. Рекомендовать единый, 
яаиболее целесообразный :метод получения формул и единые формулы для ре­

в 

А с 

Рис. 62 

D 

[ 

шения геодезической задачи не представляется возмож­
ным. Методы и формулы, пригодные для решения задач 
при сравнительно коротких расстояниях, при больших 
расстояниях становятся сложными, громозд1-шми, 

требующими затраты огромного труда. При реше­
нии задачи косвенны:м методом по мере увеличения 

расстояний возникает необходимость учитывать все 
возрастающее число поправочных членов. Поэтому кос­
венный путь, имеющий неоценимые достоинства при срав-
нительно коротких расстояниях, при более длинных за­

меняется прямым путем решения задачи. То же самое следует сказать и о прямых 
методах решения задачи: будучи пригодными для вычислений координат на 
,большие расстояния, при уменьшении расстояний между пунктами эти методы 
не получают серьезного упрощения и уступают косвенным: методам, формулы 
которых резко упрощаются при малых расстояниях, так как можно пренебре­
гать некоторыми поправочными членами. Но и в пределах каждого из двух 
.основных путей решения геодезической задачи, в зависимости от требуемоif 
точности вычислений и наличия в распоряжении вычислителя вспомогательных 
вычислительных средств (таблиц и т. п.), при одних и тех же расстояниях :могут 
быть приняты разные методы и формулы. 

Вычисление геодезических координат является одним из основных вопро­
-сов, рассматриваемых в сфероидической геодезии; эту задачу не без основания 
называют главной геодезической задачей. Однако с введением системы прямо­
угольных координат Гаусса - Крюгера производственное значение вопроса 
,о решении геодезической задачи на эллипсоиде уменьшилось. В настоящее время 
координаты пунктов триангуляции 2 класса и ниже вычисляют на плоскости 
.е, применением соответствующих простых формул. Лишь при обработке три­
ангуляции 1 класса вычисления ведут в системе геодезических координат на по­
верхности эллипсоида. Однако знание методов решения прямой и обратной 
геодезических задач необходимо для каждого геодезиста независимо от его спе­
циализации и сферы производственной деятельности. Для специалистов, ис­
пользующих результаты геодезических и топографических работ, система пря­
моугольных плоских координат может считаться основной; для геодезиста л-.е 
остается основной система геодезических координат на эллипсоиде. При реше­
нии основных научных вопросов высшей геодезии все вычисления выполняются 
на поверхности эллипсоида с применением геодезических координат. 

Рассмотрим различные способы контроля вычисления геодезических коор­
динат. 
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1. Если ряд триангуляции предварительно или окончательно уравнен, 
"Т. е. сумма углов каждого треугпльника равна 180° + в, то координаты пункта 
-в каждом треугольнике вычисляют последовательно от координат двух других 

:пунктов, что дает исчерпывающий контроль. Например, известны координаты 
.пунктов А и В (рис. 62); от этих двух пунктов по расстояниям и азимутам сто­
рон А С и ВС вычисляют координаты пункта С. Сходимость значений широт 
и долгот (в пределах точности вычислений), полученных для точки С от А и 
-от В, будет контролем вычисления этих координат. Для контроля вычисления 
азимутов образуем сферический угол как разность обратных азимутов напра­
влений СВ и СА; совпадение значения вычисленного таким образом угла с его 
.значением, известным из треугольника, и есть контроль вычисления азимутов. 

Такой контроль получится при вычислении последующих точек D, Е и т. д. 
2. Если необходимо вычислять координаты пунктов ряда, не уравненного 

.за условия фигур, то указанный выше порядок контроля не может быть при­
менен, так как треугольники не представляют собой замкнутой фигуры. Такой 
-случай может быть при вычислении свободного члена азимутального условного 
уравнения при уравнивании звена триангуляции 1 класса. В этом случае выби­
рают вдоль ряда некоторую ходовую линию, по которой вычисляют координаты. 
Контроль осуществляют при помощи независимых вычислений в две руки. Но 
-бывают случаи, когда два опытнейших вычислителя допускают одну и ту же 
-ошибку, которая таким образом не обнаруживается и сказывается на всех 
:последующих вычислениях. Чтобы это избежать, следует при вычислении 
в две руки пользоваться различными формулами. При нормальных расстояниях 
между пунктами целесообразнее вести одни вычисления по формулам: со вспо~ю­
тательной точкой, другие - по формулам со средними аргументами. Необхо­
димые для вычисления средней широты и среднего азимута координаты второй 
"Точки берут из результатов вычислений первой руки. Применение двух различ­
ных формул исключает возможность сделать одну и ту же ошибку. 



Глава V 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ 

§ 33. Дифференциальные формулы первого рода 

После обработки триангуляции и вычисления геодезических координат 
пунктов может оказаться, что начальные данные (длина и азимут исход­
ной стороны, координаты начального пункта), принятые при обработке, под­
лежат небольшим изменениям. Это, естественно, вызывает необходимость испра­
вления всех вычисленных широт, долгот и азимутов триангуляции. :Конечно, 
можно заново решить треугольники и вычислить широты, долготы и азимуты 

р 

А 

Рис. 63 Рис. 64 

на основе новых исходных данных, однако проще исправить координаты пунк­

тов путем вычисления поправок к ним. 

Формулы, выражающие поправки геодезических координат пунктов и ази-· 
мутов направлений за изменение начальных данных триан­
гуляции, называются д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и ф о р м у л а м и п е р­
в ого род а. 

Бывают случаи, когда необходимо изменить параметры принятого рефе­
ренц-эллипсоида. Это может случиться при использовании старых триангу­
ляций, которые относились в России к эллипсоидам Вальбека, :Кларка, Бесселя, 
тогда как в настоящее время в СССР принят эллипсоид :Красовского. :Кроме 
того, в связи с переходом к эллипсоиду :Красовского возникает необходимость 
перевычисления координат пунктов на этот эллипсоид, так как в старых ката­

логах приведены координаты пунктов, вычисленные с использованием пара­

метров эллипсоида Бесселя, который был принят в геодезических работах 
СССР до 1942 г. :Конечно, координаты, отнесенные к новому эллипсоиду, могут 
быть получены путем перевычисления координат пунктов с использованием 
новых значений параметров референц-эллипсоида. Однако и в этом случае проще 
получить новые координаты пунктов путем вычисления и введения поправок 

за изменение параметров эллипсоида. 

Формулы, выражающие поправки геодезических координат з а и з м е -
н е н и е п а р а м е т р о в э л л и п с о и д а, называются д и ф ф е р е н -
ц и аль н ы ми ф о р мул а l\I и в то рог о род а. 
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Выведем дифференциальные формулы первого рода. 
Пусть в результате ранее выполненных вычислений получены геодезические 

координаты конечных точек стороны триангуляции АВ (см. рис. 62), ее длина, 
:прямой и обратный азимуты. 

Обозначим: 
В 1 , L 1 - координаты пункта А; 
В,., L 2 - координаты пункта В; 
А 1 2 - азимут с А на В; 
А 2 · 1 - азимут с В на А ; 

· s - расстояние АВ. 
Пусть широта пункта А изменилась на малую величину dB 1 , азимут 

и длина линии АВ - на малые величины dA 1 2 и ds соответственно. Найдем 
выражения для поправок в координаты пункта· В и в обратный азимут А 2 . 1 , 

т. е. dB 2 , dL 2 и dA 2 . 1 как функции изменений dB 1 , dA 1 . 2 и ds. -Учитывая, что 
dB 1 , dA 1 . 2 и ds - малые величины, имеем: 

dB дВ2 dB дВ2 d дВ2 dA 1 
2 = дВ1 1 + fis s + дА1. 2 1. 2 

dL2 = :~: dB1 + 8t2 
ds + аа::.:. 

2 
dA 1• 2 + dL1 j , 

dA = дА2.1 dB + дА2.1 ds+ дА2.1 dA 
2, 1 дВ1 1 дs дА1. 2 1. 2 

(33.1) 

или 

dB2 = d.в1; 1 + dB: + dBf 1. 
2 1 

dL2 = dL1 + dLf 1 + dL~ + dLf1. 2 • 

dA 2. 1 =dAf.\ +dA~. 1 +dA:\2 
(33.2) 

1. Вы в од вел и чин dBf1, dLf 1 и dAf\. Пусть точка А', лежа­
щая на меридиане точки А (рис. 63), имеет широту В 1 + dB 1 • Будем повора­
чивать геодезическую линию БА вокруг точки В до тех пор, пока она не пройдет 
через точку А'. Точка А переместится в положение А {. Перемещаем точку А { 
(в положение А', сохраняя при этом длину линии АВ, равной s. Тогда точка В 
переместится в положение В~ и, очевидно, А' В~ = s. Будем поворачивать ли­
вию А'В' вокруг точки А' до тех пор, пока ее азимут не сделается равщ,1м А 1 2 ; 

при этом В{ переместится в положение В'. Очевидно, разность широт точек·в 
и. В' получится 

dBB1 = дВ2 dB 
2 дВ1 1, 

т. е. это будет часть поправки dB 2 , обусловленная изменением широты точки А 
ва величину dB 1 . 

Из рис. 63 имеем: 

вв~ = А1А' = М1 dB1 cos А1, 2, 

АА~ =М1 dB1 sinA 1 • 2· 

Применяя формулы для решения прямой геодезической задачи, получаем 
разность широт точек В { и В 

М1 dB1 cos А1. 2 cos А2 • 1 

М2 
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а разность широт точек В' и В i равна 

или 

М 1 dB 1 sin А1 . 2 sin А2 . 1 

vf 2 

Так как АА; ~ В~В', следовательно, 

.llf 1 dB1 cos А1. 2 cos A:i. 1 

М2 
М 1 dB 1 sin А1 . 2 sin А2 . 1 

М2 

(33.3) 

Из треугольника АВР (рис. 64), который мы рассматриваем как сфери-
ческий, 

cos l = -cos А 1. 2 cos А 2 . 1 - sin А 1 . 2 sin А 2 . 1 cos а. (33.4) 

Полагая в выражении (33.4) cos а = 1, на основании (33.3) и (33.4) полу-
чаем 

или 

Для вывода dLf 1 заметим, что 

L2 = L1 + l; dL2 = dL1 + dl; dl = dlBt + dl 5 + dzA1. 2. 

По аналогии с предыдущим 

d В1 M1dB 1 cosA1. :isinA 2.1 + M1dB 1 sinA1. 2 cosA2. 1 l2 = - ------::------- ----=--------' 
N 2 cos В2 N2 cos В2 

dlf
1 = - м1 

{cos А 1 . 2 sin А2. 1 -sin А 1 . 2cos А2. 1} dB1. N2 cos В2 

Но из рис. 64 имеем: 

sin В2 sin l = --sin А 2 . 1 cos А 1 . 2 + cos А 2 . 1 sin А 1 • 2 cos а, 

-sin В2 sin l = cos А 1 • 2 ~in А 2 • 1 -sin А 1 . 2 cos А2 . 
1 

cos а. 

Положим, что cos а = 1, тогда формула (33.6) примет вид 

dlf
1 = ~ 1 sin l tg В2 dB1 • 

1V 2 

Для вывода dA 2 _ 1 вспомни:м, что 

А2. 1 = А 1. 2 ± 180° + t, 
следовательно, 

152 

dA 2 . 1 = dt. 

Из треугольника сРЬ (рис. 65) 

sinB2 =ctgltgt, 

tg t = tg l sin В2 . 

Дифференцируя (33.9), находим 

~ 2 = __!}_!__2 l sin В2 + tg l cos В2 dB2• cos· t cos 

(33.5) 

(33 .6) 

(33. 7) 

(33.8) 

(33.9) 



Полагая cos 2 t = 1 и cos 2 l = 1, получаем 

dt = dl sin В2 + tg l cos В2 dB2• 

Принимая во внимание (33.8), (33.7) и (33.5), последнее уравнение примет 
вид 

или 

dA :.1

1 = { ;
2

1 sin l tg В2 sin В2 + tg l cos В2 :: cos l} dB1 , 

dA B 1 sinl ( М1 , 2в + М1 2в}dВ 
2.1=--в-{-N Slil 2 -М cos 2 1 . 

cos 2 t 2 2 

Полагая М 1 ~ М 2 и имея в виду, что по формуле (5.12) 

м2 ~ 1-e2 cos2 B2 
N2 ' 

_получаем 

d в 1 sin Z {(1 2 2 В ) · 2 В 2 В} dB. А 2 1 =-~ -е cos 2 sш 2 +cos 2 1 , 
· cos л 2 

или окончательно 

dA B1 sinZ {1 2. 2в 2B}dB 
2. 1 = cosJJ

2 
-е S1ll 2 cos 2 1" (33.10) 

2. Вы в од вел и чин dB~, dls и dA;.,. Оставляя прежние обозначе­
ния, положим, что длина геодезической линии АВ = s (рис. 66) изменилась 
на величину ВВ 1 = ds, причем широта начальной точки и азимут линии АВ 
остались без изменения. Таким образом, dB~ - изменение широты точки В, 
обусловленное изменением в длине геодезической линии АВ на ds, равно раз­
ности широт точек В и В 1 . 

р .. 

А 
с ь 

Рис. 65 Рис. 66 Рис. 67 

Азимут линии ВВ 1 равен А 2 . 1 - 180°, поэтому по формула,м для решения 
прямой геодезической задачи найдем 

dB~ = -cos А 2 • 1 (1)2 ds. 

Так как ds = s Л~s, то формула (33.11) примет вид 

dвs d lg s 
2 = -cosA 2 • 1 (1)2s-µ-· 

(33.11) 

(33.12) 
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Рассуждая та:к же в отношении долготы второй точ:ки и обратного азимута, 
получаем 

dLs = _ sin А2. 1 ( 2). ds 
2 cos В2 2 ' 

или 

2 cos В<> 2 µ. 
dLs = _ sin А2 • 1 ( 2) s~ } 

dA~. 1 = -sin А 2.: tg В2 (2)2 ds ' 
(33.13) 

или 

(33.14) 

3. Вы в од вел и чин dBf 1
•

2
, dLf 1

•
2

, dA{~· 2
• Оставляя прежние 

обозначения, предполагаем, что изменился азимут А 1 2 геодезической линии АВ 
на малую величину dA 1 . 2 , в результате чего точ:ка В переместилась в положение 
В 1 (рис. 67). Определим длину линии, соединяющей точ:ки В и В 1 . Если бы 
линия АВ располагалась на плоскости, то, очевидно, :кривая малой длины 
ВВ 1 , будучи элементарной дугой окружности, равнялась бы длине геодезиче­
ской линии s, умноженной на угол dA 1 • 2 , т. е. существовало бы равенство ВВ 1 = 
= dA 1 .2s. Но, пос:коль:ку линия АВ расположена на эллипсоиде, то последнее 
равенство будет неточным. Напишем 

ВВ1 = du =· mdA 1 • 2, (33.15) 

где т - функция длины и азимута геодезической линии, при :которой справед­
ливо написанное равенство. Величина т называется п р и в е д е н н о й д л и -
н о й г е о д е з и ч е с к о й л и н и и. 

Для определения приведенной длины геодезической линии, учитывая 
близость земного эллипсоида :к шару и небольшую величину дифференциальных 
поправок, примем эллипсоид за сферу с радиусом, равным среднему радиусу 
кривизны. 

Тогда, рассматривая треугольник АВВ 1 как сферический и выражая его 
стороны в угловой мере, находим 

. du . s 
sш~ sшR 

sin dA 1 . 2 - sin 90° ' 

dи 
или, по малости величин R и dA 1 . 2 , 

du = R sin _!_ dA 1 2· 
л . 

Сравнивая (33А.5) и (33.16), находим 

R 
.• 

m= sш7r• 

(33.16) 

(33.17) 

Изменение широты точки В, вызванное изменением азимута А 1• 2 на dA 1• 2, 

будет, очевидно, равно разности широт точек В и В 1 • Имея в виду, что азимут 
линии ВВ 1 равен А 2 • 1 + 270°, получаем 

dBf1• 2 = т sin А 2 • 1 (1)2 dA 1• 2, (33.18) 
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Рассуждая аналогично этому I находим 

dL:1. 2 = - т cos А2. 1 (2) dA 
cos В2 2 1. 2· 

Для вывода dAf.\2 заметим, что поправка в обратный азимут 

изменения прямого азимута должна состоять из двух членов: 

1) из поправки dA 1 . 2 , отнесенной к 
приведенной длине геодезической линии, 
эта часть поправки имеет вид 

2) из поправки, обусловленной изме­
нением сближения меридианов при переме­
щении конечной точки в результате изме­
нения начального азимута. 

s 

Рис. 68 

(33.19) 

вследствие 

/ 

На рис. 68 через В обозначено положение конечной точки линии с азиму­
том А 1 • 2 ; если азимут А 1 . 2 изменяется на dA 1 . 2 , то точка В перемещается в В 1 • 

Очевидно, отрезок ВВ1 по-прежнему будет равен mdA 1 • 2 , а азимут его 
А 2 • 1 ±180°+90°. Следовательно, изменение сближения меридианов в конечной 
точке или сближение меридианов между точками В и В 1 равно 

dt = dLf1. 2 sin В2 = -т cos А2. 1 (2)2 tg В2 dA 1• 2• 

Таким образом, полная поправка в обратный азимут будет иметь вид 

Но 

поэтому 

Следовательно, 

R . ' m= Slll"]ft 

dm s -- = cos-. ds R 

dA:\ 2 = cos ~ dA 1 • 2 - R sin · ~ cosA2. 1 (2)2 tg B2 dA 1• 2• 

(33.20) 

(33.21) 

(33.22) 

в 82 
Для упрощения формулы заменим cos R через 1 -

2
R

2
' пренебрегая при 

этом различием между R и N, и положим во втором члене, что R sin; =s; 
тогда получим окончательно 

(33.23) 
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Таким образом, на основании формулы (33.1) дифференциальные формулы 
первого рода в окончательном виде примут вид: 

dв = -1- М 1 , z dB _ cos А 2. 1 " d lg s + т sin А2 . 1 dA 
2 1 м cos 1 м р s м 1. 2 

• 2 2 µ 2 

dL = dL + М1 sin l t В dB - sin А2. 1s " d lg s - .т cos А2. 1. dA 2 1 
N2 g 2 1 N2 cos В2 р µ N2 cos В2 1· 2 

sin Z 2 . 2 2 . s " d Ig s > • (33.24) dА2.1=--в-{1-е sш B2cos B2}dB1 -sшA 2 . 1 tgB2 -N р ---+ cos 2 2 µ 

+ 1- 2N: -s N2 cosA 2. 1 tg В2 dA 1 • 2 { 
s2 1 } 

Эти формулы пригодны для расстояний до 200-250 км. 
Точные формулы, справедливые для любых значений s, имеют вид*. 

dB2 = :: [ cos А 1 • 2 cos А 2 . 1 + ( d:;; ) 
2 

sin А1 . 2 sin А2 . 1] dB
1 

-

cos А 2 1 d + т . А . dA 
- М2. s М2 s1n 2. 1 Slll 1. 2 

dL2 = dL 1 - N М1 в [cos А 1 2 sin А 2 1 - ( ddm) sinA 1 2cosA 2 1
]dB

1
-

2 cos 2 • • S 2 · · 

_ sin А2 . 1 ds- т cos А2. 1 dA 
N2cosB2 N2cosB2 l. 2 , (33.25), 

dA м А { 
tg В1 tg В2 [ А 

2. 1 = - 1 tg 2. 1 ~+----у;г;- cos 1 . 2 cosA 2. 1 + 
+ ( dm ) . А . ]) dB tg R2 . А d -;fs" 2 sш 1. 2 sш А 2 . 1 J 1 ---л;:- sш 2. 1 s + 

[ ( 
dm ) т tg В2 ] + -- - N2 cosA2.1 dA1. 2 ds 1 

р где 

( 
dm ) т tg В1 tg А 1. 2 

ds 2 = N1 cos А1. 2 + tg А2. 1 • 

Для топографических и картографических целей, 
когда расстояния не превышают 40-50 км, а поправкю 

А координат достаточно иметь с точностью 0,001-0,002", 
формулы (33.24) можно упростить. Пренебрежем сфе­
роидичностью Земли и заменим приведенную длину гео­
дезической линии т длиной геодезической линии s ( :& 

Рис. 69 данном случае дугой большого круга), тогда: 
1. Принимая Mi = 1, согласно формуле (33.5), получаем 

М2 

dBf 1 = cos l dBi- (33.26) 

* См. [44, стр. 278]. 
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2. Аналогично предыдущему, учитывая формулу (.33.18), получаем 

dBf1. 2 = + ; sin А2. 1 dA 1 . 2· (33.27) 

Построим сферический треугольник АВР (рис. 69) и на меридиане точки А 
выберем точку С, как это делалось при выводе формул для решения прямой 
геодезической задачи. 

Обозначим l = а. Из треугольника АВС имеем 
с 

а= . ' SШ А1. 2 

из треугольника С ВР получим sin с = eos В 2 sin Z или с = cos В 2 sin Z. Имея 
в виду последние выражения, можем написать: 

dBf1. 2 = а sin А 2 1 dA 1 2 = . : siп А 2 . 1 dA1. 2, 
• ' Slll 1.2 

dBf1. 2 = -sin Z cos В2 dA 1 . 2 • 

3. Полагая в формуле (33. 7) М1 = 1, получаем 
N2 

dL: 1 = sin Z tg B2 dB1• 

т с 

(33.28), 

(33.29) 

4. Согласно формуле (33.19), полагая, что -а---- и с= N 2 - - sin А1.2 
sin l cos В 2 , получаем 

dLA1,2=-<JcosA2.1aA .,=- С cosA?.1dA .,= 
2 cos В2 l,w siп А1. 2 ccs В2 I,w 

sin l cos В2 cns А 2.1 = - dA1.2· sin А 1 . 2 cos В2 

Окончательно находим 

dLA1,2 _ , [ C(JS А2.1 dA 
2 - - Slll . А 1,2, 

Slll 1. 2 
(33.30), 

5. Считая эксцентриситет е равным О и учитывая формулу (33.10) получаем, 

dAB 1 =~dB 2.1 cosB2 1· (33.31), 

6. Согласно формуле (33.22) 

dAf~ 2 = ( cos ~ - R sin ~ cos А2• 1 (2)2 tg В2) dA1,2, 

Придерживаясь принятых обозначений и по-прежнему пренебрегая сфе­
роидичностью Земли, получаем 

йли 

dA Ан= ( cos а cos B 2-sin а cos А 2.1 sin В2 }' dA . 
2.1 cos В2 1,2 

Из треугольника АВР (см. рис. 69) 

cof: В1 cos l = cos а cos В2 - si.n а cos А2 ,1 sin В2 , 
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поэтому 

но 

dA А1•2 _ cos В1 cos l dA 
2.1 - cos В2 1.2, 

cos В1 sin (90° -В1) 

cos В2 = sin (90° -В2) -

sin А 2.1 
sin А 1 • 2 • 

~ледовательно, окончательно 

(33.32) 

Выражения ав;, dL1 и dA~. 1 остаются такими же, как и в формулах (33.24). 
Сделав все эти преобразования, получим дифференциальные формулы первого 
рода в упрощенном виде 

. л lg s 
dB2 = cos l dB1 - cos В1 sш l dA 1•2- (1)2 cos A2.1s -µ-

dL2 = dL1+ si11 l tgB2dB1-sinl c?s~ 2
·
1 dA 1.2-

s1n 1,2 

-(2) sinA 2.1
8 
Лlgs 

2 cos В2 µ 

sin l sinA 21 dA (2 . А В Л lgs dA2.1 = --в- dB1 - cos l . А . 1.2 - )2 sш 2.1 tg 2S --
cos 2 Slll 1.2 µ 

) 

(33.33) 

Для нелогарифмического вычисления поправок формулы (33.33) перепи­
шутся: 

dB2 = cos z dB1 - cos В1 sin l dАы- 0,03234" cos А2.1 ds 1 
dL2 = dL 1 + sin l tg В2 dB1 - sin l ~osAA 2 ·

1 dA 1•2 -
s1n 1 . 2 

- О 03234" sin А 2 · 1 ds 
' cos В2 

dA _ sin l dB z sin А2. 1 dA 
2. 1 - cos В i - cos sin А 1. 2 -

2 1. 2 

- О, 03234" sin А2• 1 tg В2 ds 

·где принято с подстановкой приближенных числовых значений: 

( 1 )2 s d 
1: s == (2)2 s d 

1
: s = О, 03234" ds. 

(33.34) 

Из сравнения упрощенных формул с более точными формулами (33.25) 
,следует, что в первых ошибочны коэффициенты при dA 1 и dB 1 на величины 
порядка e2cr. Следовательно, при расстояниях в 40-50 км и значениях dA 1 

и dB 1 в несколько секунд погрешности, обусловленные приближенностью фор­
мул, могут достигать величины порядка О,001~'. Формулами (33.33) следует 
пользоваться лишь при вычислении координат пунктов как опорных для съемок. 

R дифференциальным формулам I рода следует отнести формулы, служащие 
для решения обратной, по сравнению с рассмотренной, задачи: определить 
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изменения длины геодезической линии s, прямого и обратного азимутов ее 
'.А 1• 2 и А 2 . 1 , вызванные изменением координат конечных точек данной линииt 
т. е. В 1 , L 1, В 2 , L 2 на dB 1, dL 1, dB 2 и dL 2. 

Искомые формулы получаются путем алгебраических преобразований 
полученных выше дифференциальных формул. 

Опуская вывод, приведем вывод формул в окончательном виде*: 

p"ds= -M2 cosA 2• 1 dB2-r2 sinA2• 1 dL2 1 
т dA 1. 2 = М2 sin А2• 1 dB2- r2 cos А2• 1 dL2 

т dA,. 1 =М, ( ~7 ),sinA,. 1 dB2+ r1 cosA 1• ,dL, ' 

(33.35) 

Написанные формулы соответствуют случаю, когда изменились координаты 
второй точки, т. е. В 2 , L 2 • Если изменить индексы <<1» на <<2>>, то формулы будут 
справедливы для случая, когда изменяются координаты первой точки, т. е. 

В1, L1. 
При одновременном изменении координат точек 1 и 2 формулы примут вид 

р" ds = -М1 cos А 1. 2 dB1- М2 cos А2• 1 dB2-r2 sin А2• 1 (dL 2 -dL1 ) ) 

mdA 1• 2 =M1 (dd: )
2

sinA 1• 2 dB1 +M2 sinA 2• 1 dB2 -

- Г2 cos А2. 1 (dL2-dL1) 

т dA 2• 1 =М2 ( ~7) 
1 

sin А2. 1 dB2+M1 sin А 1• 2 dB1 + 
-л- +r1 cosA 1.2(dL2-dL1) 
f; • 

r;це r - радиус параллели под данной широтой. 
;,1;, 

!(: 

§ 34. Дифференциальные формулы второго рода 
J,:j 

(33 36} 

•• 
1
,., Пусть некоторая триангуляция вычислена на поверхности эллипсоида,­

~~з:меры которого определяются большой полуосью а 1 и сжатием а. 1 (или экс­
центриситетом е 1). Rак известно из гл. IV, геодезические координаты пунктов 
lРИангуляции вычисляют путем последовательной передачи разностей коор­
~ат смежных пунктов. При вычислении разностей координат используют 
8~11,?Вные геодезические величины ( 1), (2), которые являются функциями боль­
р,хои полуоси, эксцентриситета эллипсоида и широты. Если возникает задача 
~еревычисления триангуляции u на поверхность нового эллипсоида, размеры 
~~торого определяются большои полуосью а 2 и сжатием а. 2 (или е 2), то, оче­
JИдио, изменение размеров эллипсоида вызывает изменение разностей коор­
-риат. Отсюда следует, что вывод формул для поправок за изменение парамет­
ров эллипсоида должен заключаться в нахождении формул для поправок в раз­
~-с ()tти координат пунктов ходовой линии, по которой вычислялись координаты. 
~ормулы этих поправок легко найдутся путем дифференцирования главных 
Членов известных выражений для разностей широт, долгот и азимутов. 

• См. [2, стр. 235, 236]. 
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Используя главные члены формул со средними аргументами для разности 
координат (26.34), (26.35), дифференцируя по переменным: а и сх (или е), после 
преобразований и некоторых упрощений, получим: 

( da . ) 
аЬ" = - Ь" {-- [2-3 sш2 Вт] dщ, 

\ а J 

dl 11 
- - l" ( .!::!_ + . 2 В d ) - { SШ т CXi, 

t а J 
( 34.1) 

Для получения dt напишем: 

поэтому 

t = l sin Вт ) 

dt =0 dl sin Вт ' 

dt ,, = - t" ( .!!:!:__ + . 2 В d \ , { Slll т СХ, , 
t а J 

(34.2) 

(34.3) 

Полученные формулы дифференциальных поправок второго рода не явля­
ются точными. Если длины сторон триангуляции не превышают 40-50 ю\I, 
то формулы обеспечивают точность поправок порядка 0,001-0,002 ". 

Но дифференциальные формулы второго рода нужны и при составлении 
уравнений градусных измерений для вывода размеров эллипсоида и установле­
ния исходных геодезических дат, а также при уравнивании триангуляции 

1 класса. Однако для этих целей точность выведенных выше формул недосfа точна. 
Вполне пригодны для этих целей новые дифференциальные формулы :Кра­

совского [31]. В них устанавливается зависимость изменений коор­
динат от изменений большой полуоси, сжатия и высоты геоида над референц-

в D 

lSlSЬ 
4 С [ 

Рис. 70 

эллипсоидом: в исходном пункте триангуляции, а 

также от изменений широты и долготы в том же и с­
ходном пункте. Эти формулы - наиболее точные; 
существовавшие до них формулы Гельмерта могли 
быть применены для расстояний порядка 600-
800 км, тогда как формулы :Красовского пригодны 
для расстояний до 6000 км и более удобны для ис­
пользования. Формулы :Красовского имеют важное 
значение для обработки такой большой астроном:о-
геодезической сети, как сеть СССР. 

Если возникает необходимость исправления координат пунктов данноii 
триангуляции за изменение координат исходных пунктов, азимута и длины 

исходной стороны, то применяют дифференциальные формулы только первого 
рода и поправки нужно вычислять последовательно, так как поправки каждого 

последующего пункта - функции поправок координат предыдущего. Несколько 
иначе нужно вычислять поправки при перенесении координат на новый эллип­
соид; при этом если даже координаты исходного пункта не изменились, поправки 

за переход на новый эллипсоид вычисляют по ди:фференциальным формулам 
второго и первого рода. 

Например, необходимо вычислить поправки за переход на новый эллип­
·СОИД в координаты пунктов ряда, изображенного на рис. 70 по ходовой линии 
АСЕ, причем координаты исходного пункта не изменяются. 

Очевидно, для нахождения поправок координат пункта С достаточно вычи­
слить поправки второго рода за изменение разности координат пунктов А и С. 
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'1; 

Но после введения поправок в координаты пункта С для нахождения поправок 
в координаты пункта Е и всех последующих возникает необходимость вычи­
сления, кроме поправок второго рода, еще поправок первого рода, так как на 

новом эллипсоиде координаты пункта С ·изменились. 
Таким образом, при перевычислении координат на новый эллипсоид не­

обходимо применять формулы обоих видов. В отличие от дифференциальных 
формул первого рода поправки второго рода в разности координат пунктов 

можно вычислить одно в реме н но для многих сторон триангуляции. 

В заключение приведем дифференциальные формулы для совместного 
вычисления поправок за изменение координат и параметров эллипсоида, при­

годные для использования вплоть до триангуляции 1 класса *: 

dB2 =dB1 +Ь d: -Ь t~;m dA 1_2-b ~а +Ь(2-3sin2 Bт)da) 

dL =dL +z~+ l tgAm dB + lctgAт dA -l ~ -
2 1 s 2р" 1 2р" 1. 2 а 

-l sin2 Bmda ~. 
ds t ctg Ат 

dA2.1 = dA 1-2 + t-8-+ p"sin 28m dB1 + t 2р" dA 1. 2-

-t.E:!!.. - t sin2 Вт da 
а 

(34.4) 

В приведенных формулах поправки выражены в функции средних аргу­
ментов Вт и Ат. Формулы пригодны для вычисления на счетных машинах. 
Результаты вычислений округляют до 0,001 ", что соответствует точности формул. 

* См. [2, стр. 240]. 
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Гл а в а VI 

ПЛОСКИЕ 

ПРЯМОУГОЛЬНЫЕ КООРДИНАТЫ 

ГАУССА - КРЮГЕРА 

§ 35. Общие сведения 

Конечная практическая цель триангуляционных и полигонометрических 
работ - определение положения геодезических пунктов на поверхности при­
нятого референц-эллипсоида. Положение этих пунктов можно определить 
в различных системах координат. Необходимо вычислять координаты пунктов 
в такой системе, которая была бы проста и обеспечивала бы наиболее удобное 
и легкое использование координат в разнообразных практических целях. 
Такой системой является с ист ем а пл о с к их прям о у r о льны х 
к о ординат. В этой системе вычисляют координаты пунктов съемочного 
обоснования, для которых координаты триангуляционных пунктов являются 
исходными, производят различного рода расчеты при проектировании и строи­

тельстве разнообразных инженерных сооружений и перенос проектов в натуру. 
Использование топографических планов существенно облегчается, если на них 
нанесена сетка координатных линий в прямоугольной плоской системе коор­
динат. Прямоугольные координаты геодезических пунктов необходимы при 
испольsовании геодезических данных для оборонных целей. 

Система геодезических координат имеет ряд достоинств; она наиболее 
)7добна для решения научных задач высшей геодезии и в этой системе координат 
обычно обрабатывают триангуляцию 1 класса, однако она неудобна для широ­
кого использования в указанных практических целях. Действительно, взаим­
ное положение пунктов в этой системе определяется в угловых единицах (гра­
дусах, минутах и секундах широты и долготы), причем линейное значение 
этих единиц различно в зависимости от широты места; направления меридианов, 

от которых отсчитываются азимуты, не параллельны между собой; вычисления 
при помощи геодезических координат, даже при малых расстояниях, сложны, 

трудоемки и требуют известной подготовки вычислителя. 
Таким образом, для практического использования наиболее удобна си­

стема плоских прямоугольных координ t r. 
Известно, что поверхность эллипсоида не может быть развернута на пло­

скость без искажений, поэтому и не может быть предложена система плоских 
прямоугольных координат, в которой без искажений было бы выражено взаим­
ное положение точек земной поверхности. Поставленная задача сводится к :изо­
бражению поверхности эллипсоида на плоскости по некоторому определенному 
закону. Математически такой закон (или проекция) в общем виде :может быть 
выражен уравнениями 

х = f 1 (В, L) l . 
у= f2 (В, L) f (3;"J.1) 

В этих уравнениях х и у - плоские прямоугольные координаты изобра­
жаемой на плоскости точки, выраженные как функции геодезических коорди­
нат той же точки на поверхности эллипсоида. Если выбрать под тем или иным 
условием закон изображения точек эллипсоида на плоскости, то можно, поль­
зуясь написанными формулами, получить формулы для перехода от расстояний 
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и углов на поверхности эллипсоида к соответствующим расстояниям и углам: 

па плоскости. 

Законов изображения поверхности эллипсоида на плоскости может быть 
бесчисленное множество; очевидно, каждый закон изображения определяется 
видом функции / 1 и / 2 в уравнениях (35.1). 

При выборе закона изображения эллипсоида на плоскости, т. е. функций 
/ 1 и / 2, приходится иметь в виду, что желательно обеспечить единой системой 
плоских прямоугольных координат всю территорию государства, так как этим: 

самым будет создана основа для единообразного вычисления результатов по­
следующих геодезических работ и получения топографических планов в единой 
системе. 

Конкретные требования, которые следует поставить при выборе функций 
f 1 и / 2: минимальное искажение изображаемых на плоскости элементов поверх­
ности эллипсоида; легкость и простота учета искажений, хотя бы за счет неко­
торого, конечно сравнительно небольшого. увеличения самого размера этих 
искажений. П р о с т о т а и л е г к о с т ь п р и м е н е н и я п р о е к ц и и 
и учет а и с к аж е ни й - весьма важный показатель достоинства проекции, 

. особенно когда необходимо переходить от числовых значений геодезических 
ноординат пунктов к числовым значениям координат на плоскости. Поправки 
за искажения или за перенос элементов триангуляции с эллипсоида на пло­

скость и обратно должны вычисляться с ошибками, в 5-10 раз меньшими 
ошибок непосредственных измерений. 

Если координаты опорных геодезических пунктов даны в проекции, то 
топографические планы не требуют какой-либо укладки: на плоскость путем: 
соответствующего их редуцирования. Графические мате риалы съемок полу­
чаются в принятой проекции и лишь ч и с л о в ы е данные съемок в виде 
длин сторон и углов теодолитных и тахеометрических ходов, измеряемых не­

посредственно на местности, должны быть исправлены за переход к проекции. 
Но в этом случае целесообразно учитывать только искажения длин с тем, чтобы 
в пределах определенной зоны масштаб изображений можно было считать 
п о с т о я н н ы м. Это обусловливает выбор равноугольной или конформной 
проекции, для которой угловые искажения при переходе с эллипсоида на плос­
кость отсутствуют, а масштаб линейных ИСI{ажений одинаков по всем напра­
влениям. Этим облегчается учет искажений и редуцирование геодезических 
данных с эллипсоида на плоскость. 

Но системы прямоугольных плоских координат с единым началом. позво­
ляющей отобразить точки всей поверхности эллипсоида на плоскости, практи­
чески быть не может, так как искажения становятся слишком большими. По-

. этому неизбежно разделение земной поверхности на части или зоны, I{оторые 
изображаются на плоскости одна независимо от другой, каждая со своим на­
чалом координат. Если примем определенные условия в отношении величины 
и характера искажений, то возникнут определенные требования к размерам 
и конфигурации этих зон. При выборе проекции следует стремиться к мини­
мальному числу зон на территории данного государства. Кроме того, проекция 
должна обеспечивать легкость перехода из зоны в зону и возможное едино­
Qбразие при вычислениях в разных зонах. 

-Указанным выше требованиям из числа существующих проекций наилуч­
шим образом удовлетворяет конформная проекция Гауеса - Крюгера. Эту 
проекцию Гаусс предложил в 1825-1830 гг.; в 1912 r. Крюгер разработа;;~ 
детали применения и дал рабочие формулы для вычислений в этой проекции, 
поэтому ее называют проекцией Гаусса - Крюгера. 

11* 16J 
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§ 36. Основные сведения 
о «онформной прое«ции Гаусса - Крюгера 

ЭJIЛИПСОИДа на ПЛОСRОСТИ 

При использовании проекции Гаусса - Крюгера земной эллипсоид разде­
ляете~ на зоны меридианами. Каждая зона представляет собой сфероидический 
двууго,льник, построенный от одного полюса до другого и ограниченный ме­

. Коороинатные :юны 
/2' !8° 24° JO' Jб" ,;2° ,;а 0 51. 0 

JOO Jo 0 42° 48° 54' 

Рис. 71 

меридианы 

IV V VI 

Западный 18° 24° 30° 
Восточный 24 30 36 
Осевой 21 27 33 

51,• 

(j{}" 

511" 

52' 

i8' 

цо 

40° 

VII 

36° 
42 
39 

ридианами, для всей изобража­
емой территории имеющими посто­
янную разность долгот. Средний 
меридиан в каждой зоне называется 
о с е в ы м м е р и д и а н о м, и 

его долгота обозначается через L 0 • 

В СССР протяженность зон по 
долготе установлена в 6 °, а в рай­
онах, где предстоят топографиче­
ские съемки в крупном: l\Шсшта­

бе, - в 3°. 
Граничные меридианы каждой 

mестиградусной зоны приняты со­
впадающими с меридианами, ог­

раничивающими западную и вос­

точную рамки «арты масштаба 
1 : 1 ООО ООО (рис. 71). Следова­
тельно, осевые меридианы каждой 
зоны совпадают со средними ме­

ридианами листов ка рты этого 

масштаба. Долготы осевых мери­
дианов вычисляют по формуле 
6n - 3, где п - номер зоны. Чис­
ловые значения долгот, граничных 

и осевых меридианов шестиградус­

ных зон для Европейской части 
СССР приведены ниже. 

Зоны 

VIII IX х XI 

42° 48° 54° 60° 
48 .54 60 66 
45 51 57 63 

В системе трех градусных зон осевые меридианы расположены через 3 ° 
по долготе и совпадают поочередно с граничными и средними меридианами 

карты масштаба 1 : 1 ООО 000. 
В каждой зоне изображение осевого меридиана принимается за ось абсцисс, 

а изображение экватора - за ось ординат. Эти кривые на поверхности эллип­
соида изображаются на плоскости прямыми линиями. Следовательно, в каждой 
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зоне имеется свое начало координат - пересечение осевого меридиана с эква­

тором. 

В проекции Гаусса - Крюгера осевой меридиан изображается без иска­
жения. 

На рис. 72, а показана зона с номером п; кривые Р ЕР' и РЕ 1Р 1 - гранич­
ные меридианы; пунктирная кривая Р Р' - осевой меридиан, долгота которого 
L 0 в системе mестиградусных зон ·определяется по формуле L 0 = 6n - 3. 
Положение точки А, расположенной в этой зоне, определяется широтой В 
и долготой l, отсчитываемой от осевого меридиана. 

а d 
р 

Е е 

Рис. 72 

х 

1 
р 

Р, 

е,- -у 

р 

Jк8атор 

о 

Рис. 73 

На рис. 72, 6 показано изображение данной зоны на плоскости в проекции, 
кривые рер 1 и ре 1р 1 - изображения граничных меридианов; прямая рр 1 -

изображение осевого меридиана, принимаемая за ось абсцисс, и прямая ее 1 -

изображение экватора, принимаемая за ось ординат. 
Если а - изображение точки А на плоскости, то ее положение определя­

ется показанными на рис. 72 прямоугольными плоскими координатами х и у. 
Проекция Гаусса - Крюгера конформна. Понятие об условиях и свойствах 

конформного изображения одно,й поверхности на другой дано в § 28 главы IV. 
Напомним основные условия и свойства конформного изображения: бесконечно 
малый контур на эллипсоиде изображается подобным ему на плоскости; угло­
вые искажения отсутствуют; масштаб изображения в каждой точке зависит 
только от координат данной точки и не зависит от направления. 

В проекции Гаусса - Крюгера поверхность шести- или трехградусной 
зоны изображается с заметными искажениями, но достоинство проекции -
сравнительная простота и высокая точность учета искажений в пределах шести­
градусной зоны, чем и обусловлен выбор этой проекции в геодезии. 

Пусть на эллипсоиде (рис. 73) дана некоторая триангуляция, состоящая 
из треугольников АВС, BCD, CDE; РО -- осевой меридиан зоны, в которой 
расположена данная триангуляция. Пусть долгота этого осевого меридиана 
L 0 ; АР - меридиан, проходящий через точку А; АТ - касательная к эллип­
соиду и параллельная плоскости осевого меридиана. 
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"Угол между направлением меридиана АР и касательной АТ называется 
r е о д е з и ч е с к и м с б л и ж е н и е м м е р и д и а н о в в А и обозна­
чается буквой"/'· "Угол в А между направлением меридиана АР и геодезической 
линией АС есть азимут стороны АС; обозначим его через Але; угол в А между 
направлением касательной АТ и направлением А С есть r е о д е з и ч е с к и й 
д и ре к ц ионный угол; обозначим его через Тле• Очевидно, для эллип­
соида получится равенство 

Але= Тле+ У'. (36.1) 

Пусть на плоскости (рис. 74) в проекции Гаусса - Крюгера изображение 
тех же элементов будет: точка а - изображение точки А; линия ор - изобра­
жение осевого меридиана ОР; кривая ап-изображение меридиана, проходящего 

I 
р п t tr 

't\ \ 1 
1 

о '---------у 

Рис. 74 

п t, 

а 

/ -
Рис. 75 

/ 

/ 
/k 

/ 
/ 

/ 

через точку А; кривая at - изображение касательной АТ; точки Ь и с - соот­
ветственно изображения точек В и С; кривые аЬ, ас, сЬ ... - изображения гео­
дезических линий АВ, АС, СВ и т. д. 

Так как проекция конформна, то углы между изображениями линий эллип­
соида на плоскости не исказятся и будут соответственно равны Але, Т'л.с, 1'. 

Проведем через точку а линию, параллельную изображению осевого мери­
диана, т. е. оси абсцисс; обозначим ее через at 1 • "Угол между кривой, изобража­
ющей меридиан точки а, т. е. ап, и этой прямой, параллельной оси абсцисс, 
называется с б л и ж е н и е м м е р и д и а н о- в н а п л о с к о с т и и 
обозначается буквой у. 

Вследствие конформности проекции углы треугольников триангуляции 
также перенесутся с эллипсоида на плоскость без искажений, но эти углы, 
перенесенные на плоскость, относятся к треугольникам, соединенным кривыми 

аЬ, ас, сЬ и т. д·, что практически неудобно. Для последующих вычислений 
соединим точки а, Ь, с с прямыми линиями - хордами. Тогда триангуляция 
на плоскости представится сетью плоских прямоугольных треугольников; ре­

шение треугольников и другие вычисления можно производить по формулам 
прямолинейной тригонометрии. Но для этого необходимо осуществить пере­
ход от углов между изображениями на плоскости геодезических линий, явля­
ющимися кривыми, к углам, образованным прямыми линиями, соединяющими 
точки а, Ь, с. Иначе говоря, для каждой стороны триангуляции, точнее для каж­
дого направления, должна быть определена поправка, представляющая собой 
малый угол между кривой, изображающей геодезическую линию на плоскости, 
и хордой. Если кривая akb (рис. 75) - изображение стороны АВ на плоскости, 
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а аЬ - хорда, соединяющая точки а и Ь, то угол между направлением кривой 
akb (т. е. касательной к ней в точке а) и прямой аЬ будет искомой поправкой, 
называемой п о п р а в 1-. о й з а к р и в п з н у и з о б р а ж е н и я г е о д е -
з и ч е с к о й л и н и и н а п л о с к о с т и и обозначаемой буквой б. Эти 
поправки и вводятся в измеренные направления для образования на плоскости 
треугольников с прямолинейными сторонами. 

Вследствие малой кривизны линии ak Ь эти редукции малы и их вычисление, 
как увидим далее, не представляет особого труда; при работах малой точности 
ими можно пренебрегать. "Угол между прямой at 1 , параллельной оси абсцисс, 
и хордой аЬ называется д и р е к ц и о н н ы м у г л о м н а п л о с к о с т и 
и обозначается через Т. 

Из рис. 75 легко получается формула для перехода от геодезического ази­
мута к дирекционно:м:у углу хорды на плоскости 

Т аЬ = Алв - Уа - Оаь· (36.2) 

Далее будет доказано, что различие в длинах кривой akb и хорды аЬ всегда 
пренебрегаемо мало. 

Пусть на эллипсоиде исходной стороной триангуляции будет АВ. Длину 
геодезической линии, соединяющей точки А и В, обозначим: s0 • Очевидно, при 
переходе на плоскость расстояние между точками а и Ь не будет равно s O вслед­
ствие искажений проекции. Для перехода от расстояния АВ = s0 к расстоянию 
на плоскости между точками а и Ь необходимо ввести поправку, называемую 
р е д у к ц и е й р а с с т о я н и й. 

Числовые величины поправок за кривизну изображения геодезической 
линии на плоскости и редукции расстояний по мере удаления от осевого мери­
диана возрастают. Следовательно, для вычисления указанных поправок необ­
хQдимо знать координаты вершин треугольников, причем вследствие малости 

поправок эти координаты достаточно знать приближенно. 
Изложенные сведения позволяют установить следующий порядок действий 

для перехода с эллипсоида на плоскость в проекции Гаусса - Крюгера, если 
исходными данными являются длина s O, азимут А выходной стороны триангу­
ляции и геодезические координаты В и L одного из начальных ее пунктов. 

1. Переход от геодезических координат - широты В и долготы L началь­
ного пункта - к прямоугольным координатам х и у этого же пункта в проекции 

Гаусса - Крюгера и вычисление для этого же пункта сближения меридианов 
на плоскости, позволяющего получить приближенное значение дирекциопного 
угла исходной стороны по формуле 

Т' =А-у.1 (36.3) 

2. Приближенное вычисление сторон треугольников и предварительных 
координат их вершин с использованием вычисленных координат исходного 

пункта х и у и приближенного значения дирекционного угла, полученного по 
формуле (36.3). 

3. Вычисление редукции длины исходной стороны за переход с эллипсоида 
на плоскость и поnраво1t за кривизну изображения геодезической линии на пло­
скости для каждого измеренного направления в триангуляции*. 

* Изложенный порядоR вычислений применяется при обработRе результатов наблюде­
ний в триангуляции 2 Rласса; в триангуляции 1 класса вычисление поправоR производят 
двумя приближениями. В первом приближении поправки выбирают из таблиц, а аргументы -, 
::tпачепия ординат п разностп абсцисс - определяют по чертежу сети. 
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Вводя в длину исходной стороны и в измеренные направления эти поправки, 
получаем длину и дирекционный угол исходной стороны и направления, редуци­
рованные на плоскость. После выполнения этих вычислений сеть становится 
подготовленной к уравниванию и окончательному вычислению координат 
пунктов на плоскости. 

4. -Уравнивание триангуляции на плоскости; по уравненным углам окон­
чательное вычисление сторон треугольников и окончательных прямоугольных 

координат всех пунктов триангуляции. 

Систему прямоугольных координат Гаусса - Крюгера ввели в СССР 
в 1930 г. В связи с увеличением объема топографо-геодезических работ воз­
никла необходимость иметь координаты опорной геодезической сети в прямо­
угольной системе, причем единообразно выбранной. Плоские прямоугольные 
координаты применялись и до указанного времени; в землеустройстве - ко­
ординаты 3ольднера при частных началах координат в различных районах; 
в крупных маркшейдерских геодезических сетях - свои системы координат 
при самостоятельно выбранных началах (например, системы координат Бау­
мана в триангуляции Донбасса). Естественно, такой разнобой в применении 
системы плоских прямоугольных координат затруднял использование материа­

лов топографо-геодезических работ в общих целях, создавал неудобства при смы­
кании съемок на граничных линиях районов, имеющих свои системы координат, 
вызывал необходимость различного рода перевычислений. 

В связи с этим третье геодезическое совещание при Госплане СССР в 1928 г. 
вынесло решение о необходимости введения системы координат Гаусса - Крю­
гера, установило шестиградусную ширину зон по долготе, определило поло­

жение осевых меридианов каждой зоны (как это указано выше) и наметило 
мероприятия для введения новой системы координат. 

В 1930 г. были изданы составленные под руководством Ф. Н. Красовского 
<<Рук.оводство, формулы и таблицы по применению прямоугольных координат 
Гаусса - Крюгерю>, что и способствовало введению этой системы координат 
в практику геодезических работ. После этого координаты Гаусса - Крюгера 
получили в СССР всеобщее распространение, и в настоящее время во всех 
каталогах геодезических пунктов обязательно помещают плоские прямоуголь­
ные координаты в этой системе. 

Искажение длин на краю mестиградусной зоны может достигать величины 
1 1 

порядка 
1500 

- 2000 , поэтому при топографических съемках мелкого и среднего 

масштабов - 1 : 100 ООО, 1 : 50 ООО - эти искажения во взаимном положении 
точек при съемках не ощущаются. -Учитывать эти искажения: необходимо 
при постановке топографических работ указанных масштабов лишь при раз­
витии съемочного обоснования в виде малых триангуляций, теодолитных ходов 
и т. n. Измеренные длины линий исправляют путем введения поправок, выбира­
емых из специальных таблиц. 

При крупномасштабных съемках, если они к тому же производятся не гра­
фическим, а числовым методом, в пределах небольших участков изменение 
масштаба становится заметным и его нельзя считать постоянным даже при не­
больших расстояниях (20-50 км) от осевого меридиана. При проектировании 
по карте или перенесении проектов в натуру графическая точность масштаба 
ка рты и установленные допуски требуют учета размеров искажения. Значи­
тельно больший объем непосредственных измерений, требующих учетR искаже­
ний с большой точностью, не позволяет применять mестиградусную зону для 
съемок крупного масштаба без того, чтобы не осложнить производство съемок 
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и использование их результатов. Поэтому наиболее просто и практически 
удобно в такого рода работах не применять шестиградусные зоны. Для примера 
приведем описание применения этой системы координат в городских геодезиче­
ских работах. 

Известно, что городские съемки, ведущиеся, как правило, числовыми 
методами, включают создание топографических ·планов масштабов от 1 : 5000 
до 1 : 2000 и крупнее. При этом целесообразно применять систему координат 
в следующем общем плане. 

В качестве исходного принимают пункт городской триангуляции 1 класса, 
расположенный, по возможности, посередине города и являющийся в то же 
время пунктом государственной триангуляции или имеющий с последней 
наиболее надежную и короткую связь. Меридиан, проходящий через этот 
пункт, принимается за осевой. Этим достигается то, что все пункты городской 
опорной геодезической сети располагаются в непосредственной близости от 
осевого меридиана, поэтому искажения проекции, а следовательно, и поправки 

малы; это позволяет пренебрегать ими, а в особо точных работах учитывать не 
по полным формулам. Следовательно, опорная сеть при таком выборе осевого 
меридиана будет редуцирована на плоскость с минимальными искажениями, 
в большинстве случаев пренебрегаемыми. Для обеспечения близости в значениях 
координат между этой местной системой координат и общегосударственной 
шестиградусной системой, для окончательного вычисления координат пунктов 
следует брать те координаты начального пункта, которые заданы из государ­
ственной триангуляции. С этой же целью следует ориентировать городскую 
триангуляцию по дирекционному углу одного из направлений с местного исход­
ного пункта, но отнесенному к осевому меридиану общегосударственной шести­
градусной зоны. Различия в значениях координат, вычисленных в общегосу­
дарственной и местной системах, будут независимо от порядка их вычислений, 
так как базисы городских триангуляций приходится редуцировать на среднюю 
уровенную поверхность города. Но при таком выборе и порядке вычисления 
координат, который описан, неизбежные различия между значениями коор­
динат, вычисленными в общегосударственной и местной системах, будут мини­
мальными, а материалы топографических съемок масштаба 1 : 5000 легко могут 
быть использованы для государственного картографирования. 

Этот пример показывает, как можно применить проекцию Гаусса -
Крюгера на отдельном участке территории, на котором производят точные 
съемки крупного масштаба и который используется под строительство разно­
образных инженерных сооружений. 

Целесообразно применять шестиградусные зоны для вычисления координат 
rосударственных триангуляций, если сплошные топографические съемки 
rосударственного значения ставятся в масштабе 1 : 100 ООО и 1 : 50 ООО. В настоя­
щее время приступили к сплошным аэрофототопографическим съемкам в мас­
штабах 1 : 25 ООО, 1 : 10 ООО и 1 : 5000. Для съемок в этих масштабах искажения 
при применении шестиградусных зон получаются значительными. Для районов 
этих съемок целесообразно применять трехrрадусные зоны. 

§ 37. Основные формулы 

Перейдем к выводу основных формул проекции Гаусса - Rрюгера. 
Задача заключается в определении функций / 1 и f 2 из уравнений (35.1) 

х == /i (В, L) } • 
y=f2(B, L) 

(37.1) 
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Исходные условия для полученияu этих функций: а) конформ­
ность проекции, б) выбор зон и осеи координат описанным выше 
способом, в) изображение осевого меридиана и экватора на плоскости пря­
мыми линиями, г) масштаб изображения по осевому меридиану равен единице. 

Пусть на рис. 76: ОЕ -.экватор эллипсоида, а РО - осевой меридиан. 
Дана точка А, имеющия геодезические координаты - широту В и долготу L; 
точка А 1 расположена на бесконечно малом расстоянии от точки А в произволь­
ном направлении от нее; координатами точки А 1 будут В + dB и L + dl. 
Через Х назовем длину дуги осевого меридиана от экватора до параллели 
с широтой В. 

Пусть прямые Ох и Оу - ось абсцисс и ось ординат соответственно (рис. 77), 
расположенные перпендикулярно одна к другой, суть изображения экватора 

р 

х 

B+dB 
а, 

~dx 
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а с 
dy 

Е 

о о 

Рис. 76 Рис. 77 
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д 
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о 

Рис. 78 

и осевого меридиана на плоскости. Пусть точка а - изображение на плоскости 
точки А; точка а 1 , находящаяся на бесконечно малом: расстоянии от точки а, 
соответствует точке А 1 • Обозначим прямоугольные координаты точки а на пло­
скости через х и у, а точки а1 - через х + dx и у + dy. Обозначим расстояние 
АА 1 (рис. 76) на эллипсоиде через ds, а расстояние аа 1 на плоскости - через dS. 
Построим вспомогательный треугольник АА 1С и будем рассматривать его 
как элементарный, тогда найдем, что А 1С равно элементу дуги меридиана MdB, 
АС - элементу дуги параллели N cos Bdl. 

Отсюда 

ds = V (М dB)2 + (N cos В dl)2 , 

или 

ds=NcosB -V (; с:sвВ ) 2 
+(dl)2

• 

Введем обозначение 
М dB -d 
N cosB - q, 

тогда 
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Для плоскости 
ds = N cosBV(dq)2 + (dl)2• 

dS= l/(dx)2 + (dy)2 
.. 

Масштаб изображения выразится· так: 
dS 

m=ds, 

(37 .2) 

(37.3) 

(37.4) 



или 

т = Y(dx)2+(dy)2 

N cos В У (dq)2 + (dl)2 
(37.5) 

Перепишем уравнение (37.5) в виде 

т2 = (dx+i dy) (dx-i dy) 
N2 cos2 В (dq+i dl) (dq-i dl) ' 

(37.6) 

rде 

i=V -1. 

Уравнение (37.6) выражает :масштаб изображения для произвольного за­
кона изображения. Для обеспечения конформности изображения масштаб т 
по всем направлениям должен быть одинаков и зависеть только от координат 
данной точки, но не от направления элемента ds. Следовательно, вид функции, 
определяющий зависимость между координатами на плоскости и геодезиче­
скими координатами на эллипсоиде, должен быть таков, чтобы выражение 

(37.6) для масштаба не зависело от отношения дифференциалов : или:,, 
которые определяют направление отрезков dS или ds. 

В теории функции комплексного переменного доказывается, что Р + iQ 
только тогда является аналитической функцией комплексного переменного 

+ . ... d (Р + iQ) dp. cl (P+iQ) 
р zq, когда= d (р + tq)I не зависит от dq' наоборот, чтобы d (PZ+ iq) не зави-

село от ~:, необходимо, чтобы Р + iQ было аналитической функцией комплексного 
переменного р + iq. Имея это в виду, переписываем уравнение (37.6) так: 

2 _ 1 d(x-tiy)d(x-iy) 1 
т - N"2 cos2 В d (q+il) d (q-il) • (37. 7) 

Согласно изложенному выше свойству функций комплексного переменного, 
для того чтобы масштаб изображения не зависел от направления отрезка ds 

или от ~i, необходимо, чтобы х + iy было некоторой аналитической фующией 
от q + il или х - iy - аналитической функцией от ( q - il), т. е. чтобы 

x+iy=f(q+il). (37.8) 

Справедливость и достаточность последнего условия можно еще доказать 
следующим образом. Если имеет место условие (37.8), то 

d (x+iy) = j"' ( + ·z) 
d (q+il) q i • 

Заменив в (37 .8) + i на -i, получим: 
х- iy = f(q- il) 

и 

d (x-iy) = 1, ( _ 'l) 
d(q-il) q i. 

(37. 9) 

(37.10) 

(37.11) 

Следовательно, выражение (37.11) имеет место, если поставлено условие 
(37.8). На основании формул (37.9) и (37.11) выражение (37.7) примет вид 

(37 .12) 
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Производные f' (q + il) и f' (q - il) при наличии условий (37.8) и (37.10) 
зависят только от координат х, у или q, l, но не зависят от их дифференциалов, 
поэтому не зависят от них и выражения (37.12) и (37.7), что и требовалось до­
казать. 

-Условие (37 .8) обеспечит конформность изображения при любом произволь­
ном виде аналитической функции f. 

Для получения конформного изображения эллипсоида на плоскости по 
Гауссу вид функции f определяют путем введения следующих дополнительных 
условий: 

1) осевой меридиан ОР (рис. 78) эллипсоида изображается на плоскости 
прямой, являющейся осью абсцисс; следовательно, в уравнении (37 .8) при 
l = О ординаты у должны быть равны нулю; 

2) для точек осевого меридиана абсциссы х должны быть равны соответ­
ствующим дугам Х, т. е. дугам меридиана от экватора до данной точки с широ­
той в. 

Отсюда в уравнении (37 .8) при у = О 
x=f(q)=X. (37.13) 

Разложим f ( q + il} в ряд Тейлора, предполагая, что величина il сравни­
тельно невелика. Будем иметь 

j (q + il) = f (q) + il dfd~) + ~ (il)2 ddq~q) + ~ (il)З d::~q) + • • • 
или 

х+ iy =Х + il df (q) _ _!__ z2 d2f (q) _ _!__из dЗf (q) + 
dq 2 dq2 6 dq3 

+ _1 z4 d4f (q) +-1- ·z 5 d 5f (q) __ 1_ zв d6f (q) + 
24 dq4 120 l dq5 720 dq6 •••• (37.14) 

Производные в этом ряде должны быть вычислены при Z = О, вследствие 
чего они обращаются в производные 

dX d2X dЗХ 

dq ' dq2 ' dq3 ' • • • ' 

поэтому 

. . dX z2 а2х il3 азх l4 d4X . 
х+ iy = Х + il dq - 2 dq2 - Li dqз + 24 dq4 1 

il5 dБХ [6 d6X 
+ 120 dq 6 - 720 dq6 + .... (37 .15) 

Приравнивая порознь действительные и мнимые части в полученном выра­
жении, находим в общем виде основные уравнения, о п р е д е л я ю щи е 
закон изображения точек эллипсоида на плоек ости 
в проекции Гаусса: 

z2 d2X l4 d4X [6 авх 

х - х - 2 dq2 + 24 dq4 - 72() dq 6 + ... ' 
dX zз d3X lБ dБХ 

у = l dq - 6 dq3 + 120 dq5 - . • . • 

(37.1fi) 

(37.17) 

Очевидно, чем больше l, тем больше должно быть удержано членов в урав­
нениях (37.16) и (37.17), т. е. чем больше будут искажения на краях зоны, 
тем учет этих искажений сложнее. 
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Как указывалось выше, в настоящее время наибольшая протяженность 
зон по долготе принята 6°. Таким образом, удаление пунктов от осевого мери­
диана по долготе не превосходит 3°, поэтому последующие рабочие формулы 
для вычислений при применении проекции Гаусса - Крюгера и рассчитаны 
на интервал в долготе l ~ 3 °. 

§ 38. ФормуJIЫ для определения 
конформных плоских координат х и у 
по геодезическим координатам В и L 

Вывод рабочих формул для вычисления координат Гаусса - Крюгера 
по геодезиче- :ким: I{оординатам, очевидно, сводится :к нахождению производных 

dпх 
d,ti и подстанов:ке найденных их значений в уравнения (37.16) и (37.17). 

Введем обозначения: 

а2 2 
С=т; tgB=t; 11 2 =е' cos2 B; 1+112 =V2 • 

Так как dX - дифференциал дуги меридиана, то 

dX=MdB, 

или, согласно (5.9), 

dX= ;
3 

dB. 

При выводе основных формул проекции мы обозначили 

М dB 
dq=N coslJ' 

или, учитывая формулы (5.9) и (5.10), можно написать 

dB 
dq= v2coslJ • 

Получаем выражение для первой производной 

dX с dri = vcosB. 

(38.1) 

(38.2) 

(38.3) 

(38.4) 

Применяя правило дифференцирования сложной функции, пишем в общем 
виде выражение для второй производной 

d2X d2X dB 
dq2 = dq dB dq • (38.5) 

Дифференцируем (38.4) по В, имея в виду, что V есть функция В, 

d'!.X с dV с . 
dqdB = -72 dB cosB-vsшB. (38.6) 

dV 
Для нахождения dB дифференцируем формулу v2 = 1 + e' 2cos2 В: 

2V dV = -2е' 2 cosBsinBdB, 

V dV = -е12 cos2 Btg BdB, 
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или 

dV 111 
-= --t. dB V (38. 7) 

Подставляя последнее выражение в (38.6), получаем 

d2X с 2t В с . В с . В 
dq dB = уз Т) cos -vsш = -wsш . 

dB 
Так как из формулы (38.3) dq = V2 cos В, то на основании формулы (38.5) 

получаем вторую производную 

d2X с sin 2В 
dq2 = -2 --v-· (38.8) 

и с N u u мея в виду, что V = 1 значения перво и и в то рои производных напишем 

так: 

dX 
-=NcosB 1 dq t 
d2X N f • 
dq2= - 2 sin2B J 

(38.9) 

Пользуясь формулами (37.16), (37.17) и (38.9), находим главные члены 
выражений для х и у как функций геодезических координат: 

x=X+~l"
2
sinBcosB+ .. · 1 

2р" 
l" • 

У=-,, NcosB+ . .. 
р 

(38.10) 

Выражения (38.10) для х и у, полученные без учета второго и последующих 
членов рядов (37.16) и (37.17), для точных вычислений непригодны. Для полу­
чения формул, позволяющих /вести вычисления требуемой в триангуляции 

dnx 
точности, необходимо вычислить производные] dqn до шестого порядка включи-
тельно и после подстановки их значений в формулы (37 .16) и (37 .17) получить 
выражения для х и у. 

Не приводя выкладок, связанных с получением указанных производных 
высшего порядка, и последующих преобразований при подстановке этих про­
изводных в (37.16) и (37.17), напишем окончательный результат 

Z"
2 

{ 1"2 cos2 В х=Х +--2 NsinBcosB 1+ 2 (5-t2 -L911i+4r1 4)+ 
2р" 12р" . . 'I 

+ cos (61- 58t2 + t4) J 

Z"4 4 в } 
360р"4 (38.11) 

l" { Z"2 cos2 В у=-,, N cosB 1+ 2 (1-t2+ 11 2)+ 
р 6р" 

+ cos (5-18t2+t4+ 14Т) 2 -58n2t2 ) . l"4 4 в } 
120р"4 'I (38.12) 
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§ 39. Формулы для вычисления 
геодезических координат 

по координатам Гаусса - Крюгера 

Вывод настоящих формул дадим по методу, предложенному Г. В. Баг~ 
ратуни *. 

Решая уравнения в общем виде относительно q + il и q - il, получаем 

q + ~l = F ( х + ~у) } . 
q- il =F (х- iy) 

Применяя ряд Тейлора R (39.1), находим 

q+ il = F (x+iy) = F (х) + iyF1 (х)- ~ F 11 (х)­
- i у3 F III ( . . .!!!_р IV ( ) + 

6 х) + 24 х • • · 

q- il =F (x-iy) =F (x)-iyF1 (х)- у; рП (х)+ 

+ t~з рПI (х)+ ;: pIV (х)+ ... 

Беря полусумму и полуразность выражений (39.2), получаем 

у2 11 У4 IV q=F(x)- 2 F (x)+uF (х)-.1,,, 

I У3 III L=yF (x)- 6 F (х)+ .•.. 

(39.1) 

(39.2) 

(39.3) 

(39.4) 

Выражения (39.3) и (39.4) вытеRают из условия Rонформности проеRции 
с :эллипсоида на плосRость. 

Для вычисления рядов (39.3) и (39.4) по-прежнему вводим условия проеR­
ции Гаусса - Rрюгера плосRости на эллипсоид: 

х 
Ллоскость 1) при у = О должно быть l = О и 2) F (х) = 

= q1. е, у 
i--------,a 

На рис. 79 заданная абсцисса х точRи а опреде­
ляется прямой Ое 1 , которая, согласно данному ус­
ловию, должна равняться длине дуги меридиана от 

эRватора до неRоторой точRи Е 1 (рис. 78), широту х• 
Rоторой обозначим через В 1 ; следовательно, при 
у = О и l = О выражение (39.1) должно обратиться 
в равенство 

(39.5) 

------ -~Lle -, нзобР0:ели 
парал 

х 

где q 1 вычисляется RaR фунRция широты В 1 ; ши­
рота В 1 может быть сразу легRо получена по х из 
таблиц длин дуг меридианов. 

НJображецие ж8а1:1ора 
-0""'"+-'-----------у 

Рис. 79 

ТаRим образом, формула (39.5) выражает рассматриваемое второе условие 
проеRции Гаусса - Rpюrepa. 

* Труды МИИГАиR. Вып. 24, стр. 57-59. 
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С учетом поставленных условий уравнения (39.3) и (39.4) примут вид: 

Далее вспомним, что 

l = (~) _.J!!.. (.!!:!.:L) . У dx 1 6 dx3 1 

d _ MdB 
q - iV cos Li 

S 
MdB 

q= NcosB • 

На основании последнего в общем виде можем написать 

В= ер (q) = <v [q1 + (q- q1)I, 

В1 = <р (q1)· 

(39.6) 

(39. 7) 

(39.8) 

Применяя ряд Тейлора и заменяя (q - q 1), на основании (39.6) получаем 

В- В -[ у2 ( d2q) _ yi ( d4q) ] dB (39 _
9

) 1 2 dx2 1 24 dx4 1 dq 

(при этом учтено, что всегда В 1 > В). 
Формулы (39.4) и (39. 9) в общем виде решают задачу перехода от прямо­

угольных координат Гаусса - Rрюгера к геодезическим. 

или 

Для получения рабочих формул находим необходимые производные. 
Имеем 

d _ MdB 
q- N cos В' 

Имея в виду, что dx = JИ dB, получаем 

( :; ) '1 
N CU.', jj' 

(39.10) 

(39.11) 

из (39.10) 

dq _ 1. 
dx -,=-, (~9.12) 

( ddl: )
1 

= N1:;;B1 

Переходим к вычислению вторых производных 

diq d ( dq) dB d2q dB 
dx2 = dii dx -;Jx = dB dx а;; ' 

.!:_ (.!!:!L) - ~ _!_ - - _1_ .!!:!._ 
dB dx - dB r - r2 dB • 

dr 
Вычисляем dB 

~ = _j_ ( N cos В) = - N sin В+ cos В ...!:._ [ а (1-- е2 sin 2 В)-1 
/ •] = dB dB . dB 

= -· Slll COS -----.,,..,...- , N • . В+ В r ае2 siп В cos В l 
( 1 -- ,,~ ~ i [l 2 в) 8 / 2 
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откуда после простых преобразований получаем 

dr М. В 
-ш=- sш . 

Следовательно, 

d2q _ _! М . В-1- sin В 
dx';. - r2 Slll М - r2 

или 

( 
d2q) sin В1 sin В1 t 1 

dx2 1 = Т = Ni cos2 В 1 =: Nl cu~ 1:-1 

Принимая во внимание (39.11), (39.13) и (3).16), искомые выражения (39.7),. 
(39.9) для координат В и l приближенно напиmР:м так: 

l= у 
N 1 cos В1 

y2t1 
В=В1- 2N

1
M

1 
+... (39.17) 

Вычисляя в выражениях (39.7) и (39.9) производные высшего порядка, 
получаем формулы, удовлетворяющие по точности все случаи практики. 

Опустив вычисления этих производных и последующие преобразования, 
напишем точные формулы в окончательном виде: 

2 

l"= 11 -"[t--Y-(1+2t2 + 2
) N' cos Н i р 6Ni 1 111 + 

+-· - 4 ~+ l1 + It1 + YJ1 + 8r11ti ц4 (- 28 2 2л 4 6 2 2 " ) ] 

120/v' 1 ' 

= 1- 2 л1_ л: t1P ---2 t1 + 111 - YJ1f1 + в в у2 " [ 1 у2 (5 + 3 2 2 9 2 2) 

"" 1н 1 12N 1 

+~ (ы + 90t~ + 45tf)] OOON
1 

' 

§ 40. Формулы для вычисления 
сближения меридианов на плоскости 

(39.18}-

(39.19) 

Сближение меридианов может быть выражено в функции геодезических 
координат и в функции прямоугольных координат. 

1. Сближение м р иди ан о в на пл о с к о ст и в фу н к -
ц и и г е оде з и чес к их к о о р дин ат. Пусть точка а (рис. 80) -
изображение на плоскости точки А эллипсоида; ns - изображение на плоско­
сти меридиана, проходящего через точку А; aw - изображение на плоскости 
параллели, проходящей через ту же точку А; аЬ - прямая на плоскости, 
параллельная оси абсцисс; ае - прямая, параллельная оси ординат; v - сбли­
жение меридианов на плоскости, равное углу при точке а между r~рямой аЬ 
и кривой ап. 

Очевидно, угол равен таю±-.t;; углу между изображением параллели aw 
и щтмой ае. Возьмем на изображении параллели аи, точку а 1 , бесконечно 
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'олизкую к точке а. Разности координат точек а и а 1 будут равны dx и dy. Из эле­
ментарного треугольника аа 1а 2 (рис. 81) имеем 

dx 
tgy=dy, (40.1) 

dz u u 

причем dy находится из уравнения кривои аш, для которои, как для дуги па-

;раллели, широта В должна быть принята постоянной величиной (можно взять 

:r 
п 

е 

5 

о-+------- !J 

Рис.80 

элементарный треугольник, используя 
элементы кривой ап и прямой аЬ; 
однако это невыгодно, так как в этом 

случае широту В нельзя считать по­
стоянной величиной, что усложнило бы 
последующее дифференцирование). 

а 

о, 

Рис. 81 

-Уравнение (40.1) можно переписать так: 

dx 
dl 

tg"'=-
1 dy • ( 40.2) 

d[ 

Производные ;; и ~~ найдем путем дифференцирования выражений (38.11) 

и (38.12). Из (38.11) с ошибками на величины второго порядка имеем 

dx l"N sin В cos В 

и из (38.12) 
dl = р"2 

dy NcosB 
dl = р 

На основании ( 40.2) с ошибкой на величину третьего порядка 

l" 
tg '\' =-" sin В. 

р 
(40.3) 

В результате дифференцирования формул (38.11) и (38.12) по l с учетом 
всех членов и после подстановки в (40.2) получим 

Z" sin В l"3 

tg '\' = р" + 3р"3 sin в cos2 в (1 + t2 + 31)2 + 2ч•) + 
z"5 + --.,. sin В cos• В (2 + 4t2 + 2t4). 

15р"" ' 
(40.4) 

178 



Так как 
1 1 

у = tg у - 3 tg3 у + 5 tg5 1'' 

то из (40.4) имеем окончательно 

zз . zs 
y"=l"sinB+ Зр2 sin_Bcos2 B(1+3Т)2 +2Т)4)+ 15Р4 sinBcos4 B(2-t2). (40.5) 

2. С б л и ж е н и е м е р и д и а н о в н а п л о с к о с т и в ф у н к -
ц и и пл о с к их к о ординат. Выражение для сближения меридианов 
в функции плоских координат получится путем замены в (40.5) l через прямо­
угольные координаты и замены аргумента В через В 1 . Последняя замена осу­
ществляется путем: предварительного разложения по строке Тейлора выражений: 

sinB · {В (В В)} · В (В В) В sin В1 (В1 -ВР Slll . 1 - 1 - = SШ 1 - 1 - COS 1 - 2 

2 5 4 1 sin В= sin В1-~ sin В1 (1 + rii) + ~ sin В1 
2N1 24N1 

cos2 В= cos2 В1 ( 1 + :i ti) · 
Пос.пе указанных подстановок получим: окончательно 

"'"=...J!.__p"t {1-~(1+t2_..,2_2-n4)+.JL 2+sti+зt:} 
r N1 1 3Ni 1 ·11 ·11 N~ 15 

или в лога риф:м:ическом виде 

lg -v" = lg _]!_ p"t1 - µу2 

(1- ri~ cos2 В1 - 2ri~ cos2 В1) + 
N1 ЗN~ cos2 В1 

+ µу4 (13- 6 cos2 В1). 
90N~ cos4 В1 

(40.6) 

(40.7) 

( 40. 7') 

Нетрудно видеть, что главные члены для у соответствуют разности прямого 
и обратного азимутов в главной геодезической задаче, если у заменить через 

· , sin А 1 , 1• 

§ 41. Формулы для вычисления 
масштаба изображения 

Для получения формул масштаба изображения в функции геодезических 
координат согласно формулам (37 .2) и (37 .4) напишем 

1+ ( ddyx )2 
т2 = (~)2 _ dx2+dy2 = ( dy)2 ----,--~-=--=-----,-

ds - М2 dB2+№ cos2 В dl2 dl { ( М dB )2) • (4i,i) 
N2 cos2 В 1 + N cos В d l j 

На основании (40.1) будем иметь 
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dB 
Для параллели dГ = О, поэтому (41.1) примет вид 

т dy 1 ''"'С у = dl N cos В ::;.: • (41.2) 

Вычисляя производную по l от выражения (38.12), получаем 

d Nl"2 Nl"4 

_]/_ = N cos в+-- cos3 В (1- t2
_J_ 11 2

) +-- cos5 В (5-18t2 + t4 ) (41.3) 
dl 2р"2 1 24р"4 ' 

далее 

'У2 5 4 
sec у = 1 + - + - ~, 

2 24 1 

и 

l"3 • В "В - [" ,· в+ Slll COS~ (1 1_ 3 2) 
У- sш 2 -т 'fJ . 

Зр" 

После подстановки (41.3), (41.4) в формулу (41.2) получим окончательно 

l"2 l"4 cos4 в 
т = 1+--2 cos2 В (1 + 11 2)+ 4 (5-4t2). 

:2р" 24р" 
(41.5) 

Для выражения масштаба в функции плоских координат подставим в фор­
·мулу ( 41.5) значения Z и cos 2 В согласно (39.13) и ( 40.6), тогда получим 

т - 1 + _L (1 1 2
) . ____L_ 

- ') ,у2 1 11 l + '14 IIT 4 • 
~ 1 1 '" 1\ 1 

(41Л) 

Так 
1+112 у2 1 

как--1 = - 1 = - 2 , то формула (41.6) может 
N~ N; R 1 

быть представлена 

в виде 

m=1 _Jf!_ _!L + 2Н 2 + 24R 4 • 
1 1 

( 41.7) 

µх2 
Имея в виду, что lg (1 + х) = µх - 2 , переписываем в логарифмическом 

виде формулу (41.7) 
l _ µу2 µу4 
gm- 2R 2 - 12R4 • 

1 1 

где µ - модуль десятичных логарифмов. 

§ 42. Формулы для перехода 
от расстояний на эллипсоиде к расстояниям на плоскости 

в проекции Гаусса - Крюгера 

(41.8) 

Пусть на плоскости расстояние по прямой между точками а и Ь равно 
S (рис. 82), а расстояние между соответственными точками на эллипсоиде, 
-считаемое по геодезической линии, равно s. :Кривая аЬ'Ь есть изображение 
геодезической линии АВ на плоскости в проекции Гаусса - :Крюгера. Через а 
обозначим длину этой кривой, а через 'V - угол между некоторым элементом da 
кривой аЬ' Ь и хордой аЬ. Будем иметь 
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т ' 

'; 

Величина v, как увидим дальше, выше второго порядка; пренебрегая 
v2 

в разложении cos v в ряд вторым членом - 2 , допускаем погрешность в S -а 

на малую величину выше четвертого порядка, поэтому можем считать 

S=a. 

Для масштаба изображения имеем 

откуда 

Имея в виду, что 

получаем 

s 

dS 
m=7s, 

s 
s= r dS . 

J т 
о 

S 
· , у2 y-i )-1 

s = ( 1 т l-Rt + 24Hl dS. 
о 

( 42.1) 

( 4'2.2) 

(42.3) 

Пренебрежем в подынтегральной ..... функции · членом 2:~4 ; при значении 
у = 100 км, т. е. при положении точки на краю трехградусной зоны, это даст 
погрешность в переносе длины с )ллипсоида на плоскость :меньше, чем ; Х 
Х 10- 8 , поэтому примем 

в 

S= нi- 2~;ys, ( 42.4) 

rде Rm - средний радиус кривизны для средней точ­
ки линии аЬ, который при интегрировании уравне­
ния ( 42.4) будем считать постоянным. 

Обозначив через р расстояние элемента dS от а, 
через у 1 - ор ~инату точки а, а через Т - дирекцион­
вый угол линии аЬ, будем иметь 

( 42.5) 

следовательно, 

у ь 

;J 
а 

-+--------х 
о 

Рис. 82 
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где 

s 2 -1 ( У1 2у1 sin Тр2 

S- р- 2R~ р- 2·2R~ 
о 

р3 sin2 т) ' 
6R~ 

( 
у~ 

s=S 1--
2R~ 

У1 sin TS _ s2 sin2 Т) 
2 2 • 

2Rm 6Rm 

Имея в виду, что 
Лу 

У1=Ут--2-, 

Ут= YitYz и Лу=у2-у1, а Лy=SsinT, 
получаем 

s=S[t- У~ +(Лу)2_(Лу)2]· 
2R~ 8R~ 6R~ 

Решая последнее выражение относительно S, получаем 

S =S (t+ у~ + (Лу)2 ) 
2R~ 24R~ ' 

§ 43. Формулы для вычисления поправок 
в направления за кривизну изображения 

геодезической линии на плоскости 

(42.6) 

(42. 7) 

В конформной проекции углы и направления переносятся с эллипсоида 
на плоскость без искажений, но геодезическая линия изображается на плоско­
сти не прямой, а некоторой кривой. Пусть, например, на рис. 83: о, i, k - иso-

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 

Рис. 83 

/{ 

D, !/2 В, 
-----------

Llx 

--------,, У, А, 

Рис. 84 

бражения на плоскости точек О, I, К поверхности эллипсоида; геодезиче­
ские линии, соединяющие точку о с i и k, изобразятся кривыми oi и ok; угол 
между касательными ok" и oi' к этим кривым в точке о будет в точности равен 
углу между геодезическими линиями ОК и 01 на эллипсоиде. Однако для прак-
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тических вычислений необходимо перейти от кривых oi, ok, ... к прямым, сое­
диняющим конечные точки этих кривых. В направления ok' и oi' следует ввести 
поправки, равные углам между касательными к кривым, изображающим 
геодезические линии на плоскости, и прямыми, соединяющими конечные точки 

этих кривых. Эти поправки на рис. 83 изображаются углами ioi' и kok' и назы­
ваются п о п р а в к а м и з а к р и в и з н у и з о б р а ж е н и я г е о д е -
з и ч е с к о й л и н и и н а п л о с к о с т и. Они обозначаются через 60 i, 

f)ok И т. д. ~ 
Дадим первоначально упро- / 

щенный вывод формул для вы- / 
числения этих поправок. Пусть 
на плоскости имеется изображе­
ние геодезической линии в виде 
кривой А 1аВ 1 (рис. 84). Углы в О, 
точках А 1 и В 1 между касатель­
ными к кривой и хордой А 1 В 1 
обозначим через б 1 _ 2 и 6 2 _1 • 

Рис. 85 Рво. 86 

Координаты точек А 1 и В 1 обозначим через х 11 у 1 и х2 , у 2• Если линия 
С 1D 1 - изображение осевого меридиана, то 

А1С1 = У1, 
B1D1 =У2· 

Фигуре ABCD на эллипсоиде (рис. 85) спответствует фигура А 1аВ 1С 1D 1 
на плоскости. Сумма углов в фигуре ABCD на эллипсоиде равна 360° + е. 
Сумма углов в фигуре A 1aB 1C 1D 1 на плоскости равна 360° + 6 1 . 2 + 6 2 . 1 • 

Вследствие конформности изображения суммы углов обеих фигур должны 
быть равны, т. е. 

360
8 + е = 3608 + <\. 2 + 02• 1, 

или 

е = О1. 2 + 02 1 · 

Полагая'! 6 1 . 2 = 6 2 • 1 и принимая во внимание, что 

е" = (х2-х1) (У1 +У2) р"* 
2R2 ' 
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получаем 

Обозначив 

У1+У2 -у 
2 - т, 

получим окончательно 

{j" _ б" _ (х2-Х1) Ут р" 
1. 2 - 2. 1 - 2R 2 ( 43.1) 

(не принимая во внимание знаков величин б 1 . 2 , б 2 . 1 как поправок). 
Дадим вывод более точных формул. Пусть А 1аВ 1 (рис. 86) - изображение 

на плоскости геодезической линии АВ. Возьмем на кривой А 1аВ 1 две точки р 
и q, расположенные на бесконечно малом расстоянии одна от другой и ограни­
чивающие участок dcr. Для этого бесконечно малого участка разность х 2 - х 1 
обратится в dx, а 

<\. 2 - 02. 1 = dб. 
Пусть 0 1 - центр кривизны для участка dcr. "Угол p0 1 q будет равен 2dб. 

На основании ( 43.1) имеем 
2do = ydx 

R2 • 

Обозначив радиус кривизны кривой А 1аВ i через р, напишем из треуголь­
ника p0 1 q 

или на основании ( 42.1) 

где dS - элемент хорды А 1В 1 • 

Из (43.2) получим 

2 dбр = da, 

2dбp=dS, 

1 2 dб у dx 
p=dS=Ifi"'7fs• 

(43.2) 

( 43.3) 

Возьмем систему координат с началом в точке А 1 ; ось ~ направим по хорде 
А 1В 1 , а ось11 - по напрэвлению, перпендикулярному к ней. Напишем выраже­
ние, известное из дифференциальной геометрии, для радиуса кривизны 

d211 
d~2 1 

-= 
р 

(43.4) 

Величина ~~ - тангенс малого угла между кривой А 1аВ 1 и хордой А 1В 1 ; 

квадрат этой величины будет ничтожен по сравнению с единицей, с которой 
1 

он складывается в выражении для -. Поэтому приближенно можно написать 

р 
(43.5) 

На основании формул (43.3) и (43.5) напишем равенство 

d2'1'l у dx 
dG2 ..:.= H"l. rlS ' 
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Так как ось ~ направлена по хорде А 1В 1 , то 

Обозначив координаты точек А 1 и В 1 через х 1 , у 1 и х 2 , у 2 , а дирекционный 
угол хорды А 1В 1 - через Т, будем иметь 

х = х1 + G cos Т; у= у1 + G sin Т } . 
dx = ds cos Т (43 ·5) 

Принимая во внимание последние выражения, получаем 

_ d 2'Y] _ у1 + ~ sin Т Т 
d~2 - я2 cos • 

Интегрируя последнее уравнение и считая R постоянным, равным Rm, 
:получаем: 

d'Y] У1 cos Т ~2 , --;;r= 2 s+-2-sшTcosT+C1 , 
Rm 2Rm 

( 43. 7) 

У1 cos Т ~3 . 
-ТJ = 2 s 2+-2-sш Т cos Т -t C1s+ С2 • 

2Rm 6Rm 
(43.7') 

В написанных выражениях С 1 и С 2 - произвольные постоянные. Определим 
их. Так как в точке А 1 

s=O, 

'ТО из ( 43. 7) находим 

.а ИЗ ( 43. 7') 

dYj 
И df =tg<\. 2=<\. 2, 

с1 = - <\.2, 

С2=0. 

В точке В 1 ордината 'Yl = О, ~ = S = А 1В 1 , поэтому из формулы (43.7') 
имеем 

о = у1 cos Т _§__ , S2 • Т Т ,1;: 

R
z 2 - -::.;- Slll COS - u 1 2, 
т 6Rm . 

-откуда 

{j - YI cos Т s+~2 sin Т cos т, 1
' 

2
- 2R 2 6R 

т т 

или, учитывая (43.6), получаем~ 

{j __ У1 (х2 - х1) 1_ (х2 - х1) (У2 - У1) 
1

'
2 

- 2R~ 6R~ 

{j __ (Х2-Х1) (у + У2-У1) 
i. 2 2R2 1 3 , 

т 

f/ р" ( У2-У1) t. 2 = 
2
R 2 (х2-Х1) Ут---6- , 
т 

(43.8) 
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Полученные формулы (43.8) и (43.9) пригодны для вычисления редукций 
в триангуляции 2 класса. 

Для триангуляции 1 класса, при вычислении в системе шестиградусных 
зон, более точная формула имеет вид 

5-" _ Х2-Х1 fl ( У2-У1) 
u1.2 "'" +~Р Ут---6- -

т 

) 

{j" = _ Х2-Х1 р" (у + У2-У1) + 
2. t 2R2 т 6 

т 

(43.10) 

р" р" 
+--уз (х -х )--у2 (у -Y·)'Yl2t 6R'* т 2 1 RЗ т 2 1 ·•m т 

т т 

Для триангуляции 3 класса и ниже можно пользоваться формулой 

(43.11) 

Поправки, получаемые по формулам (43.10) и (43.11), следует вы ч и -
тать из измеренных направлений (рис. 86). 

Для вычисления поправок б координаты пунктов достаточно знать при­
ближенно. Дифференцируя формулу (43.11), находим 

ло• = (x2 -xi) р'Лу + ~ р"Л (х.,- Х ). 
2R 2 т 2R 2 ~ 1 

т т 

Обозначив Л (х, - х1} = Лут через Лр, найдем 

Ло"=~О" [у + (х -х )1 2R 2 • т 2 1 Jt 
т 

откуда 

л M2R~ 1 
р = Ут+(х2-х1) 7• 

Полагая для триангуляции 1 класса Лб = 0,001 "; Ут = 250 км; х 2 - х 1 = 
= 50 км, находим, что Лр ~ 1 м. 

Для триангуляции 2 класса, для которой Лб = 0,01 ", получим Лр ~ 10 м. 
Следовательно, приближенное вычисление координат для редуцирования 

геодезической линии на плоскость необходимо вести с удержанием 0,1 м для 
триангуляции 1 класса и 1 м - для триангуляции 2 класса. Для триангуляции 
3 и 4 классов приближенные координаты достаточно вычислять с округлением 
до десятков метров; в этом случае приближенные координаты можно определять 
rрафически - по точной схеме триангуляции. 

§ 44. Формулы и таблицы для вычисления 
плоских прямоугольных ftоординат Гаусса - :Крюгера 

Полученные основные формулы проекции Гаусса - Крюгера для число­
вого решения задач, возникающих при применении этой проекции в геодезии, 

громоздки и ·сложны. Непосредственное их использование без применения 
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вспомогательных вычислительных средств в виде специальных таблиц потребо­
вало бы выполнения больших и сложных вычислений. Поэтому наличие рацио­
нально составленных таблиц, соответствующих удобным для вычислений фор­
мулам, имеет исключительно важное значение для практики геодезических 

вычислений вообще и для вычисления координат Гаусса - Крюгера в част­
ности. 

Одни и те же по существу формулы могут быть путем преобразований 
приведены к разнообразной внешней форме, поэтому для решения одной и 
'ТОЙ же задачи с заданной точностью можно предложить различные формулы 
и различные таблицы. 

При преобразовании формул для практических вычислений и составлении 
'Таблиц стремятся обеспечить заданную точность вычислений при минимальном 
количестве вычислительных действий, простоте и удобстве вычислений. После 
введения в СССР системы координат Гаусса - Крюгера (1930 г.) были предло­
жены формулы различного вида для вычисления и составлены соответствующие 
'Таблицы. Наибольшее распространение получили таблицы, составленные инже­
нерами Д. А. Лариным и В. И. Звоновым под руководством проф. Ф. Н. Кра­
совского. 

· В связи с переходом в 1942 г. в геодезических работах СССР от эллипсоида 
Бесселя к эллипсоиду Красовского все ранее составленные таблицы потеряли 
практическое значение. Главным управлением геодезии и картографии были 
,с.оставлены и изданы новые таблицы для вычисления координат Гаусса - Крю­
rера с использованием размеров эллипсоида Красовского: 

1) Ф. Н. Красовский и А. А. Изотов - «Таблицы для логарифмического 
:вычисления координат Гаусса - Крюгера для широт от 30 до 80°» (М., Гео­
дезиздат, 1946); 

2) <<Таблицы для вычисления плоских конформных координат Гаусса 
в пределах широт от 30 до 80°>>, составленные под руководством Д. А. Ларина 
{М., Геодезизда т, 1958); 

3) <<Таблицы координат Гаусса - Крюгера для широт от 32 до 80° через 5' 
и для долгот от О до 31/ 2 ° через 71/ / и таблицы размеров рамок и площадей 
1.'рапеций топографических съемою>, составленные под руководством проф. 
А. М. Вировца (М., Геодезиздат, 1947). 

При составлении перечисленных таблиц исходными служили формулы, 
полученные в предыдущих параграфах. Однако рекомендуемые в этих табли­
цах рабочие формулы, метод и порядок вычислений различны, поэтому рас­
,е,мотрим указанные таблицы. 

I. Т а б л и ц ы Ф. Н. R р а с о в с к о r о и А. А. И з о то в а пред­
назначены для вычислений при помощи логарифмов. В зтих таблицах рекомен­
дуется два вида tформул: для вычисления координат точки, удаленной от осе­
вого меридиана по долготе менее чем на 1 °30', и формулы для вычисления коор­
динат точки, удаленной от осевого меридиана по долготе в пределах от 1 °30' 
.до 3°30'. 

При помощи таблиц вычисляют: 
а) плоские прямоугольные координаты, сближение меридианов и масштаб 

изображения по геодезическим координатам; 
б) геодезические координаты, сближение меридианов и масштаб изображе­

ния по данным прямоугольным координатам; 

в) редукции горизонтальных направлений за кривизну изображения гео­
дезической линии на плоскости; 

г) редукции расстояний за переход с эллипсоида на плоскость. 
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II. <<Та б л и ц ы для вычислений пл о с к их к он ф о р м -
н ы х к о о р д и н а т Г а у с с а в n р е д е л а х ш и р о т от 30 до 80°», 
составленные на Предприятии No 7 nод руново;r:rством инж. Д. А. Ларина, 
предназначены для нелоrарифмическоrо вычисления координат Гаусса (в даль­
нейшем для краткости будем называть их таблицами Ларина). 

Таблицы содержат натуральные значения коэффициентов рядов, получен­
ных в § 38, 39, 40, 41 и представляющих разложения величин (х - Х); у; '\'; 
В 1 - В и l по степеням l и у, а также вспомогательные табличные величины, 
необходимые для вычисления поправоR в расстояния и направления при пере­
ходе с эллипсоида на плосRость. 

1. Д л я в ы ч и с л е н и я п р я м о у r о л ь н ы х R о о р д и н а т по 
г е оде з и чес к им служат формулы (38.11) и (38.12) 

/(х-Х) = N 2 siн В cos Bl"
2 + ~ 4 sin В cos3 В (5 -- t2 + \. 

2р" 24р" 

+ 9'У1 2 - 411 4) /"
4 + _!!__ sin В cos5 В (61- 58t2 + t4

)"
6 

'I 720р"6 

у = ~ cos Bl" + N 3 cos3 В (1- t2 + 11 2
) /"

3 + 
р 6р" 

( 44.1) 

+_!!__cos5 В (5-18t2 --L t4 + 14112 - 58t2 11 2) /"
5 

120р"5 1 

При составлении таблиц приняты следующие обозначения величин, Rото­
рые даются Rак функции В или В и l ": 

l = l" х 10-4; 

а.2 = N
2 

108 sin В cos В; 
2р" 

Ь1 = 104 ~ cos В; 
р 

Ь = _!У_ 1012 cos3 В (1- t2 + rJ 2)· 3 6р"3 . ' 

а6 = ~ sin В cos5 В (G1 - 58t2 + t4
); 

720р" 

Ь = _N_ cos5 В (5-18t2 + t4 + 1411 2 - 58ri2t2). 5 120р"5 

Коэффициенты а и Ь - фунRции широты; значения а6 и Ь5 - фунRции 
широты В и долготы l. С этими обозначениями формулы (44.1) оRончательно 
перепишем таR: 
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(х- Х) = a2z2 + a4 l 4 + а' k 6 

у= b1l + b3l 3 + ь~ kь 
[5 

k5 = (4 х 3600)5 ; а'= а6 (4 Х 3600)6 
• 

l6 
kв = (4 х :i600)6 ; ьп = Ь5 (4 х 3600)5 

J 

( 44.2) 



2. Д л я в ы ч и с л е н и я с б ли же ни я м е р и д и а н о в при-­
меняют формулу (40.5), т. е. 

. sin В 1 sin В t 
у= l sш В+ -- со:-:.2 В ( + 3-nЧ- 2114

) l3 +-- cos В (2- t2
) l 5 • (44.3). 

Зр"2 ., 15р"4 

Обозначим: 

с1 = sin В; sin В " 4 с = -- 1012 cos2 в (1 _j_ 3'У}~ + 2't"\ )· 
з Зр"2 1 ·, , ·, , 

sinB 4 В (2 t2) c5 =--cos -
15р"4 ' 

тогда формула ( 44.3) примет вид 

y=c1l+cзl 3 +c'k5 ]. 
С~= С0 (4 ,>( 3600/ 

(44.4) 

3. Д л я в ы ч и с л е н и я г е о д е з и ч е с к и х н о о р д и н а т по 
прям о угольным используют формулы (39.18) и (39.19), ноторые пере­
пишем в виде 

В -B=p"tgB1y2- p"tgB1 (5 + 3t2+'Yl2_ 9rJ2t2) У4+) 
1 2}1,11N1 24M1N~ 1 ·11 1 1 

+ р" tg В 1 (61 + 90t2 + 45t4 ) у6 
720М 1N~ 

1 1 

l- р" р" (1+2t2+ 2) 3 + 
- N cos В у - 6Nз В 1 'У] 1 У 

1 1 l cos 1 

( 44.5), 

+. ~,, (5+28ti+24t~+6rii+8ri~t~)y5 
120N 1 cos В 1 _ 

Последняя формула после преобразования принимает вид 

_ • { N 1 cos В 1 ( 1 + 2t i +-11 П cos В 1 2 l 
l - у • р" + 6N 1Р" у J + 

-1 ~ (5 + 44f~ + 32t~- 2f}i-16'Y]ifi) у5 • 
360N~ cos В1 

(44.6), 

В таблицах приняты обозначения: 

А= rtgB1 1015(5+3t2+'Yl2_9'Y}2t2) 
4 24м Nз 1 · 11 · 11 1 , 

1 1 
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Формулы (44.5) с этими обозначениями и с учетом формулы (44.6) пере-
пишем так: 

В1-В = А2у2 +А 4у4 + A 1 k6 ) 

l =у: (Ь, + ВзУ') 10• + В'kь 1 

А' = А6 ( 4 Х 3600)6 N6 ~~
86 В > • 

В'= В (4 Х 3600)• №cos' В 1 
5 р5 J 

(44. 7) 

4. Д л я в ы ч и с л е н и я р е д у к ц и й г о р и з о н т а л ь н ы х 
н а п р а в л е н и й за к р и в и з н у и: з о б ;1 а ж е н и я г е о д е з и -
ческой лини и на пл о с к о ст и используют формулы (43.10) в виде 

fJ _ _ р (х. -Х )(у _ У2-У1 _ у~)- '112t (У2-У1) 
]. 2 2R2 2 1 т 6 ЗR2 RЗ 

т т 

б = _Р_ (х -х )( У2-У1 _ У~ ) + ri 2t (У2-У1) 
2. 1 + 2R~ 2 1 Ут + 6 ЗR~ 11_з 

(44.8) 

Обозначая: 

р -/· 2R2 - т, 
т 

+ У2-У1 III Ут --6- - 6 = cr2, 

получаем 

б1. 2 = - f т (Х2- Х1) G1 + 0: ) • 
б2.1= +fm(X2-X1)G2-б ( 44.9) 

Это точные формулы, применяемые для вычислений в триангуляции 1 
класса. Для триангуляции 2 класса употребляют формулы в виде 

<\. 2 = - fm (х2-Х1) (Ут- y
2 -;;Yl) } 

82.1= +fт(Х2-Х1) (Ут+ y2--;;YI) ' 

а для триангуляции 3 и 4 классов 

81.2= -fт(х,-х1)Ут }· 
82.1 = + fm (х2-Х1) Ут 

(44.10) 

(М.Н) 

Вычисляемые по приведенным формулам поправки алгебраически суммиру­
ются со значениями соответствующих направлений. 

5. Д л я в ы ч и с л е н и я р е д у к ц и й р а с с т о я н и й в р а с -
с м а~т р и в а е м ы х т а б л и ц а х рекомендуется применение формулы 

f' _ µ-108 
где 

аа - 2R 2 • 
т 
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В таблицах Ларина приведены величины 

Обозначим 

Лу2 
12=Ils, 

у:п 
-2-= IIIs. 
6Rm 

у;;+ П5- III1 = cr3 • 

Тогда (44.12) примет вид 

(lg d- lg1) 108 = J:.cr3• 

Для триангуляции 2 класса формула (44.13) упрощается так: 

107 (lgd-lgs)= 1~ t~(u~+ ~~ 2

). 

Для триангуляции 3 класса 

108 (lgd- lg в)== 1~0 1:.11~. 

(44.13 !' 

(44.14) 

(44.15) 

При помощи величин, приведенных в рассматриваемых таблицах, вычис­
ления, связанные с применением: координат Гаусса - Крюгера, выполняются 
просто и требуют сравнительно небольшого количества вычислительных дей­
ствий; в этом легко убедиться, рассмотрев формулы (44.2), (44.4), (44.7) и др. 

Рассмотренные таблицы обеспечи-
1 

L 
12 

вают по1 точности вычисления трианrу- А(х !J. )В 1 (t t,) В(х22 Уп) 
ляции класса в пределах шестиrрадус- 21

• 21 г 
пых зон. Табличные величины дают в 
вычислении каждого отдельного члена 

ошибки, не превышающие 0,0005 м в 
прямоугольных координатах; 0,0005" -
в сближении меридианов и 0,00005" -
в геодезических координатах. 

III. <<Т а б л и ц ы к о о р д и-
н а т Г а у с с а - R р ю r е р а», со-

. ставленные бригадой инженеров под ру­
ководством проф. А. М. Вировца (будем В,~------¾-----
называть их для краткости таблица- Cf.ru,Y,.,) У u/xц,!/J. 2 ) 
ми Вировца), содержат прямоугольные Рис. 87 
плоские координаты углов съемочных 

трапеций масштаба 1 : 25 ООО, необходи-
мые для построения рамок трапеций топографических планов и нанесения 
километровых линий на них. В этом основное назначение таблиц. Rроме того,. 
они позволяют вычислить прямоугольные координаты по геодезическим:. 

Вычисление прямоугольных координат при помощи :этих таблиц весьма про­
стое. Пусть требуется вычислить прямоугольные координаты пункта М(рис.87), 
геодезические координаты которого В и L даны. Находим трапецию масштаба 
1 : 25 ООО, на которой расположен пункт М. Для вершин данной трапеции 
геодезические координаты известны; прямоугольные координаты вершин тра­

пеции приведены в таблицах. Искомые прямоугольные координаты х, у точки М 
находят интерполированием. На рис. 87 пунктиром показаны линии меридиана 
и параллели, проходящие через точку М. Сплошные прямые, проходящие 
через точку М, являются линиями, параллельными осям абсцисс и ординат. 
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Искомые координаты х, у точки М определятся путем интерполирования сле­
дующим образом: 

х=х1.1 + х2. 1-х1.1(В-В1)+ х1. 2-x1.1(l-l1)-0x=) 
В 2 -В1 l 2-l1 l 

= Х1.1 + Ix+ п.\;-ох 
1 ' 

У=У1.1+ У?:1-У1.1(В-В1)+ Y1.2-Y1.1(l-l1)--oy=1 
i) 2 -B1 l 2-l1 

=У1.1 + Iu+ П0-оу J 

(44.16) 

где члены I и II - поправки, получающиеся из линейного интерполирования; 
величины ох и оу - поправки за нелинейное изменение абсцисс и ординат 
в зависимости от изменения В и l. 

!, fг !, ! 12 

82 !!2 / У2.2 82 Xz.1 Хг.2 

в у в х 

в, !!и !1,.2 в, I:.1 I,2 

Рис. 88 Рис. 89 

Эти поправочные члены даны в таблицах; они вычислены по формулам 

( 44.17) 

Долгота l от осевого меридиана по-прежнему получится l = L - L 0 • 

Координаты вершин трапеции рекомендуется выписывать в схемы, показан­
ные на рис. 88 и 89. 

Плоские прямоугольные координаты по таблицам Вировца вычисляют 
с точностью порядка 0,2 м. Этими таблицами, обеспечивающими наибольшую 
простоту вычислений, и следует пользоваться во всех случаях, где точность 

0,2 м достаточна. 

§ 45. Преобразование координат Гаусса - Крюгера 
из одной зоны в другую 

На практике нередко возникает задача перевычисления (преобразования) 
координат из одной зоны в другую. Эта задача заключается в то:м, что коорди­
наты какого-либо пункта или многих пунктов, отнесенные к осевому :мери­
диану с долготой L~ одной зоны, требуется перевычислить с отнесением к осе­
вому :меридиану другой зоны, имеющему долготу L~. Такая задача может 
возникать в следующих случаях: 
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1) если триангуляционная сеть расположена на стыке двух смежных 
зон (исходные данные в восточной и западной частях триангуляции отнесены 
к разным осевым меридианам этих зон), то для уравнивания такой триангуля­
ции в системе одной зоны необходимо преобразовать координаты исходных 
пунктов из одной зоны в другую; 

2) в связи с переходом на систему трехградусных зон в районах, где наме­
чено исполнение топографических съемок в крупных масштабах (1 : 10 ООО, 
1 : 5000), при наличии координат опорной сети, вычисленных в шестиградус­
ной зоне, возникает задача перевычисления координат из шестиградусных 
зон в трехградусные или в зону с частным значением долготы осевого мери­

диана; 

3) при обработке ходов съемочного обоснования аэрофотосъемки на гра­
нице зон необходимо координаты опорных пунктов государственной триангуля­
ции иметь в одной системе; если эти пункты расположены в разных зонах и 
координаты их отнесены к разным осевым меридианам, то возникает необходи­
мость перевычисления координат из одной зоны в другую; 

4) если выполнены съемочные работы для составления специальных круп­
номасштабных планов и район работ оказался на стыке двух зон, или даже 
в одной зоне, но на ее краю, то возникает необходимость перевычисления коор­
динат имеющихся опорных пунктов при некотором другом осевом меридиане, 

проходящем через территорию данной съемки. Это оказывается необходимым 
в связи с недопустимой величиной искажений на краю зоны при использовании 
в специальных целях съемочных материалов. 

При окончательном вычислении координат пунктов государственной триан­
гуляции и составлении каталогов принято за правило проводить <<Перекрытие>> 

зон, т. е. для точек, лежащих вблизи раздельного меридиана, давать коорди­
наты в двух смежных зонах. Эта мера в значительной степени приводит к сокра­
щению случаев необходимости преобразования координат пунктов из одной 
зоны в другую, но не исключает их. 

Способов перевычисления координат пунктов из зоны в зону существует 
несколько. Рассмотрим некоторые из них. 

1. Если возникает необходимость преобразования координат из одной зоны 
в другую для одного-двух пунктов, то можно применить следующий способ. 

Пусть даны координаты х1 , у 1 пункта Р в зоне I; требуется перевычислить 
эти координаты в зону II. Поступаем следующим образом: 

а) от известных координат х1 , у1 пункта Р переходим к геодезическим 
координатам его В и L: 

б) по найденным таким образом геодезическим координатам пункта Р, 
принимая осевой меридиан зоны II, вычисляем искомые прямоугольные коор­
динаты хн и 1/II• 

Задача решается принципиально просто и точно, но для перевычисления 
·координат значительного числа пунктов этот способ не может быть рекомендо­
ван вследствие большого объема вычислительной работы. 

2. Второй способ преобразования координат, который целесообразно при­
менять для значительного числа пунктов, основан на переходе от редуциро­

ванных направлений и сторон в системе зоны I к направлениям и сторонам: на 
сфероиде, а от них - к редуцированным направлениям и сторонам в системе 
зоны II и вычислению искомых координат пунктов в этой зоне по обычным 
формулам. Могут быть некоторые варианты в применении этого способа в зави­
симости от конкретных условий задачи. Рассмотрим более детально один из 
типовых случаев. 
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На рис. 90 изображена триангуляция в виде ряда между твердыми сторо­
нами АВ и CD. Координаты исходных пунктов А и В даны в системе зоны I, 
а пунктов С и D - в системе зоны II. "Уравнивание ряда должно быть выпол­
нено в одной зоне. После уравнивания координаты пунктов 1-7 должны быть 
окончательно ;r:щны в системе зоны I, а координаты пунктов 4-9 - в системе 
зоны II, что обеспечит взаимное перекрытие смежных зон. Так как большая 
часть ряда расположена в зоне I, то уравнивание следует вести в системе этой 
зоны. Задача решается в следующем порядке: 

а) от координат пунктов D и С, данных в системе зоны II, переходят к коор­
динатам в системе зоны I описанным выше способом; 

б) вычисляют приближенные координаты всех пунктов ряда, начиная 
от пунктов А и В в системе зоны I; при помощи этих координат определяют 
редукции направлений и вводят их в измеренные направления. В результате 
этих вычислений все элементы ряда получаются отнесенными к системе зоны I; 

в) производят уравнивание ряда; 

З4на ! Joнaff 

в 2 4 б 8 D 

А 3 5 7 9 с 

Рис. 90 

r) из уравненных направлений с пунктов 4-9 вычитают вычисленные 
редукции направлений и получают таким образом уравненные направления 
на эллипсоиде; 

д) по координатам пунктов С и D, отнесенным к зоне II, определяют при­
ближенные координаты пунктов 4-9 и вычисляют редукции направлений 
с этих пунктов; после введения этих редукций в уравненные сферические напра­
вления получают уравненные направления на плоскости с указанных пунктов 
в системе зоны I I; 

е) вычисляют окончательно координаты пунктов 1-7 при помощи :исход­
ных координат пунктов А и В и уравненных направлений на плоскости, полу­
ченных после выполнения п. <<в», и координаты пунктов 4-9 при помощи 
координат пунктов С и D, отнесенных к системе зоны II, и уравненных напра­
влений на плоскости, полученных в результате выполнения п. <<д». 

Таким образом, поставленная задача решена. При этом в связи с располо­
жением ряда в двух зонах дополнительной работой явилось приближенное 
вычисление координат пунктов и редукций направлений для меньшей поло­
вины ряда (не считая преобразовач:11я координат пунктов D и С по первому 
способу). 

Применение настоящего способа обеспечивает получение преобразованных 
координат с полной точностью, соответствующей данному классу триангуляции. 

3. Большинство других способов основано на применении различного 
рода таблиц. Из них отметим таблицы, составленные А. М. Вировцем и 
Б. Н. Рабиновичем*. При применении этих таблиц на вычисление отдельного 

* А. М. Вир овец и Б. Н. Раб ин о в и ч. Таблицы для преобразования прямо­
угольных I{оординат. М., Геодезиздат, 1952. 
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"f' пункта требуется 10-15 мин. Преобразованные координаты получаются с оmиб-
,, кой до 2 см. Укажем также таблицы, составленные В. Л. Наганом *, Е. Е. Би­

рюковым**. 
Рассматриваемая задача может быть решена при помощи ранее упомина­

вшихся таблиц А. М. Вировца ( <<Таблицы координат Гаусса - Rрюгера для 
широт от 32 до 80° через 5', для долгот от О до 31/ 2 ° через 71/ / и таблицы раз­
меров рамок и площадей трапеций топографических съемою>). Rак у-называ­
лось, основное их назначение - построение в проекции Гаусса - Rрюгера 
рамок трапеций топографических съемок. Эти таблицы содержат также неко­
торые вспомогательные данные, позволяющие преобразовывать координаты 
из зоны в зону с ошибкой порядка 0,2 м. 

Формулы для преобразования координат при помощи указанных таблиц 
получаются следующим образом. 

Пусть требуется перевычислить координаты пункта А из зоны I в зону 11. 
Обозначим через х 1 , у 1 данные координаты пункта А в зоне 1, а через х 2 , у 2 -

искомые координаты в зоне 11. Находим трапецию масштаба 1 : 25 ООО, в пре­
делах которой расположен пункт А. На рис. 91 и 92 показано изображение 
рамок этой трапеции в I и II зонах и изображение пункта А. 

Пусть О 1х и О 2х - изображения прямых, проходящих через юго-западную 
вершину трапеции и соответственно параллельных осям абсцисс в I и II зонах. 
От этих прямых отсчитываются дирекционные углы линий. Обозначим коор­
динаты вершин трапеции 0 2 в зоне 11, известные из таблиц, через (х0) 2 и (у0) 2 . 
Однако разности координат точек О и А известны только в системе зоны 1; 
обозначим их Лх 1 и Лу 1 • Очевидно, несовпадение разностей координат точек 
0 2 и А 2 с разностями координат точек 0 1 и А 1 вызывается различием дирек­
ционных углов и разными значениями масштабов линий 0 1А 1 и 0 2А 2. Отсюда 
следует, что разности координат Лх 1 и Лу 1 зоны I могут быть преобразованы 
в зону II путем учета изменения дирекционного угла линии 0 1А 1 , которое 
можно считать вызванным поворотом координатных осей на угол Ла.. Затем 
полученные выражения должны быть исправлены за изменение масштаба Лт 
при переходе из зоны I в зону 11. Следовательно, можно написать: 

Лх2 = (Лх1 cos Ла.-Лу1 sin Ла.) Лт } 
Лу2=(Лх1 sinЛа.+Лу1 соsЛа.)Лт ' (

45
·
1
) 

х2 = ( х0)2 + Лх2 } • 

У2 = (Уо)2 + Лу2 
( 45.2) 

Дадим вывод формул для вычисления Ла. и Лт. Введем обозначения: 
а 1 - дирекционный угол линии О 1А 1 в зоне 1; 

(у 0) 1 - сближение меридианов на плоскости в точке О 1 в зоне 1; 
б 1 - поправка за кривизну изображения линии О 1А 1 на плоскости 

в зоне 1; 
d 1 - расстояние между точками О 1 и А 1 на плоскости зоны 1. 

Для аналогичных элементов в зоне II имеем обозначения: 

а.2; (Уо)2; 62 И d2. 

* В. Л. К ага н. Таблицы для преобразования ноординат Гаусса - Крюгера 
из шестиградусной зоны в смежную шестиградусную зону. М., ВТУ Генштаба ВС СССР, 
1948. 

** Е. Е. Б и р ю к о в. Таблицы для перевычисления прямоугольных ноординат 
Гаусса - Крюгера из одной шестиградусной зоны в другую шестиградусную зону. М., ВТУ 
Генштаба ВС СССР, 1947. 
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Обозначив через А геодезический азимут линии на эллипсоиде соответ-­
ствующей прямой О 1А 1 (или О 2А 2) на плоскости, напишем: 

для зоны 1 а1 = А-(Уо)1 - <\, 
для зоны II CG2=A-(y0)2-02, 

откуда 

( 45.3) 
Имеем 

- r· - r" (\- zн2 Лх1 (Ут)1 и 02 - zнz Лх2 (Ym)2, 

отсюда, пренебрегая различием между Лх 1 и Лх2 , напишем 

Полагая 

получаем 

(45.4) 

Построение формулы (45.4) позволяет ДJIЯ Лб составить табличку, ноторая 
и приведена в таблицах Бировца. Величину Лб выбирают по аргум:ент:tм Лх 

х х 

Oi [(хо}, .t'yl}),J Ог г1 ( 1 с!Iо}г, !Jo)z 

J-->11c. 91 Рис. 92 

п Лут. Значения у тоже выбирают из таблиц. Следовательно, окончательно 

Ла = (у0) 1 -(у0)2 + Ло. (45.5) 

Далее находим изменение масштаба Лт, т. е. 

d1 =sm1 и ~=sm2 , (45Л) 

где m 1 и m 2 - масштабы изображения для точек 0 1 и 0 2 в зонах I и II, а s -
расстояние на эллипсоиде, соответствующее расстоянию на плоскости О 1А 1 

(или О 2А 2). Из формулы (45.6) получим 

d1 d2 
mi = т2 • 

Составляем производную пропорцию 

d2-d1 d1 =-, 
т2-т1 т1 

(d2-d1)=(m2-m1) ~=(m2-m1) di 2 =(m2-m1) d1 (1- iн\ ). 
т1 1+-y-

2R2 
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Табл н u а 16 

Пункт Р 

Элементы формул от юго-западной I от юrо-восточпой 
вершины вершины 

трапеции трапеции 

в 47° 15' 
l1 * 315 3° 22' 30n 

l2 ** -245 -2 37 30 
Z1 5 241 750 О 5 241 750,0 
(хо)1 5 240 258,9 5 240 661,1 
Лх1 + 1491,1 + 1089,9 
У1 +252 000,0 + 252 000,0 
(Уо)1 246 020,5 255 482,0 
ЛУ1 + 5979,5 34820 
(Уо)1 2° 23' 16jf 2° 28' 47" 
(Уо)2 2 0112 155 42 

(Уо)1 - ('\'0)2 42428 42429 
м 1 1 
Ла + 4° 24' 2711 +4° 24' 2вп 

sin Ла О,о7685 0,07 685 
cos Ла 0,99 704 0,99 704 
(т-1)2 517 495 
(т-1)1 762 791 

Лт =1+(т-1)2-(т-1)1 0,999 755 0,999 704 
+ Лх1 cos Ла - Лу1 sin Ла + 1027,2 + 1353,3 
+ Лх1 sin Ла + Лу1 cos Ла + 6076,4 + 3388,0 

(хо)2 5 238 802,4 5 238476,3 
Лх2 + 1026,9 + 1352,9 
Х2 5 239 829,3 5 239829,2 
(Уо)2 - 208173,7 -198 711,8 
Лу2 + 6074,9 3387,0 
У2 - 202 098.8 -202 098,8 

* Долгота вершины трапеции относительно осевого меридиана 
зоны No 8. 

** То же, относительно осевого меридиана зоны No 9. 

у2 
Пренебрегая малым членом (m 2 - m 1) d 1 2

R
2

, получаем 

(d2-d1) = (mt- m 1) d1 , 

:; = 1 + (т2-т1). (45.7) 
d 

Отношение d: и характеризует изменение масштаба при nepexop;e из 
зоны I в зону II для линии ОА. 

Чтобы при вычислении иметь дело с меньшим количеством знанов, фор­
мулу ( 45. 7) перепишем окончательно 

Лm = 1 + (m-1)2 -(m-1)1• (45.8) 
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Величины (т - 1) 2 и (т - 1) 1 выбирают И3 вспомогательной таблицы. 
Формулы (45.1), (45.2), (45.5) и (45.8) решают 3адачу. 
В табл. 16 приведен пример перевода координат И3 3ОНЫ в зону при помощи 

ука3анных таблиц. 

или 

Пункт Р 3адан в 3оне No 8 координатами: 

Х1 = 5 241 750,0; 

У1=8752 000,0 

У1=+252000,0. 

Требуется перевычислить эти координаты в систему 3оны No 9. 
Таблицы А. М. Вировца и Б. Н. Рабиновича служат для преобра3ования 

прямоугольных координат И3 трехградусной в смежную трехградусную, И3 
трехградусной - в mестиградусную и обратно и И3 mестиградусной 3оны -
в смежную mестиградусную. Переводы, свя3анные с mестиградусными 3онами, 
во3можны для пунктов, удаление которых от осевого меридиана не превышает 

3° 30' долготы.При переводе И3 mестиградусной в mестиградусную 3ону при­
ходится решать последовательно две задачи: 
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1) переход в смежную трехградуеную зону и 
2) переход из последней в смежную mестиградусную. 

Х1 

У1 

Уо 

Лу 

(а1 +Ь1 Лу-1О-1О) Лу 
С1 

У2 

хо 

(а+ Ь Лу .10-10) Лу 
с 

Х2 

а 

Ь Лу • 10-10 
а+Ь Лу. 10-10 

а1 

Ь1 Лу .10-10 
а1 +ь1 Лу. 10-10 

Переход из западной 
6-градусной зоны 
в 3-градусную 
восточную 

5 728 374,55 
+ 210198,20 

207 634,75 
+ 2 563,45 

3,53 
0,00 

+ 2 559,92 

5 724110,03 
105,21 

0,00 
+5 724 004,82 

-0.041 04176 
+ 26 
-0,041 04150 
-0,001 37 183 

652 
-0,001 37 835 

Таблица 17 

Переход из 3-гра­
дусной западной 
зоны в восточную 

6-градусную 

5 724004,82 
+ 2 559,92 

207 814,29 
205 254,37 

+ 174,32 
+ 0,08 
- 205 079,97 

5 719 738,92 
+ 8 423,81 
+ 1,47 

5 728164,20 
-О 041 01,948 

2,135 
-0,041 04 083 
-0,001 37 184 
+ 52 254 
--0,000 84 930 



Формулы для перевода координат из зоны в зону, используемые при при­
менении :таблиц А. М. ВироЕда и Б. Н. Рабиновича, сле,цующие: 

Лу=у1-Уо, 

Х2 = х0 + (а+ Ь Лу, 10-10) Лу + с 
У2 = Лу + (а1 + Ь1 Лу .10-10) Лу 

(45.9) 

где у O - ордината вспомогательной точки Р O в системе первой зоны, лежащей 
на изображении осевого меридиана второй зоны и имеющей абсциссу, равную 
абсциссе х данной точки; х 0 - дуга меридиана от экватора до параллели вспо­
могательной точки Р 0 • 

Значения величин х 0 и Уо, коэффициенты а, Ь, а 1 , Ь 1 , поправки с и с 1 при­
водятся в таблицах в метрах и выбираются по значению х 1 • 

Погрешность перевода из зоны в зону по данным таблиц не превышает 
0,02 м. 

Пример на переход из шестиградусной зоны в шестиградусную по таблицам 
А. М. Вировца и Б. Н. Рабиновича приводится в табл. 17. Даны: коор­
динаты пункта 1 - х 1 , у 1 в 4-ой шестиградусной зоне (L 0 = 21 °). Вычислить 
координаты этого пункта х 2 , у 2 в пятой (восточной) зоне (L 0 = 27°). 

Rонтрольным вычислением может служить обратный переход из пятой 
зоны в четвертую. 

§ 46. Нанесение километровых линий 
на планшеты топографической съемки. 

Вставка географической сетки в прямоугольную 

В настоящее время в практике топографических и картографических работ 
в СССР принято топографические планы масштаба до 1 : 2000 включительно 
ограничивать линиями меридианов и параллелей. 

Вершины углов листов топографических планов и А F в 
карт и опорные пункты наносят в проекции Гаусса - ....-----.-----, 
Крюгера. Таким образом, съемочные и составительские 
листы карты получаются сразу в проекции Гаусса -
Крюгера. 

Для удобства пользования топографическими пла­
нами и картами принято показывать на них километро­

вую сетку с установленными интервалами ( 1; 2 км 
и т. д.) в зависимости от масштаба съемки. 

При съемке или составлении ка рты в проекции по- С 
строение рамок и нанесение опорных пунктов производят 

путем предва рительноrо нанесения на чертежный лист 

r, о 

Рис. 93 

километровой сетки в данном масштабе. За тем относительно километровой сет­
ки наносят при помощи таблиц Вировца вершины углов трапеции и опорные 
пункты по их координатам. Положение километровых линий определяется уже 
при построении рамок. 

До 1950 r. планшеты топографической съемки в масштабе 1 : 5000 и 
1 : 2000 ограничивались линиями абсцисс и ординат; топографические планы 
масштаба 1 : 1000 и крупнее и в настоящее время ограничивают линиями 
абсцисс и ординат; может возникнуть обратная задача - вставка географиче­
ской сетки в прямоугольную. Пусть съемочный планшет изображается квадра­
том (рис. 93) с вершинами А (х 1 , у 1); В (х 1 , у 2); С (х 2 , у 1); D(x 2 , у 2). Требуется 
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определить положение меридиана F F 1 и параллели ЕЕ 1 • Очевидно, задача 
сводится к определению положения точек F, F 1 , Е, Е 1 • 

Для определения точки F имеем абсциссу линии АВ и заданную долготу l 
меридиана, который должен быть нанесен на планшет. Требуется определить 
ординату YF точки F. Не различая широт точек А и В, по х 1 , как по дуге мери­
диана от экватора до данной точки, находим из таблиц широту В 1 . Далее, 

на основании формулы (39.13) пишем, опуская члены с ~ 4 й ч 2 , 

= N1cosB1z {1+ _J:._ (1+ 2t2}}. 
YF р" 6N2 1 

1 

(46 1) 

[2 2 
Заменяя в поправочном члене у 2 через -;;z N 1 cos2 В 1 , получаем оконча-

Р 
тельно 

= N1 cos B1Z {1 + Z2 cos2 В1 (1 + 2t2}} 
у р р" 6р"2 1 • ( 46.2) 

Так же вычислится и ордината точки F 1 , но в этом случае широта В 1 дол­
жна быть вычислена по абсциссе х 2 • 

Положение параллели ЕЕ 1 определится, если найдем абсциссу точки Е, 
а затем аналогично - точки Е1 • Для вычисления абсциссы ХЕ точки Е имеем 
ординату у западной рамки планшета и широту В параллели ЕЕ 1 • На основа­
нии формулы (39.12) находим широту В 1 точки пересечения ординатной линии 
точки Е с осевым меридианом 

В1 =: В+ 2}CN p"t, (46.3) 

где М 1 , N 1 и t 1 заменены через М, N и t без заметной для графических по­
строений ошибки. 

Искомую абсциссу ХЕ вычисляют по таблицам как дугу меридиана от эква­
тора до широты В 1 . Аналогично вычисляют абсциссу точки Е 1 ; при этом вместо 
ординаты западной рамки должна быть взята ордината восточной рамки. 

§ 47. Понятие о некоторых других проекциях и системах 
плоских координат 

В предыдущих параграфах было сказано о теории и практике применения 
системы прямоугольных плоских координат Гаусса - Rpюrepa, применя­
ющейся в настоящее время в СССР и других странах. 

До перехода к проекции Гаусса - Rpюrepa в СССР и в ряде других стран 
использовались другие проекции, причем в некоторых странах они приме­

няются и по настоящее время. 

Рассмотрим эти проекции и соответствующие системы плоских прямо­
угольных координат. Некоторые из них имеют историческое и в то же время 
методическое значение. При сравнении с ними проекции Гаусса - Rрюгера 
наглядно выявляются преимущества последней. 

Приведем краткие сведения о сущности этих проекций 

1. Сферические прямоуголы-1,ые координаты Волъднера 

В ]этой системе координат земная поверхность I считается сферической. 
Пусть на сфере (рис. 94) точка О на осевом меридиане принята за начало 

r,оординат. Меридиан РОР 1 , проходящий через выбранное начало координат, 
принимается за ось х. 
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Возьмем некоторую точку А и определим ее положение на сфере в системе 
координат Зольднера. Для этого проведем из точки А большой круг АА о~ 
перпендикулярный к начальному меридиану - оси абсцисс РР 1 • Координа" 
тами точки А будут: х - длина дуги ОА 0 , у - длина дуги АА 0 • 

Возьмем вторую точку В; ее координатами соответственно пусть будут 
х2 и у 2 • Расстояние между точками А и В определяется длиной дуги большого 
круга s. Если отложить по дуге большого круга от точки В O расстояние АЛ v = 
= у 1 = Б 0В 1 , то отрезок дуги В 1Б будет Лу = у2 - у 1 • 

р 

р' 

!/z в,' в' 

в'' 
Q 

ot В! 
l 

Хг·Х1 
1 

\ 

А' 
о 

У, А' 

!1 
о' 

Р, 
,1 

Р. 

Рис. 94 Рис. 95 

Проведем в А и В большие круги АС и БС 1 , составляющие с дугами АА 0 

и ВБ O прямой угол. Тогда угол в точке А между дугами А С и АБ будет дирек­
nионным углом а2.1 направления АБ; аналогично угол между БС 1 и БА -
дирекционным углом а1.2 направления БА. 

Далее обозначим: R - радиус сферы, z - длину дуги АБ 1 , Q - полюс 
большого н:руга РОР 1 • 

Применение описанной системы сферических координат на плоскости 
заключается в следующем: 

1. Осевой меридиан РОР 1 изображается на плоскости прямой Р'О' Р; 
(рис. 95). 

2. Большие круги ОА O и ОБ O изображаются прямыми, перпендикуляр­
ными R прямой Р'ОР{ и расположенными на расстоянии, равном разности 
абсцисс точек А и Б. 

3. Малый круг сферы, параллельный осевому меридиану, изображается 
прямой, параллельной изображению осевого меридиана Р'О' Р{ и расположен­
в:ой от него на расстоянии, равном ординате этого малого круга. Описанные 
условия изображения сферичесн:их элементов системы на плоскости вполне 
определяют положение точек А и В на плоскости. Они изображаются точr{ами 
А, и В' и будут иметь плосн:ие н:оординаты, равные сферическим *. 

Но, конечно, взаимное положение этих точек на плоскости иное, чем на 
сфере. Это легко усматривается из сопоставления рис. 94 и 95. 

• Сферические координаты как плоские использовал французс1шй геодезист Кассиви, 
Dоэто:му описываемые плоские координаты называются также Кассини ..,..... Золъднера. 

2(}1 



i i 

! 
1 

il 1 

i! 

:11 

1, 

1 

Допущение, что Земля - шар, а не эллипсоид, может быть практически 
оправдано только в пределах некоторой зоны как с севера на юг, так и с вос­
тока на запад. Если воспользоваться теорией Гаусса конформного изображения 
эллипсоида на шаре, то можно сделать вывод, что без практически заметных 
линейных и угловых искажений можно не различать эллипсоида от шара 
в пределах зоны, ограниченной параллелями, отступающими одна от другой 
до 21/ 2 ° и меридианами - до 2° (для средних широт). Соответствующие ограни­
чения, притом значительно более жесткие на размер этой зоны, накладывают 
допустимые размеры искажений при переходе со сферы на плоскость. Конечно, 
в зависимости от точности геодезических сетей и их назначения размер таких 
участков, определяющих, по существу, самостоятельные (частные) системы 
координат, будет меняться. Здесь важно отметить следующий основной вывод: 
использование проекции Зольднера, т. е. системы сферических координат, 
как плоских на значительной территории, вызвало бы необходимость образо­
вания множества зон, ограниченных как меридианами, так и параллелями. 

К этому следует добавить, что для вычислений в каждой зоне было бы необхо­
димо принимать разные постоянные, например частные начала координат 

(отличающиеся не только долготами, как в проекции Гаусса - Крюгера, но и 
широтами). Это привело бы к образованию значительно большего числа смеж­
ных границ зон, чем в проекции Гаусса - Крюгера. Все это делает проекцию 
Зольднера значительно менее удобной для использования как системы плоских 
прямоугольных . координат на большой территории. 

К этому следует добавить, что учет искажений в проекции Зольднера более 
громоздок и сложен, чем в проекции Гаусса - Крюгера: при учете линейных 
искажений необходимо принимать во внимание ориентировку линий; учет 
угловых искажений необходимо вести с несравненно большей тщательностью 
и подробностью независимо от протяженности направления. 

Все вместе взятое дает основание сделать вывод, что проекция 3ольднера 
по многим и весьма существенным моментам уступает проекции Гаусса -
Крюгера. 

Давая краткое описание проекции 3ольднера, следует отметить, что мате­
матически вопрос о замене сфероида сферой может быть решен, причем строго, 
следующими двумя путями, если размер зоны не позволяет пренебречь сферои­
дичностью Земли: 

1. Двойным переходом с эллипсоида на плоскость: первоначально осуще­
ствляется переход с эллипсоида на шар, пользуясь тем или иным законом 

изображения, например конформным Гаусса, а затем с шара на плоскость -
описанным выше. 

2. Введением сразу не сферических, а сфероидических прямоугольных 
н.оординат; в этом случае у измеряется как длина геодезической линии, соста­
вляющая с осевым меридианом 90°, а х - соответствующая дуга меридиана 
(дуга эллипса). , 

Эти дополнительные ;сведения, конечно, не меняют сделанного заклю­
чения о практическом применении проекции 3ольднера в геодезии. 

Система прямоугольных плоских координат Зольднера впервые начала 
применяться в начале прошлого столетия в Германии, при кадастре и земле­
устройстве; она начала применяться и в СССР в двадцатых годах, главным 
образом в землеустройстве. Но когда в начале тридцатых годов в связи с большим 
развитием геодезических работ в СССР встал вопрос о выборе и переходе к единой 
-системе плоских прямоугольных координат, то по указанным выше соображе­
ниям проекцию 3ольднера отвергли и приняли проекцию Гаусса - Крюгера. 
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2. Стереографичеспая проепция 

Напомним, что стереографическая проекция шара на плоскость пред­
ставляет собой частный случай перспективных проекций, когда точка зрения 
находится на поверхности шара; картинная плоскость перпендикулярна диа­

метру шара, на котором располагается точка зрения. Корт{Jнноя 

Рис. 96 дает геометрическое представление о стерео- плос1шсть z м 

графической проекции шара на плоскость. 
Эта проекция обладает двумя важными свойствами: 

1) она конформна; 2) большие и малые. круги на ша­
ре изображаются также соответствующими кругами. 

Перспектива эллипсоида на плоскость не обладает 
этими свойствами. 

Стереографической проекцией эллипсоида на пло­
скость называют такую, которая обладает указанными 
двумя свойствами проекции шара на плоскость и пре­
вращается в нее при сжатии, равном нулю. Этим условиям 
могут удовлетворять многие проекции. Наиболее из­
вестны стереографические проекции Гаусса, Русселя и 
так называемая Голландская. 

О(точка 
1/ЮШЯ) 

Рис. 96 

Для последующей характеристики проекций применительно к геодезиче­
ским целям приведем без вывода основные формулы проенции в определении 
Гаусса. 

Основное уравнение проенции 
· 1 1 1 

get tg - Ф - tg - Фо 

+ . k 2 2 - х iy = --------,--, 
"l 1 1 

(47.1) 

где 

1+get tg 2 Ф0 tg 2 Ф 

k=2N0 , 

Ф=90°-В, 

Ф0 = 90°-В0 , 

l =L- L 0 , 

N O - радиус нривизны первого вертинала в точне зрения, 

( 
1 +е cos Ф)½е 
1-есоsФ 

g=-------:--
( 

1 + е cos Фо \ 1 / 2е' 
1-е cos Фо J 

В 0 и L 0 - геодезические ноординаты центра проенции (х 0 = О; Уо = О). 
Далее приведем формулы, характеризующие искажения проенции. 
Масштаб изображения выражается формулой 

х2+у2 

rn = 1 + k2 ' (47.2) 

Из формулы (47.2) следует, что иснажение одинаковое в радиальных 
направлениях от центра проенции. Отсюда можно сделать вывод, что проекцию 
целесообразно применять для изображения частей поверхности эллипсоида, 
имеющих нруглые очертания. 
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Формула (47.2) дает главный член поправки за переход с эллипсоида на 
плоскость в стереографической проекции, если для х и у взять их значения 
для средней точки линии, т. е. 

х1+х2 
Xrn=--2- и Ут= У1 +У2 

2 

тогда главный член формулы для указанной поправки будет 

х~+У~ 
d-s=d---k2 

Из сравнения (47.3) с формулой (42.7) можно сделать вывод, что размер 
искажений в стереографической проекции будет при одинаковом удалении 
от осевого меридиана несколько меньше, чем в проекции Гаусса - Крюгера. 

Поправка за кривизну изображения геодезической линии на плоскости 
выражается формулой 

f," _ б" _ Х2У1 - Х1У2 11 

1. 2 - 2. 1 - k"l. р • (47.4) 

Величина поправок б в стереографической проекции будет примерно в два 
раза меньше, чем в проекции Гаусса - Крюгера. 

Из формулы масштаба изображения 

т = 1 _J_ х2 + у2 
1 k2 

следует, что масштаб изображения воврастает от центральной точки по всем 
направлениям. Поэтому применение стереографической проекции на большой 
территории вызывает необходимость введения зон, ограниченных как меридиа­
нами, так и параллелями. Вследствие наличия частных начал координат, 
расположенных под разными широтами, вычисления не будут единообраз­
ными в разных зонах. Следовательно, если говорить о применении проекции 
на значительной территории, то за проекцией Гаусса - Крюгера сохраняется 
безусловное преимущество. Масштаб изображения в проекции Гаусса - Крю­
гера зависит только от ординаты, следовательно, каждая зона в этой проекции 
охватывает полосу поверхности эллипсоида от северного полюса до южного. 

Огромное достоинство этой проекции - полное однообразие и ·стандартиза­
ция вычислений независимо от зоны. 

Тем не менее стереографическая проекция имеет некоторые преимущества, 
которые в частных случаях могут быть использованы. К этим преимуществам 
·м:ожно отнести: 

1. Искажения возрастают равномерно 'ОТ, центральной зоны проекции, 
'Тогда как в проекции Гаусса - Крюгера такой равномерности нет. 

2. При одинаковом удалении от осевого меридиана искажения в длинах 
линий в стереографической проекции в два раза меньше, чем в проекции 

Гаусса - :Крюгера. 
Мошно высказать предположение, что в частных случаях стереографиче­

·СКая проекция момет найти практическое применение в геодезических работах. 
Очевидно, это может быть в тех случаях, когда размер искажений в проекции 
Гаусса - Н.рюгера в принятой системе зон недопустим и возникает необходи­
мость перехода ~ частной системе координат; это может случиться при исполь­
зовании координат для достаточно точных числовых расчетов при проектиро-
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вании и строительстве комплекса инженерных сооружений, при известном уда­
лении их от осевого меридиана. Как уже указывалось, · стереографическая 
проекция наиболее удобна для изображения территорий, имеющих круrлое 
очертание. 

§ 48. Общее заключение по применению 
координат Гаусса - Крюгера 
в геодезических работах СССР 

Система координат Гаусса - Крюгера отвечает требованиям, указанным 
в § 35; переход с эллипсоида на плоскость осуществляется с точностью, удо­
влетворяющей самым строгим практическим требованиям. Полученные фор­
мулы хотя и не очень просты, все же не представляют существенных затруд­

нений при вычислении, если имеются вспомогательные таблицы. Проекция 
конформна, поэтому редукции направлений за кривизну изображения геодези­
ческой линии на плоскости малы и их легко вычислить; линейные искажения 
учитывать просто. 

Основное достоинство проекции Гаусса - Крюгера для построения системы 
плоских прямоугольных координат на значительных и больших территориях -
деление на зоны, простирающиеся полосами от северного полюса до южного. 

Такое деление на зоны равного протяжения по долготе и однородного по ши­
роте обеспечивает единообразие методов и средств вычислений во всех зонах. 
Разные зоны отличаются от нулевого меридиана только номерами, не участву­
ющими в вычислениях и определяющими географическое положение той или 
иной зоны на поверхности земного эллипсоида. 

Таким образом, проекция Гаусса - Крюгера имеет универсальный харак­
тер и наряду с геодезической системой координат может применяться для всех 
стран и нонтинентов. 

Достоинство проекции Гаусса - Крюгера заключается в том, что в рабо­
тах малой точности, например при развитии съемочного обоснования - про­
ложении теодолитных ходов, развитии аналитических сетей, можно не учиты­
вать редунций направлений. Действительно, в неблагоприятном случае (на 
краю mестиградусной зоны при Ут = 250 км, х 2 - х 1 = 1 км) значение редук­
ции будет меньше 1 ", т. е. пренебреrаемо мало по сравнению с ошибками изме­
рения углов. 

При проложении теодолитных ходов между : пунктами триангуляции, 
координаты которых даны в системе Гаусса - Крюгера, в измеренные длины 
сторон ходов необходимо вводить поправки за перРход на плоскость. На нраю 
mестиrрадусной зоны при у = 250 км эти поправки достигают величины по-· 

рядка 
1
;
00 
~ поэтому не могут считаться препебрегаемыми. Таким образом, 

в геодезических работах малой точности надо учитывать толь:ко линейные 
искажения. 

Конечно, при всяком заноне изображения эллипсоида на плоскости для 
большой территории неизбежно разделение территории на зоны. В связи с 
этим возникают неудобства главным образом на стыке двух смежных зон, 
когда смежные геодезические пункты оказываются отнесенными к различным 

системам координат. Однако для большинства случаев эти неудобства устра­
няются взаимным перекрытием зов при вычислении координат пунктов. Эти 
перекрытия в настоящее время в СССР установлены на 1 ° по долготе; западная 
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и восточная зоны перекрываются по 30' по долготе. Схематически это перекры­
тие показано на рис. 97. 

Интервалы зон по долготе в 6° следует считать максимальными; при увели­
чении этого интервала возникла бы необходимость учета дополнительных 

Рис. 97 

сложных членов в формулах перехода от 
геодезических к прямоугольным координа­

там и в формулах редукций длин и направ­
лений. При использовании топографа-гео­
дезических материалов, отнесенных к си­

стеме прямоугольных плоских координат, 

важно, чтобы в пределах известной зоны, 
порядка (у-5) км: и (У+ 5) км, масштаб m 
можно было считать постоянным. На краю 
шестиградусной зоны, т. е. при Z = 3°, 
изменение :масштаба на линии, перпенди­
кулярной оси абсцисс, длиной 10 км бу­
дет около 1 : 17 ООО, или три единицы 
пятого знака логарифма. Так как вычис­

ление сетей съемочного обоснования ведется при помощи пятизначных таб­
лиц логарифмов, то, очевидно, увеличивать протяженность зоны по долготе 
свыше 6° нельзя. 

Приходится также иметь в виду, что геодезические и топографические 
данные, вычисленные в проекции, отличаются от соответствующих данных 

в натуре. Но нельзя требовать, чтобы инженер-проектировщик при использо­
вании топографа-геодезических данных для составления проекта или при пере­
несении его в на туру имел дело с какими-либо редукциями. Это приводило бы 
к различным недоразумениям и ошибкам. Линейные искажения на краю шести­
градусной зоны достигают величины порядка 1 : 1200; для проектирования 
различных инженерных сооружений такое масштабное искажение на плане или 
в геодезических данных не может считаться допустимым. С применением трех­
градусных зон (Z = 1 °30') линейные искажения приблизительно равны 1 : 5000. 
Этой величиной уже во многих случаях можно пренебрегать. Поэто:м:у в райо­
нах крупномасштабных съемок, результаты которых будут использоваться 
для проектирования и инженерных расчетов, координаты пунктов следует 

вычислять в трехградусной зоне с применением в отдельных случаях частных 
осевых меридианов. 

В издаваемых в настоящее время каталогах геодезических пунктов, по­
мимо прямоугольных координат х и у, приводятся, как правило, сближения 
меридианов и масштаб изображения. 

Для всей территории СССР абсциссы х положительны, поэтому знак плюс 
обычно не ставится. Ординаты у могут иметь и положительные, и отрицатель­
ные значения. Чтобы избежать ошибок, которые могут возникнуть вследствие 
неправильного учета знака ординат, начало счета последних сдвигают на запад 

на 500 км, т. е. к значениям ординат алгебраически прибавляют 500 км и впе­
реди полученной суммы ставят номер зоны, к которой отнесены координаты 
данного пункта. Если, например, данная точка расположена в зоне No 7 и ее 
ордината у = - 7 4,24 км, то преобразованное указанным образом значение 
ординаты будет 7 425,76. 

Координаты Гаусса - Крюгера прочно вошли в практику геодезических 
работ в СССР, они обеспечивают простое использование результатов этих 
работ в различных целях, о I{оторых было сказано в начале главы. В настоя-
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щее время полностью ликвидирована бессистемность в применении прямоуголь­
ных координат. 

-Успех введения и применения единой системы прямоугольных координат 
в СССР объясняется научным подходом к решению этого важного вопроса. 

Регламентированная система применения координат Гаусса - Крюгера, 
изложенная выше, вполне отвечает требованиям постановки топографических 
работ в масштабе до 1 : 25 ООО и в масштабе 1 : 10 ООО. При более крупных 
масштабах (1 : 5000, 1 : 2000 и 1 : 1000) съемок, если они захватывают неболь­
шие территории и имеют местный характер и искажения при использовании 
трехградусных зон недопустимы, вполне возможны частные решения в виде 

применения произвольных начал координат. 

По. мере развития промышленного, энергетического, городского строи­
тельства, выполнения работ по сооружению комплексов научно-технических 
,сооружений и проведения других мероприятий объем крупномасштабных 
,съемок будет возрастать. Этот рост будет происходить как путем увеличения 
числа массивов, требующих крупномасштабных съемок, так и путем расшире­
ния площадей этих съемок в отдельных массивах. Естественно, что будет воз­
растать и роль числовых геодезических данных, необходимых в процессе проек­
тирования, осуществления и эксплуатации тех или иных сооружений. Во всех 
этих случаях искажения, возникающие на краях зон, даже трехградусных, 

могут быть недопустимыми. И .если на мел:ких участках съемок возможны 
упоминавшиеся выше частные решения, то на больших территориях крупно­
масштабных съемок, когда искажения проекции в трехградусной зоне превы­
шают допустимые ошибки требуемых геодезических данных, должно быть 
найдено общее научно обоснованное решение. Возможен переход в соответ­
ствующих районах к зонам по долготе в 1,5°; его, вероятно, нельзя признать 
вполне удачным, так как увеличение числа зон представляет собой определен­
ные неудобства. Следует ду:мать, что дальнейшая разработка вопроса о системе 
или системах координат, применение которых обеспечивало бы большее соот­
ветствие между числовыми значениями координат и натурой, представляет 
достаточно актуальную научно-техническую задачу. 



11. 

ФИЗИЧЕСRАЛ 

ГЕОДЕЗИЯ 

Гл а в а VII 

ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ 

§ 49. Предмет физической геодезии 

Физическая геодезия - часть высшей геодезии, в которой рассматрива­
ются методы изучения фигуры Земли как физического и геометрического тела 
на основе законов механики и опытных данных - результатов геодезических, 

гравиметрических и астрономических измерений. Если в сфероидической гео­
дезии устанавливаются математические зависимости между элементами поверх­

ности эллипсоида, считая его параметры известными, то физическая геодезия 
рассматривает методы определения параметров земного эллипсоида и методы 

изучения_ действительной фигуры Земли обычно относительно выбранного 
эллипсоида как поверхности относимости или сравнения. 

Изучение фигуры Земли основано на определении действительного внеш­
него гравитационного поля Земли, поэтому в физической геодезии значительное 
внимание уделяется теории потенциала силы тяжести Земли и его определению 
по результатам упомянутых измерений. К физической геодезии относится 
также редукционная проблема высшей геодезии, под которой обычно пони­
мается совокупность задач по вычислению поправок в непосредствен­

но измеренные значения углов, линий и других элементов за переход к поверх­
ности относимости. 

К физической геодезии отнесем вопросы использования ,геодезических 
данных для изучения деформации земной поверхности и внутреннего строения 
Земли как физического тела. 

Через физическую геодезию, в первую очередь, геодезия в целом входит 
в состав науки о Земле как совокупности знаний, даваемых геофизикой, 
геологией и другими науками. 

Под общей фигурой Земли практически понимается эллипсоид в ращения, 
максимально приближающийся к общему земному эллипсоиду. 

Под действительной фигурой Земли будем понимать физическую поверх­
ность на суше и невозмущенную поверхность воды океанов и морей. При необ­
ходимости, из измерений глубин дна в океанах и морях всегда легко можно 
определить поверхность океанического и морского дна. 

Действительная фигура Земли - физическая земная поверхность - опре­
деляется координатами каждой ее точки в выбранной системе. Однако прак­
тически такого определения положения всех точек поверхности Земли мето­
дами высшей геодезии не требуется. Достаточно определять пространстве:яные 
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1'ООрдинаты Х, У, Z ИJIИ геодезические - В, L и Н отдельных точек, равно-
. иерно расположенных на земной поверхности. Такими точками на суше могут 
.;быть пункты астрономо-геодезической сети 1 и 2 классов и реперы нивелиро­
. аиия I и II классов. Координаты других точек можно получить с необходимой 
tТОчностью путем развития геодезических сетей следующих по точности клас­
-оов, а также методами топографии. Изучение действительной фигуры Земли 
,ia водной поверхности заключается в определении высот ее точек относительно 
,аллипсоида. Выбор этих точек, их густота вытекают из требований к точности. 

1 
:и подробности изучения формы данной водной поверхности. 

§ 50. Краткий очерк развития знаний 
о фигуре Земли и методах ее изучения 

·;~!(' · . Вопрос о том, какую форму имеет Земля, привлекал внимание~многих · 
, )}1М ~слителей е~е в глубокой древности. К мысли о том, что фигура Земли npeд­

·)v: ~-q~авляет собои тело, близкое по форме к шару, и, далее, к эллипсоиду, пришли,. 
1,f;(· ,~онечно, не сразу. Р 

~r,1{1·;::· Известно, что первым, кто пришел к выводу о mа­
·:;iт,1/~ообразности Земли, был знаменитый греческий фило­
**;\:~оф и математик Пифагор (VI в. до нашей эры). 
:fi~;/Р,опытки определитьu размеры земного шара относятся 
':f,:( J~ временам глубокои древности. 
·;( · :. . Измерения на земной поверхности для определения 
J},:J»'аДиуса Земли с давних пор называют r р а д у с н ы -
· .с./~ и и з м е р е н и я м и. Это название происходит 

:·.:,·&,!' тоrо, что в то время Земля принималась за шар и 
:/~~#ределение ее размеров заключалось в выводе отрезка 
:./';~и большого круга земного шара, соответствующего Рис. 98 
,;:/~дному градусу. 
;{Ji,,· Допустим, что из непосредственных измерений на поверхности Земли 
}J~олучена длина некоторой дуги меридиана АВ, равная а (рис. 98). Пусть 
,·.t:делены на астрономнчесннх наблюдений широты нонечных точен этой 
.:;::\,,, . q, 1 и ср 2 , причем q, 2 > ср 1 ; тогда, принимая Землю за шар, имеем 

:¾fJ1.· .:о = '1'2;'1'1 (50.t) 

S1° - длина дуги в 1 °. 
Из последнего выражения получаем 

R - радиус Земли. 

s 
S1•=--­

<p2-<p1 

о 360° 180° . R =S10P =S10-2- = --810, ;. 
л л 

(50.2) 

(50.3) 

Рассмотрим основные этапы развития знаний о форме и размерах Земли. 
,оследовательное, более подробное изложение истории градусных измерений 
·.вообще работ по определению формы и размеров Земли дано n rяде сочине-
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ний по высшей геодезии [27], [32], [28] и других, куда мы и отсылаем читате­
лей, желающих более детально ознакомиться с этим вопросом. 

Заметим лишь, что история развития градусных измерений - важней­
шая часть истории геодезии как одной из областей естествознания. Проблемой 
изучения фигуры Земли, начиная с древних времен, занимались гениальные 
ученые и мыслители, обогатившие науку замечательными открытиями и выда­
ющимися исследованиями в разных ее областях. Постановка и выполнение 
градусных измерений беспрерывно сопровождались разработкой новых тео­
рий, методов точных геодезических измерений и математической обработки их 
результатов, использованием достижений смежных областей знания - мате­
матики, механики, физики, инструментостроения и т. д. 

Первое исторически достоверное определение размеров Земли принад­
лежит Эратосфену (111 в. до нашей эры). В первом столетии нашей эры греки 
и арабы дали еще несколько определений размеров Земли. В средние века 
.сведения о шарообразности Земли и ее размерах были почти забыты и лишь 
в XVI в., ознаменовавшемся выдающимися морскими путешествиями и откры­
тиями, начинаются новые работы по определению размеров и формы Земли. 
R этому же времени относится и применение метода триангуляции в геодезиче­
ских работах, которое составило эпоху в развитии и постановке градусных 
измерений. Трудности, связанные с преодолением естественных препятствий 
при непосредственных измерениях дуг на земной поверхности, отпали, резко 
повысилась точность измерений; появилась возможность измерения больших 
расстояний на земной поверхности. В Голландии и Франции в ХVПв. были 
проведены первые градусные измерения с применением метода триангуляции. 

Изобретателем этого метода был голландский ученый Снеллиус (1615 г.). 
Важно отметить, что постановка и исполнение градусных измерений 

до конца XVII в. исходили из предпосылки, что Земля - шар и, следова­
тельно, задача сводилась к определению радиуса земного шара. Для этого 
периода изучения формы Земли характерен также чисто геометрический путь 
решения задачи, т. е. определение радиуса Земли на основании простейших 
геометрических зависимостей между радиусом и измеряемыми непосредственно 
на земной поверхности дугами. 

Помимо изложенной выше схемы вывода радиуса Земли, применялись 
и другие пути решения задачи, также основанные на чисто геометрических 

построениях, как, например: на основании измерения <<угла понижения гори­

зонта>>, измерения зенитных расстояний на концах дуги известной длины, при 
помощи определяемых из измерений сферических избытков замкнутых фигур, 
образованных на поверхности Земли. Однако эти методы не получили и не 
могли получить применения, так как они уступали по точности способу, изло­
женному в начале параграфа. 

Новая эпоха в изучении фигуры Земли началась после открытия гениаль­
ным Ньютоном закона всемирного тяготения. Исходя из предположения, что 
наша п.'Iанета была некогда в огненно-жидком состоянии, Ньютон теорети­
чески пришел к выводу, что Земля должна иметь форму эллипсоида, сжатого 
по направлению полюсов *. 

Рассужденч:я Ньютона были таковы: если бы Земля не вращалась вокруг 
своей оси, то все частицы ее, 5удучи: подвержены взаимному прит:~~и20; ... 

"' В настоящее время болылинство геофизиков не разделяют предположение о перво­
начаJiыюм огненно-жидком состоянии Землн, подробнее см. § 51. 
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должны образо-вать тело, имеющее форму шара. Вследствие суточного враще­
ния Земли вокруг своей оси в каждой точке возникает центробежная сила, 
действующая перпендикулярно к оси вращения и стремящаяся растянуть 
Землю по направлению экватора. Очевидно, эта сила будет наибольшей во 
всех точках экватора, а на пол19сах равна нулю. Отсюда следует, по Ньютону, 
что Земля вследствие суточного вращения должна принять форму, близкую 
к фигуре эллипсоида вращения, сплюснутого у полюсов. 

Для проверки теории Ньютона следовало определить длину дуги мери­
-диана в один градус под разными широтами. Если бы длина градуса меридиана 
под северной широтой получилась больше, чем под южной, то это доказывало 
бы сплюснутость Земли у полюсов. 

Первая попытка подтвердить теорию Ньютона не увенчалась успехом. 
Выполненное под руководством Rассини градусное измерение во Франции,. 
вследствие ошибок измерений и методических недочетов в постановке работ, 
привело к противоположным результатам, т. е. из этого измерения получился 

вывод, что Земля представляет собой фигуру, вытянутую в направлении по­
люсов. 

Для окончательной проверки теории Ньютона Французская академия 
наук организовала две экспедиции: одну - в Перу (1735-1742 rг.), где была 
измерена дуга, пересекшая экватор; другую - в Лапландию (1736-1737 rr.), 
rде были выполнены градусные измерения под широтой около 66°. Результаты 
обработки материалов этих экспедиций полностью подтвердили теорию 
Ньютона. 

Вопрос о фигуре Земли привлекал в это время чрезвычайно большое вни­
мание ученых всего мира. 

Проф. Rрасовский в своем <<Руководстве по высшей геодезию> [31] пишет: 
« ... в эту эпоху успехи reo деrии были н е о б х о д и м ы м о б о с н о в а -
и и ем больших двит~ний мысли в области физики, механики и астро­
номиИ)). 

С подтверждением теории Ньютона об эллипсоидальности Земли начался 
новый этап в развитии знаний о фигуре Земли. 

Этот этап характерен тем, что в основу научных изысканий были поло­
жены два метода изучения фигуры Земли - r е о м е т р и ч е с к и й и ф и -
в и чес кий. 

В принципе геометрический метод остался прежним, за исключением 
того, что для вывода земного эллипсоида возникла необходимость определять 
числовые значения двух его параметров, например большой полуоси а и сжа­
тия а; следовательно, :минимально необходимое число уравнений градусных 
измерений стало равным двум. 

Геометрический метод определения фигуры Земли иллюстрируется фор­
мулой (50.3). Входящий в нее угол - разность широт ср 2 - ср 1 - предста­
вляет собой разность направлений отвесных линий в точках А и В или, иначе, 
на n р а в лен и й с илы тяжести. Следовательно, в геометрическом 
методе используются направления силы тяжести. В физическом методе исполь­
зуется н а п р я ж е н и е силы тяжести, выражающееся в сообщаемом ею 
телам у с к о р е н и и. 

С открытием Ньютоном закона всемирного тяrотенР я стало возможным 
рассматривать вопрос о форме Земли в целом как физическую задачу равно­
весия жидкого или вязкого вращающегося тела, все частицы которого взаимно 
притягиваются по этому закону. Из элементарных рассуждений следует, что 
в этом случае внешняя фигура Земли должна определяться функцией величины 
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силы тяжести как равнодействующей силы при­
т я ж е н и я и ц е н т р о б е ж н о й с и л ы. 

Центробежная сила зависит от скорости вращения Земли и расстояния 
от данной точки до оси вращения; следовательно, при постоянной скорости 
в ращения она з а к о н о м е р н о у б ы в а е т от н е к о т о р о г о м а к -
с и м у м а на э к в а т о р е до н у л я на п о л ю с а х пропорционально 

радиусу параллели. 

Если бы центробежной силы не было, то при однородной массе Земли сила 
,тяжести во всех ее точках была бы постоянной. Таким образом, изменение 
.силы тяжести зависит от изменения действия центробежной силы. Чем дальше 
земная поверхность отстоит от оси вращения, тем сильнее влияние центробеж­
ной силы, тем больше изменение силы тяжести соответственно изменяетея фо­
рма поверхности. Отсюда мы приходим к выводу о з а в и с и м о с т и фигуры 
.Земли от значений силы тяжести на ее поверхности. Сила же притяжения, явля­
ющаяся главной составляющей силы тяжести, зависит и от распре деле -
ни я масс в теле Земли, т. е. от распределения плотности вещества 
,внутри Земли. Поясним это обстоятельство несколько подробнее. 

Закон тяготения гласит, что две матер и аль н ы е точки пр и -
-т я г и в а ю т д р у г д р у г а с с и л о й, п р я м о п р о п о р ц и о -
нальной их массам и обратно пропорциональной 
1{ в а 8 р а т у р а с с т о я н и я м е ж д у н и м и; н а п р а в л е н и е 

э т о и с и л ы с о в п а д а е т с п р я м о й, с о е д и н я ю щ е й э т и 
т о ч к и. В случае тел конечных размеров закон сохраняет свою силу, тогда 
взаимодействуют все точки гравитирующих тел. Равнодействующая притя­
жения складывается из притяжения всех элементарных частиц, составляю­

щих тела, а направление совпадает с прямой, соединяющей центры масс. 
Совокупность сил притяжения элементарными 

частицами тела в окружающем его пространстве 

.о б р а з у е т п о л е т я г о т е н и я д а п н о г о т е л а. 
Суммарное действие поля тяготения Зе-

мли и центробежной силы образует поле силы тя­
жести. 

Изложенные соображения и сведения позволяют сделать важный вывод, что 
сила тяжести на земной поверхности-ее величина и па­
п р а в л е ни е - з а в и с и т о т р а спр еде леи и я масс внутр и З е мл и; 
следовательно, и фигура Земли зависит от распределения 
плотностей вещества, составляющего Землю. 

Отсюда следует и другой весьма важный вывод, что т е о р е т и ч е с к и 
н е л ь з я о п р е д е л и т ь ф и г у р у З е м л и к а к п л а и е т ы; 
необходимо наличие опытных данных, в той или иной форме определяющих 
гравитационное поле Земли. 

Ньютон, не располагая данными о внутреннем строении Земли, для опре­
деления фигуры Земли, т. е. сжятия земного эллипсоида, сделал допущение, 
что Земля однородна, т. е. плотность ее во всех точках одинакова. Приняв 
вычисленное им отношение центробежной силы к силе притяжения на экваторе 

1 u З '1 1 q ::::: 288, о_н для одпороднои ем.ли получил сжатие а равным 
4 

q, т. е. а = }:ю . 

Голландский ученый - физик Гюйrенс полуqил :значение сжатия Землп, 
применив в общем: тот же путь рассуждений, что и Н.ьютон. Однако, в от.rтичие 
от вывода Ньютона, Гюйгенсом был рассмотрен случай крайне неоднородной 
ш1отности Земли; именно он принял, что вся масса Земпи сосредоточена в ее 
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центре. Иначе говоря, если Ньютон полагал, что притяжение Земли склады 
вается из действия всех частиц, то Гюйгенс положил, что сила притяжения во 
всех точках поверхности Земли постоянна и направлена к центру планеты, 
-к точке, имеющей массу всей Земли. При этом условии Гюйгенс получил выра-

1 1 
, жение для сжатия а = тq, т. е. а = 576 • 

•п 

·'*' ~-
' 

В обоих выводах сжатия Земли в качестве исходных условий взяты край-· 
ние гипотезы о ее внутреннем строении. В действительности, плотность Земли 
в целом возрастает от поверхности к ее центру. Следовательно, и действитель­
ное значение сжатия должно лежать где-то между полученными Ньютоном 
и Гюйгенсом значениями. 

После окончательного установления факта эллипсоидальной формы Земли 
1ю многих странах получили большое развитие работы по градусным измере­
ниям и выводам размеров земного эллипсоида. Так, например, в XIX в. было 
сделано более 20 выводов размеров земного эллипсоида. Этому способствовали, 
с одной стороны, большой интерес, проявлявшийся учеными всех стран к про­
блеме фигуры Земли, новые возможности измерения больших дуг, открыв­
шиеся в результате применения метода триангуляции, совершенствование ме­

тодов геодезической астрономии и, с другой стороны, возраставшие требования 
R развитию геодезических работ в целях картографирования территорий, 
одновременно доставлявших данные для определения размеров и формы 
Земли. 

Определения размеров и формы Земли из градусных измерений и после 
,·открытия сфероидичности Земли долгое время основывались на чисто геометри-· 
ческом решении задачи. 

Как уже отмечалось, если для определения радиуса Земли, принимаемой 
за шар, н.1обходимо измерить одну дугу и определить астрономические коор­
динаты ее концов, то для вывода фигуры Земли, принимаемой за эллипсоид, 
нужно измерить две дуги по числу параметров. 

Если обозначить длины таких дуг через s 1 и s 2 , то, считая их проложен­
,ВЬIМИ по меридиану, на основании (7.1) и (7.11) можно написатьt 

(1)2 1 s 1 = S М dcp = а ( ср 2 ~,~
1
)'' { 1- [ 1 + 1 cos ( ер 1 + ср2)] е2 - ••• } 

Ф~ 1 · Ч'• 

в2 = S М dcp = а (ср4 ~Jз)• {t-[ 1 +: cos (ср8+ ср4)] е2 - •• ·} 

•• 

(50.4) 

rде q> 1 , ср 2 и <р 3 , ср 4 - измеренные астрономические широты концов обеих дуг 
·меридиана. 

·.· Решая совместно уравнения (50.4), находим искомые а и t\ оnредел:я'tОщие 
фигуру эллипсоида. 

С XIX в. уравнения (50.4) при наличии больше дву~ дуг решались по спо­
,еобу наименьших квадратов. 

При этом считалось, что точность вывода а 11 е зависит от точности измере-
ния длин дуг s и широт <р, характеризующихся их ошибками, как случайными 
величинами. Иначе говоря, забегая несколько вперед, влияние уклонений 
отвесных линий на астрономичесние широты как бы принималось за случайные 
~~mибни. Но сравнение результатов различных выводов размеров эллипсоида, 
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полученных из градусных измерений в разных районах и странах, показало" 
что получающиеся расхождения превосходят величины, которые могли бы 

быть объяснены ошибками собственно измерений. Анализ полученных выводов 
привел I{ заключению, что если бы фигура Земли представляла собой точно 
:эллипсоид вращения, то таких расхождений не должно было бы быть. Отсюда 
логически вытекало заключение, что если эллипсоид вращения и есть весьма 

существенное приближение к фигуре Земли по сравнению с шаром, то он все· 
же не представляет собой точно ее фигуру. Дальнейшее изучение результатов 
градусных измерений привело к заключению, что каждое из них определяет 
па рам:етры эллипсоида в пределах точности измерений наилучшим образом 
подходящего Е. фигуре Земли для той части земной поверхности, на которой 
выполнены градусные измерения. 

Пос1{ольку параметры таких :эллипсоидов различались на величины, не 
объясняемые ошибками измерений, то, естественно, следовал вывод, что фигура 
Земли может быть представлена эллипсоидом лишь с некоторой степенью 
приближения и как геометрически более сложная, она не выражается ни одной 
из поверхностей, рассматриваемых в математике. Таким образом, стало ясноr 
что определение фигуры Земли - более трудная задача, чем :это представля­
лось ранее, и началась :эпоха следующего приближения в изучении Земли как 
планеты. 

Выше показано, 
законы механики, 

Земли. 

что, используя закон всемирного тяготения и другие 

можно при известном условии определить фигуру 

Из рассмотрения работ Ньютона и Гюйгенса вытекало, что для :этого нужно 
знать распределение плотностей в теле Земли. Эти данные, конечно, могут 
получаться только эмпирически, т. е. из соответствующих видов измерений; 
они не были известны во времена Ньютона, неизвестны с достаточной подроб­
ностью и до сих пор. Но масса Земли и ее строение, зависящие от внутреннего 
распределения плотностей, определяют однозначно земное притяжение; :это 
взаимосвязанные величины. Отсюда следует, что, зная силу тяжести во всех 
точках поверхности Земли ( ее величину и направление), можно определить 
ее фигуру. 

Иначе говоря, вместо опытных данных, характеризующих распреде­
ление и величину плотности масс Земли, можно воспользоваться другими 
опытными данными - значениями силы тяжести и ее распределением на по­

верхности Земли. И если мы и до сих пор пока не имеем средств для непосредст­
венного измерения плотности Земли в каждой ее точке, то для измерения силы 
тяжести на поверхности- Земли такие методы существуют и некоторые из них 
известны еще со времен Галилея. Однако надо иметь в виду, что если известно 
распределение массы данного тела, то поле тяготения на его поверхности опре­

деляется однозначно; наоборот, данному полю тяготения могут соответство­
вать различные распределения масс. Поэтому гравитационному полю Земли 
могут соответствовать различные распределения плотностей в ее теле; иначе 
говоря, значение силы тяжести на земной поверхности однозначно не опреде­
ляет внутреннего строения Земли. 

Основа теории определения формы Земли по результатам измерения силы 
тяжести была заложена французским математиком Клеро - участником 
лапландской :экспедиции Французской академии наук, который доказал замеча­
тельную теорему, устанавливающую изменение силы тяжести на поверхности 

сфероида в зависимости от широты места и сжатия Земли. 
Эта теорема выражается двумя уравнениями, которые мы приводим, удер-
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живая малые величины порядка сжатия 

(50.5) 

и 

g90-go 5 
go =2q-a, (50.6) 

где gЧJ, g 0 , g90 - ускорения силы тяжести под широтой ер, на экваторе и полюсе 
~ соответственно; 

ro«a б u q = - - отношение центро ежнои силы к ускорению силы тяжести 

go на экваторе; 
ffi - угловая скорость вращения Земли; 
а - сжатие эллипсоида. 

Из предыдущих соображений следует, что для получения (50.5) и (50.6) 
Клеро должен был задаться некоторым предположением о распределении масс 
внутри Земли. Он принял следующее: тело состоит из слоев различной плот­
ности, но разграниченных эллипсоидальными поверхностями с малым сжа­

тием; все эти сфероиды имеют общий центр и единую ось вращения; изменение 
плотностей при переходе от слоя к слою - произвольное; внешняя сфероиди­
ческая поверхность тела является поверхностью равновесия, т. е. уровенной 
поверхностью; вне внешней сфероидической поверхности не имеется никаких 
притягивающих масс *. 

Позднейшие исследования показали, что несоответствие гипотезы, приня­
,той KJ:tepo о строении Земли, действительному строению относится к наруж­
ному слою Земли, к так называемой земной коре, толщина которой, как уви­
.дим далее, по современным данным колеблется от 6 до 70 км. Известные сейчас 
изменения плотностей в слое земной коры вполне объясняют расхождения 
в значениях силы тяжести, получаемых фактически из измерений и вычисляе­
мых по формуле Клеро (50.5). 

Как видно из поставленных условий и из вывода теоремы Клер о, написан-
ные уравнения (50.5) и (50.6) относятся к телу, имеющему форму эллипсоида 
.вращения. Поэтому несовпадение значений ускорений силы тяжести, вычислен­
. щах по формуле (50.5) и наблюденных, подтверждает отступление фигуры 
,ремли от формы эллипсоида. 

Таким образом, по двум независимым путям определения формы Земли -
J~ е о м е т р и ч е с к о м у, основанному на использовании результатов изме­
рения геометрических элементов поверхности Земли (длин линий, углов и на­
правлений), и физическому, основанному на измерении ускорения силы тяже­
сти на земной поверхности, получено единое заключение, что фигура Земли 
по форме весьма близка к эллипсоиду вращения, но не совпадает с ним. При­
,;иеняя описанные методы определения фигуры Земли, следует сделать вывод, 
что она незначительно, но не непренебрегаемо мало отступает от эллипсоида 
~ращения и имеет, с математической точки зрения, весьма сложную поверхность. 

Поскольку и в первом случае и во втором все наблюдения hриводились 
. к уровенной поверхности силы тяжести, совпадающей с невозмущенным уров-

* Как поназал поздпее английский ученый С т о к с, эти условия необязательиыi 
достаточно поставить условие, что Земля представляет собой уровенную поверхность. 
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нем воды в океанах, то ясно, что под фигурой Земли в данном случае следует 
понимать поверхность геоида. Это название было введено во второй половине, 
XIX в. геттингенским физиком Листингом. 

Поэтому до последнего времени задача определения фигуры Земли форму­
лировалась как изучение фигуры геоида. 

Дальнейшее развитие теории фигуры Земли на основе измерения силы 
тяжести нашло отражение в работах Лапласа, Стокса, Слудского, Брунса, 

Р нс. 99 

Гельмерта, Пицетти, Венинг-Мейнеса 
и др. 

_______ Р-, Большим шагом вперед в развитии назван-
ной теории явились исследования английского 
ученого Стокса, который в 1849 г. решил задачу 
определения формы внешней уроненной поверх­
ности по результатам измерения силы тяжести 

без каких-либо гипотез о внутреннем строении 
Земли. 

Слабым местом в формуле Стокса, ее 
<<ахиллесовой пятой>>, является то, что при ее, 
выводе предполагается отсутствие внешних масс 

относительно геоида и что измерения силы тя­

жести производятся на поверхности геоида; 

кроме того, формула Стокса требует знания 
ускорений силы тяжести для всей поверх­

ности Земли. Последнее затруднение в применении формулы Стокса неприн­
ципиально; оно выполнftется при надлежащей постановке гравиметрических 
измерений на поверхности всей Земли. Значительно труднее теоретически и 
практически обеспечить выполнение первых двух условий. Попытки так назы­
ваемой регуляризации Земли, т. е. устранения влияния внешних масс и при­
ведения наблюдений к уровню геоида, не увенчались успехом; задача не полу­
чила точного решения. 

Параллельно с развитием теории фигуры Земли на основе использования 
результатов измерения силы тяжести развивались градусные измерения в виде­

обширных астрономо-геодезических сетей. Точность угловых, линейных и 
астрономических определений систематически росла, увеличивалась и террито­
рия, покрываемая градусными измерениями. Тем более становились недопу­
стимыми возникающие разногласия в измерениях, вызванные, как мы уже­

видели, отступлением уровенных поверхностей Земли от эллипсоида, т. е. 
влиянием неравномерного распределения масс земной коры; возрастающая 
точность измерений при применении геометрического метода вывода разме­
ров и формы Земли обесценивалась в процессе обработки результатов изме­
рений. 

Это обстоятельство не только влияло на вывод параметров земного эллип­
соида, но и снижало точность определения координат геодезических пунктов 

как опорных для топографических съемок и для других целей. 
Поясним существо возникающих разногласий, для чего обратимся к урав­

нениям (50.4). -Уже в XVIII в. точность вывода длин дуг s характеризовалась 
ошибкой не более 1 : 100 ООО, а определение астрономических широт - ошиб­
ками порядка 0,5" дуги. Если, например, рассматривать дугу длиной 1000 км, 
то ошибка в ее длине s, полученной из непосредственных измерений, составит 
10 м; ошибка этой же дуги, определенная по разности широт, должна была бы 
быть 0,5" J1 2 = О, 7 ", или, в линейной мере, он:оло 20 м. При подобном соотно-
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rоении можно было бы говорить о соответствии точности линейных и астроно­
мических измерений и ошибки последних рассматривать как случайные вели­

. чины. В действительности же ошибка в расстоянии s, выведенная по астрономи-
( )" м ческим широтам как ср2 - ~

1 
, получается из вычислений в 5-10 раз 

р 

-больше. 
Поясним эти соображения геометрически. Пусть на рис. 99 изображено 

,сечение Земли вдоль некоторого меридиана; в верхнем слое Земли расположено 
некоторое тело Т, имеющее большую плотность, чем окружающее его вещество. 
Сечение, показанное сплошной линией, будет сечением эллипсоида, а прямые 
.апа и Ьпь - нормалями к поверхности эллипсоида в точках а и Ь. 

Под действием избыточного притяжения тела Т отвесные линии окажутся 
,смещенными в направлении к телу Т; проекции отвесной линии в плоскости 
меридиана изображены пунктирными прямыми ап~ и Ьп;. Пусть аЬ - одна 
из дуг меридиана, взятая для составления уравнения градусного измерения. 

Углы ~1 и s2 между нормалями к эллипсоиду и проекциями отвесных линий 
на меридианную плоскость называются составляющими уклонения отвесной 
линии в меридиане. 

Обозначая через q, астрономические широты, а через В геодезические 
(рис. 99), имеем 

Следовательно, используя в уравнениях (50.4) астрономические широты, 
мы влияние уклонений отвесных линий, выраженное в нашем случае членом 
( ~ 1 + s 2), полагаем как бы вызванным случайными ошибками определения 
астрономических широт, что, конечно, совершенно неправильно. Как указы­
еалось, ошибки в определении широт характеризуются величиной порядка 
±0,5 "; среднее же значение величин s" составляет около 3-4 ". 

Естественно, на первый взuляд, было положить, что указанные несоответ­
етвия вызываются рельефом местности - избытком масс в горных районах 
и недостатком в океанических впадинах. Это предположение основывается 
ва гипотезе одинаковой плотности вещества в земной коре, при которой укло­
вения отвесной линии зависели бы только от рельефа, т. е. от объемов воздей­
()твующих масс. Однако это не подтвердилось. Вычисленные на основе этого 

. · аредположения поправки в астрономические координаты оказались в некото­
рых случаях во много раз больше расхождений до введения поправок. Тогда 
в начале XIX в. была выдвинута гипотеза из о ст а т и ческой к о м -
а е н с а ц и и, или просто изостазии, согласно которой уже принимался иной 
8акон распределения масс в земной коре. Не останавливаясь на описании гипо­
"fеаы изостазии, что будет сделано в § 70, отметим, что уже в XIX в. гео­
метрический метод определения фигуры Земли в п е р в о н а ч а л ь н о м 
в и д е постепенно перестает применяться; при обработке градусных измере­
иий начинают прйнимать во внимание факторы, связанные с физикой Земли, 
путем вычисления и введения так называемых и з о с т а т и ч е с к и х п о -
n р а в о к в астрономические координаты. Использование гипотезы изо­
статической компенсации во многих случаях устранило или существенно 
уменьшило аномальные влияния пер~:шномерного распределения масс в земной 
коре, но не всегда применение теории изостазии давало удовлетворительные 

.результаты. 
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Изостатическая компенсация остается предположением, справедливым 
в той или иной степени. Использование этой теории при обработке астрономо­
rеодезических сетей показало, что она в какой-то мере и при известных усло­
виях справедлива; но несомненно и то, что ее применение во всех случаях 

давало возможность учитывать влияние неравномерностей в строении земной 

коры всегда приближенно, причем степень достоверности и точности вывода 
изо статических редукций оставалась неизвестной. 

При таких условиях математическая обработка результатов астрономо­
rеодезических измерений не могла осуществляться с необходимой строгостью 
и точностью. 

В связи с этим: следует отметить, что даже в первой четверти ХХ в. высшая 
геодезия еще не располагала строгой математической теорией обработки всех 
видов геодезических сетей высокой точности (астроном:о-геодезических, нивелир­
ных и гравиметрических) и решения главных научных и научно-техниче­
ских задач. 

Такая строгая теория была создана советской научной школой. 
Переходя к краткому описанию научных и научно-технических работ 

в области высшей геодезии начиная со второй четверти ХХ в., следует, во­
первых, отметить получение в 1928 r. голландским ученым Венинг-Мейнесом 
формул для вычисления уклонений отвесных линий как функции аномалий 
силы тяжести. Эти формулы были получены принципиально просто путем 
нахождения соответствующих производных от формулы Стокса для расстоя­
ния от геоида до эллипсоида. 

Этим самым был сделан серьезный шаг в области теории изучения фигуры 
Земли. Но вопросы практического использования этих формул автором не 
были решены. Для вычисления уклонений отвесной линии по формулам 
Венинr-Мейнеса необходимо знать аномалии силы тяжести для всей поверх­
ности Земли. Следует заметить, что выполнение работ по измерению силы тяже­
сти на Земле существенно отставало от успехов теории. В СССР, в соответст­
вии с постановлением Совета Труда и Обороны, с 1932 r. началась планомерная 
общая гравиметрическая съемка на территории страны. Гравиметрические работы 
на море в начале второй четверти ХХ в., по существу, имели опытный характер. 

Кроме того, поскольку формулы Венинr-Мейнеса получены из формул 
Стокса, то условие, поставленное при выводе формулы Стокса, что сила тяже­
сти должна быть измерена на поверхности геоида и что вне поверхности геоида 
нет внешних притягивающих масс, остается и для формул Венинr-Мейнеса. 
Поскольку для реальной земной поверхности это не соблюдается, то примене­
ние формул Венинг-Мейнеса, так же как и формулы Стокса для определения 
фигуры геоида, продолжало оставаться недостаточно строгим. 

В связи с большим развитием геодезических работ на такой огромной 
территории, какой обладает СССР, перед советскими учеными-геодезистами 
встала задача разработки теории и методов точной математической обработки 
результатов геодезических измерений. Эллипсоид Бесселя, оказавшийся не 
подходящим для территории СССР, заменен в 1944 r. эллипсоидом Красовского, 
вывод числовых параметров которого осуществлен на основании наиболее 
обширных материалов геодезических измерений. Обстоятельно получены коор­
динаты исходного геодезического пункта в Пулково, что определило положение 
эллипсоида в теле Земли. 

Для обеспечения строгости обработки триангуляции проф. Красовский 
предложил все результаты измерений на местности точно проектировать на 
поверхность референц-эллипсоида. В связи с этим возникла необходимость точ-
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иого решения р е д у к ц и о н н о й п р о б л е м ы, в которой наиболее 
сложным, нерешенным вопросом было нахождение величин, определяющих 
редукции за переход от непосредственных измерений на земной поверхности 
к соответствующим элементам на поверхности референц-эллипсоида. Этими 
величинами являются: расстояния от точек земной поверхности до поверхности 
эллипсоида по нормалям к последнему и уклонения отвесной линии в каждом 

геодезическом пункте. Для решения этой задачи М. С. Молоденский, по идее 
Ф. Н. :Красовского, разработал метод астрономо-гравиметрического нивелиро­
вания, позволяющий с заданной точностью вычислять названные величины 
на основе совместного использования результатов астрономо-геодезических 

и гравиметрических измерений и б е з з н а -
яия аномалий силы тяжести для 
в с е й п о в е р х н о с т и З е м л и. Этим са­
мым, казалось бы, непреодолимые трудности, 
вызванные отсутствием мировой гравиметриче­
ской съемки, были устранены. 

Научные работы Молоденского определили 
новый этап в развитии теории фигуры Земли. Он 
показал, что определение фигуры геоида только 
по одним астрономо-геодезическим и гравиметри­

ческим данным без применения гипотез о строе­
нии Землц невозможно. Следовательно, невоз­
можно и точное решение редукционной проблемы 
путем проектирования на геоид, а с геоида на 

референц-эллипсоид, тогда как такой путь реше­
ния задачи до работ Молоденского считался 
единственно возможным. Молоденский по-новому 
поставил и решил проблему изучения фигуры 
Земли и ее внешнего гравитационного поля. 
Разработанная теория определяет непосред- .·'~t. Ф. Н. Rрасовс:кий 
ственно ф и г у р у ф и з и ч е с к о й п о -
верхности Земли и внешнее гравитационно~ 
п о л е З е м л и. Изучение фигуры геоида, считавшееся ранее однои 
из основных задач высшей геодезии, становится необязательным. 

Разработанное Молоденским строгое построение теории изучения фигуры 
Земли и ее внешнего гравитационного поля обеспечивает строгое решение 
научных и практических задач высшей геодезии без привлечения каких-либо 
гипотез. :Как следствие этого, точность и достоверность решения геодезических 
задач стали зависеть только от ошибок и полноты непосредственных геодезиче­
ских измерений, но не от приближенности и слабых мест теории, как это было 
до работ Молоденского. 

Теория Молоденского и разработанные на ее основе конкретные методы 
изучения фигуры Земли предусматривают совместное использование в качестве 
опытных данных всех видов наземных измерений: угловых, линейных нивелир­
ных, гравиметрических и астрономических. :Каждый из указанных видов изме­
рений стал обязательной составной частью комплекса основных геодезических 
работ. В последние годы сюда присоединились методы космической геодезии. Та­
ким образом, современный этап научных исследований и практических работ по 
определению фигуры Земли характеризуется органическим сочетанием и взаимо­
связью геометрического и физического методов решения всех геодезических 
задач на основе общей математически строгой теории. 
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§ 51. Некоторые сведения о строении Земли 

Выше, в § 50, показано, что фигура Земли зависит от внутреннего строе­
ния и распределения масс, составляющих нашу планету. 

Изложим некоторые весьма краткие сведения о внутреннем строении 
Земли. 

Строгой теории, основанной на непосредственных экспериментальных 
данных о внутреннем строении Земли, ее происхождении, еще нет, а имеющие­
ся суждения носят характер гипотез, основанных на изучении факторов, свя­
занных со строением Земли и различно объясняющих наблюдаемые явления и 
факты. Можно сказать, что почти все гипотезы по этому вопросу основаны 
на использовании и анализе косвенных данных, к которым относятся грави­

тационное и магнитное поля Земли, скорость распространения сейсмических 
волн, колебания земных полюсов, приливные деформации земной поверхности, 
изучение тепловых потоков Земли, электропроводность и многие другие. 

Эти косвенные данные допускают различные толкования, позволяют 
иметь по различным вопросам различные точки зрения, вплоть до диаметрально 

противоположных. Поэтому дальнейшие исследования могут внести сущест­
венные коррективы в современные представления о строении Земли и приводи­
мые ниже сведения. Дополнительно отметим, что многое в отношении наруж­
ной части Земли - земной коры может быть окончательно установлено в ре­
зультате сверхглубокого бурения, прое:кты которого находятся в стадии раз­
работки и осуществления. 

Отметим характеристики Земли, 1 достаточно хорошо согласующиеся 
с наблюдениями. 

1. С точностью до малых величин порядка сжатия Земля в целом имеет 
эллипсоидальную форму, совпадающую с фигурой равновесия тела, состоящего 
из вещества, по своим свойствам близкого к вязкой жидкости. 

2. Результаты обработки наблюдений искусственных спутников Земли 
показали, что сжатие Земли не вполне соответствует фигуре равновесия вра­
щающегося тела. Это означает, что в теле Земли существуют долговременные 
напряжения, вызывающие уклонения от равновесного состояния. Отсюда 
следует, что земное вещество обладает прочностью, отличающей его по свойст­
вам от жидких и вязких тел. В то же время на основе изучения ряда явлений 
(приливы, колебания полюса) следует, что земное вещество довольно близко 
по своим свойствам к идеально упругому телу. Общий вывод, который делают 
геофизики, заключаетQЯ в том, что вещество Земли обладает и вязкостью, и 
твердостью и, следовательно, оно не может быть признано ни идеальной жид­
костью, ни идеально упругим телом. Такое вещество называют упр у го -
в я з к и м. Тело из такого вещества обладает тем свойством, что при воздей­
ствии на него силы оно в течение некоторого времени реагирует как упругое; 

если же действие силы происходит в течение времени, значительно большего 't, 
то тело начинает реагировать как вязкое. Время 't называется периодом ре -
лак с а ц и и вещества. Земное вещество, вероятно, обладает этим интерес­
ным свойством. 

3. Некоторые постоянные Земли, установленные в настоящее время" 
имеют значения (размеры эллипсоида :Красовского, см. § 2): 

а) масса - 6 -10+ 27 r; 
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б) средняя плотность - 5,52 г/см3 ; 
в) момент инерции - 0,331 М-а 2 ; 
г) объем - 1 083 320 млн. км~J; 



д) длию:1 экватора - 40 076 км; 
е) длина меридиана - 40 008 км; 
ж) повеµность Земли - 510 млн. км2 ; 
з) поверхность Мирового океана - 361 млн. Rм2 ; 
и) поверхность суши - 149 млн. Rм2 ; 
R) усRорение силы тяжести на экваторе - 978 500 мгал. 
Известный интерес в плане настоящего учебниRа могут представлять 

и следующие ха раRтеристики Земли как планеты: 
среднее расстояние от Земли до Солнца - 149 509 ООО км; 
длина земной орбиты - 939 120 ООО км; 
средняя скорость движения Земли по орбите - 29,76 км/с; 
скорость движения точки экватора вследствие суточного вращения Земли-

465 м/с; 
среднее расстояние от Земли до Луны - 384 395 км. 
4. Плотность вещества в теле Земли возрастает от поверхности к центру, 

что подтверждается ( § 50) величиной сжатия. Этот вывод определенно вытекает 
из приведенных выше значений моментов инерции, полученных из обработки 
:наблюдений за движением искусственных спутников Земли. Это, наконец, 
следует из приведенного значения средней плотности Земли. Наибольшая 
плотность горных пород, находящихся на земной поверхности (в верхнем ее 
слое, доступном для человека), не превышает 3,3 г/см3 • Поэтому превышение 
более чем в полтора раза средней плот­
ности Земли над плотностью самых твер­
дых поверхностных горных пород свиде­

тельствует о значительном увеличении плот­

ности ее в центре. 

5. Долгое время, вплоть до начала 
ХХ в., господствовала гипотеза о том, что 
Земля некогда была в огненно-жидком со­
стоянии. Например, Ф. Н. Красовский пи­
щет [37]: <<Предположение, что в Rрайне от­
даленные времена Земля была огненно-жид­
кой, является очень вероятным». 
- В настоящее время большинством гео­
физиков и геологов эта гипотеза отрицается. 
В результате новых научных исследований 
большинство ученых считают, что Земля 
возникла из газопылевого облана относи- Рис. 100 
т,ельно невысокой температуры. Но незави-
симо от той или другой гипотезы можно считать, что, кроме самой верхней 
оболочки Земли - земной коры, тело нашей планеты сос1 оит из слоев, по 
форме близких R уровенным, причем плотность этих слоеn возрастает по на­
правлению к центру и находится в состоянии гидростатичесного равновесия .. 
. Это подтверждается и многими носвенными данными (например, снорость рас­
пространения сейсмичесних волн и др.). ОднаRо переход плотностей от слоя 
к слою неравномерный. 

6. По современным данным, внутреннее строение Земли таRово: верхняя 
часть Земли, называемая земной R о рой (рис. 100), имеет неодинановую, 
толщину - под материRами она равна в среднем 30-40 нм и, RaR правило, 
ве выходит за пределы 20-70 нм, а в океанах толщина земной коры 
около 6 RM. Нижнюю границу земной норы называют границей Мохорови-
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чича, по фамилии югославского геофизика, впервые установившего ее в на­
чале ХХ в. 

Следующий :слой Земли, расположенный ниже земной коры, - об о­
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ложенная ниже мантии, т. е. на 

глубине от 2900 до 5100 км, на­
зывается я д р о м З е м л и. 

Самая внутренняя часть Зем­
ли, лежащая ниже глубины 
5100 км, называется в н у т р е н -
н и м я д р о м, и л и с у б ъ -
ядром. 

Rак уже отмечалось, слои, 
расположенные ниже земной коры 
на одинаковых глубинах, имеют 
одинаковую плотность, образу­
ющую их вещество; однако изме­

нение плотностей при переходе от 
слоя к слою неравномерно и на 

отдельных глубинах имеет скачко­
образный характер. Конечно, точ­
ных данных о распределении плот­

ностей внутри Земли ниже подко­
рового вещестна нет, но имеющиеся 

косвенные наблюдения позволяют 
с некоторой степенью приближе­
ния установить эти изменения, в 

общих чертах соответствующие 
описанному выше строению. 

На рис. 101, а приведен один 
из графиков вероятных измене­
ний плотности р и давления Р 
внутри Земли. 

Гоо1 l<онсолuilt117оdанныс В толще земной коры· плот-
~ осаоки 

!:::'-:·\·\] Рыхлые осаdки 
~ !7opoiJы горных 
~poiloнo(} 

ность составляющих ее пород на 

Рис. 101 

одинаковых глубинах резко раз­
личается; кроме того, сама физиче­
ская поверхность имеет неправиль­

ную форму, вызывающую в раз­
ных частях избытки и недостатки 

масс. В этом смысле приходится говорить о неравномерном распределении масс 
внутри земной коры. Если бы не было этих неравн01мерностей, то фигура Земли 
,совпала бы с эллипсоидом с точностью до первой степени сжатия. Очевидно, 
в это'м случае и направления отвесной линии совпали бы с направлениями 
нормалей к эллипсоиду при условии, конечно, правильных его размеров и 

ориентировки в теле Земли. 
Сжатие Земли в целом, как мы видели, зависит от распределения масс 

1Знутри всей Земли; отступления от общей фигуры Земли, которой является 
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эллипсоид вращения, вызываются неравномерностями размещения масс внутри 

земной коры. -Учитывая это обстоятельство, сообщим некоторые дополнитель­
ные сведения о строении земной коры. 

Земная кора отличается сложным строением вследствие того, что она пред­
ставляет собой граничную область между твердой Землей, гидросферой и атмо­
сферой; она принимает на себя энергию, поступающую от Солнца. Без каких­
либо внешних препятствий на ней могут происходить перемещения пород как 
в вертикальной, так и в горизонтальной плоскостях. Происходящие процессы 
внутри Земли непрерывно воздействуют на строение земной коры, изменяя ее; 
само вещество земной коры непрерывно пополняется за счет недр Земли. 

Земная кора по структуре делится на два вида: к о н т и н е н т а л ь -
н ы й и о к е а н и ч е с к и й. 

Континентальный вид имеет, как указывалось, толщину в среднем 30-
40 км. Земную кору на континентах разделяют на три основных слоя: верхний 
слой - осадочный, средний - гранитный, нижний слой, называемый базаль­
товым (рис. 101, 6). Плотность гранитного слоя Рт ~ 2,7 г/см3 , плотность 
базальтового Рт ~ 3,0 г/см3 • Океаническая кора характерна значительно мень­
шей толщиной; она по составу и свойствам ближе к веществу базальтового 
слоя континентальной коры. Как правило, чем больше внешний рельеф Земли 
(горные районы), тем глубже нижняя граница земной коры. Описанный выше 

' континентальный тип строения коры наиболее ярко проявляется именно в гор­
ных областях. Обратная картина наблюдается в океаническом типе. В платфор­
менных областях и в районах прогиба земной коры толщина ее имеет некоторое 
среднее значение. Самые верхние слои земной коры состоят преимущественно 
из пластов осадочных горных пород. Толщина этих пластов в редких случаях 
достигает 15-20 км, а в отдельных районах их нет совсем. 

Таким образом, можно говорить о наличии трех слоев земной коры: о с а -
до ч но го, г р ан и т но го и б аз а л ь то в о г о. 

Если допустить, что плотность земной коры примерно одинакова, то сле­
дует сделать вывод о том, что значения силы тяжести должны соответствовать 

толщине земной коры и, в частности, внешнему рельефу местности. В местах 
перехода от материков к 011.еанам уклонения отвесных линий должны быть. 
наибольшими и достигать значительных величин, но этого не наблюдается. 
Последнее дало основание выдвинуть уже упоминавшуюся гипотезу и з о -
с т а т и ч е с к о г о р а в н о в е с и я, согласно которой видимые избыточ­
ные массы (континенты и горы) компенсируются на некоторой глубине недостат­
ком массы таким образом, что суммарная масса на единицу площади до глу­
бины компенсации остается одинаковой. Эта гипотеза согласуется с показан­
ным на рис. 101, 6 схематическим изображением главных типов строения коры. 
. Наконец отметим, что земная кора находится в беспрерывном движении. 
Часть этих движений имеет ясно выраженный периодический характер, напри­
мер приливные деформации. Другая часть движений земной коры отличается 
однообразием в течение длительного периода времени. -Установлено, что любая 
часть земной коры испытывала или испытывает вертин.альные движения, име­
ющие колебательный характер. 

Различают два типа колебательных движений, характерных для платфор­
менных и геосинклинальных областей земной поверхности. 

П л а т ф о р м е н н ы м свойственны м е д л е н н ы е в е р т и к а л ь -
н ы е д в и ж е н и я, охватывающие территории протяженностью в сотни 
и тысячи километров; г е о с и н к л и н а л ь н ы м - б о л ь ш о й р а з -
м а х и б о л ь ш а я с к о р о с т ь д в и ж е н и й, происходящих как на 
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значительных, так и на коротких расстояниях. Наряду с вертикальными пере­
мещениями, разрывами, складками и другими изменениями вертикального 

направления в геосинклинальных областях выявляются горизонтальные пере­
мещения вещества земной коры, надвиги одних пород на другие и т. п. Боль­
шинство этих явлений связано с процессами, происходящими внутри Земли. 
Поэтому изучение и правильная научная интерпретация этих явлений имеет 
чрезвычайно важное значение для познания строения, развития, структуры и 
состава недр Земли, являющихся богатейшей сокровищницей человечества. 

Выше приведено весьма схематическое и очень обобщенное описание 
внутреннего строения Земли; существует огромное число промежуточных со­
стояний ее внутреннего строения и, конечно, других физических и геометри­
ческих характеристик как :материального тела. Это естественно; за миллиарды 
лет существования нашей планеты она беспрерывно испытывала воздействие 
многообразных внешних и внутренних влияний, вызывающих беспрерывный 
процесс различных по характеру и интенсивности изменений. Это и определяет 
сложность внутреннего состояния Земли и невозможность представления ее 
строения простой схемой без существенных обобщений. 

Геодезия играет важную роль в решении проблемы изучения строения 
Земли; ее задача - точнейшие измерения для количественной фиксации и 
характеристики происходящих деформаций на земной поверхности пп оспбым 
программам, учитывающим современные взгляды и знания о строении норы 

и происходящих в ней процессах. 
Чрезвычайно важным обстоятельством, благоприятным для решения основ­

ной научной задачи геодезии, является то, что земная кора, в которой сосредото­
чены неправильности в распределении масс, непосредственно определяющие 

отступления реального гравитационного поля от нормального, составляет 

около 1 % объема Земли и по массе - около 0,5 % массы Земли. Отсюда сле­
дует, что вызываемые неправильностями земной коры отступления геоида 
от земного эллипсоида и соответственно уклонения отвесных линий являются 
малыми величинами. э»rо, конечно, облегчает их изучение как при теоретиче­
ских исследованиях, так и при постановке и выполнении измерений на земной 
поверхности. 



Гл а в а VIII 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ 

ПОТЕНЦИАЛА 

СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 

§ 52. Некоторые сведения о силе тяжести. 
Понятие о методах измерения силы тяжести 

Рассмотрим на поверхности Земли некоторую материальную точку А 
(рис. 102), на которую действуют две силы: сила земного притяжения AF 
и центробежная сила AQ, направленная перпендикулярно к оси вращения РО. 
Равнодействующая этих двух сил называется силой тяжести. Если обозначить 
через F силу земного притяжения, через Q - центробежную силу, возни1ш-

-+ 
ющую вследствие вращения Земли, и через g - силу тяжести, то последняя 
выразится векторной суммой 

(52.1) 

Если принять Землю за шар и ввести обозначе­
ния: т - масса точки А; М - масса Земли; R -
радиус Земли; / - пос~оянная тяготения, т. е. f = 
= 6,7. 10- 8 в единицах CGS, то, согласно Ньютонов­
скому закону всемирного тяготения, сила притяже­

ния Земли на некоторую :материальную точку А, нахо­
дящуюся на поверхности Земли, выразится формулой 

тМ 
F=f--w· 

Центробежная сила Q выражается формулой 

Q- v2 
- р ' 

р 

а 

Рис. 102 

(52.2) 

(52.3) 

rде v - линейная скорость точки; р - расстояние ее от оси вращения; т -
масса точки А . 

Если через ro обозначить угловую скорость вращения Земли, то v = rop. 
Поэтому 

Примем т = 1, тогда 
Q = mro2p. 

Q = ro2p. 

"Угловая скорость вращения Земли ro определится 

2л 

ro = 86164 ' 

· rде 86 164 - число средних секунд в звездных сутках. 

(52.4) 

(52.5) 

Сила тяжести характеризуется ускорением, которое приобретает свободно 
падающее тело. За единицу ускорения принимается гал, определяемый соот­

.. вошением 
1 гал = 1 см/сек2 • 
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Это ускорение, которое сообщает массе в один грамм сила в одну дину. 
Изменение силы тяжести от полюсов до экватора составляет всего около 5 гал. 

Измерения ускорения силы тяжести в настоящее время производятся 
с большой точностью - до тысячных долей гала. Поэтому, для удобства, за 
единицу ускорения силы тяжести обычно принимают одну тысячную долю 
гала, которую называют м и л л и г а л о м, а в некоторых случаях даже одну 

миллионную долю гала, называемую ми к р о г а л о м. Итак, 

1 мгал == 0,001 rал, 

1 мкгал =-0,000001 гал. 

В последующем для краткости ускорение силы тяжести будем называть 
силой тяжести. 

Знание значений силы тяжести, как и результатов других видов геодези­
ческих измерений, необходимо для решения основных задач геодезии. 

Основная ориентирная линия при всех видах геодезических измерений -
отвесная диния, т. е. направление силы тяжести. 

Заметим, что, и.роме силы притяжения Земли F и центробежной силы Q, 
на материальную точку А действуют силы притяжения небесных тел, в первую 
очередь Солнца и Луны, и притяжение массы атмосферы, окружающей Землю. 
Эти влияния не постоянны: они малы, зависят от расположения светил относи­
тельно точки А и изменяющегося распределения воздушных масс вокруг зем­
ного шара и при необходимости могут учитываться путем введения соответст­
вующих поправок в значения силы тяжест I. Поэтому силу тяжести g можно 
рассматривать только как равнодействующую двух сил F и Q согласно (52.1). 

Строго говоря, составляющие силы тяжести F и Q не постоянны. Они 
изменяются вследствие приливно-отливных явлений на материках и океанах, 
колебаний земных полюсов, перераспределения масс Земли, изменения ско­
рости вращения Земли, упоминавшегося перераспределения воздушных масс 
и т. д. При современной точности измерения силы тяжести эти влияния сле­
дует считать незначительными, но не настолько, чтобы ими пренебрегать. 
В дальнейшем будем считать Землю абсолютно твердым телом, вращающимся 
вокруг неизменной оси с постоянной угловой скоростью. Тогда в каждой точке 
поверхности Земли сила тяжести будет постоянной и определяться выраже­
нием (52.1), в котором: для данной точки силы F и Q постоянны. 

В н е ш н и м г р а в и т а ц и о н н ы м п о л е м 13 е м л и называют 
совокупность сил тяжести в окружающем Землю пространстве и на ее поверх­
ности. Следовательно, будем полагать внешнее гравитационное поле Земли 
постоянным:. 

Значение силы тяжести g определяется главным образом силой притяже­
ния Земли F; даже на экваторе, где центробежная сила, согласно (50.3), дости-

гает максимума, отношение ;з::в равно приблизительно 
2
~

8
, т. е. величине 

порядка сжатия Земли. Кроме того, угловая скорость вращения Земли ro, 
определяющая центробежную силу, весьма точно измерена из астрономиче­
ских наблюдений. Поэтому изучение гравитационного поля Земли фактически 
сводится к изучению поля притяжения Земли. 

В основе теории изучения гравитационного поля Земли, и в частности 
поля притяжения, лежат основные законы динамики и закон всемирного тяго­

тения. 
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Силы взаимного тяготения обладают замечательными свойствами: они 
действуют всюду, где есть материя. Силы притяжения зависят от массы тел 
и не зависят от их физических или химических свойств. 

Силы взаимного притяжения между отдельными частицами, рассеянными 
во Вселенной, являются основными в формировании небесных тел; закон все­
мирного тяготения в свое время был самым совершенным примером научного 
обобщения, охватывающим одной простой формулой бесчисленное множество 
фактов и положившим: научные основы объяснению бесконечного и многообраз­
ного движения тел во Вселенной. Формирование внешнего вида Земли проис­
ходило под действием гравитационных сил. Поэтому изучение гравитационного 
поля Земли и его свойств имеет очень важное научное и практическое значение. 
В высшей геодезии изучение реального гравитационного поля Земли на основе 
результатов геодезических измерений позволяет решать основную задачу гео­
дезии - определение фигуры и формы Земли. Знание гравитационного поля 
Земли необходимо при расчетах, связанных с запуском и вычислением орбит 
искусственных спутников Земли и траекторий полетов межконтинентальных 
ракет. 

Результаты измерений силы тяжести, совместно с результатами других 
видов геодезических измерений, широко используются в геологии, астрономии 
и в некоторых других науках. 

Созданная Эйнштейном теория тяготения, основанная на теории относи­
тельности, внесла принципиальные изменения во взгляды на силы тяготения. 

Использование этой теории приводит к поправкам к движениям, рассчитан­
ным на основе закона Ньютона; однако в применении к рассматриваемым далее 
вопросам высшей геодезии эти поправки столь ничтожны, что практически еще 
яе имеют никакого значения. Поэтому теория изучения гравитационного поля 
Земли, излагаемая ниже, исходит из законов Ньютона в их первоначальном 
виде. 

Изучение гравитационного поля Земли основывается на одном иs раз­
делов математической физики - те о р и и п о те н ц и а л а ( § 53 и далее). 

В заключение настоящего параграфа дадим понятие о методах измерения 
силы тяжести. 

Методы измерения силы тяжести основаны на наблюдении и количествен­
ной фиксации разнообразных физических явлений, совершающихся под дей­
ствием силы тяжести. В принципе любое иs указанных явлений может быть 
использовано для измерения силы тяжести; выбор того или иного явления и 
соответствующего ему метода определяется из условия обеспечения наиболь­
ших удобств практики измерений и точности. 

Первым произвел определение ускорения силы тяжести итальянский 
физик и астроном Галилей (XVI-XVII века). 

Представим себе свободное падение тела в пространстве с некоторой вы­
соты. Если измерять длину пути, проходимого этим телом в определенные про­
межутки времени, например в 1 с, то получим непосредственно значение уско­
рения силы тяжести. Известные опыты Галилея заключались в измерении 
длины пути, пройденного падающим телом в течение первой секунды падения. 
Согласно законам равномерно ускоренного движения, этот путь равен 1/2g. 

Главное затруднение при использовании этого метода для точного измере­
ния ускорения силы тяжести заключалось в сложности измерения с высокой 
точностью, необходимой в этом случае, расстояний и малых промежутков вре­
мени. В настоящее время указанная трудность преодолена, и этот метод стал 
практически применим только в последнее время. Для характеристики требо-
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ваний к точности измерений достаточно указать, что длину пути падения тела 
надо знать до 0,1 мкм, а время - до 2 .10- 8 с. 

Современные методы измерения ускорения силы тяжести делятся на дина­
мические и статические. 

Динамические способы основаны на измерении времени движения различ­
ных тел. В статических методах тело, участвующее в измерениях, находится 
в момент измерения, т. е. в момент фиксации соответствующего отсчета, в по­
кое; измеряются смещение тела или давление, вызванное весом тела. 

Динамические способы измерения силы тяжести могут заключаться в изме­
рение времени течения процессов движений при различных физических явле­
ниях, например: 

а) периода колебаний свободного маятника, качающегося под действием 
силы тяжести; 

б) периода колебания маятника, совершающего колебания под действие!,! 
силы тяжести и упругой силы подвеса; 

в) скорости падения тел; 
г) частоты колебания струны, натянутой телом с постоянным весом, и др. 
Большое применение на практике получил динамический способ, основан-

ный на измерении периода качания свободного маятника. "Устройства, служа­
щие для измерения силы тяжести и основанные на этом принципе, называются 

м а я т н и к о в ы ми п р и б о р а м и. 
Статические методы могут быть различные; для примера и иллюстрации 

укажем на механический метод, основанный на измерении изменений положе­
ния физического тела, находящегося в равновесии под действием силы тяжести 
и упругой силы пружины; основную идею этого метода поясним далее. 

Приборы, служащие для измерения силы тяжести статическим методом, 
называются гравиметр а ми. 

Следует заметить, что измерения ускорения силы тяжести относятся -к 
числу весьма точных измерений, требующих исключительно внимательного 
подхода при их выполнении и учете воздействия разнообразных факторов, 
которые могут оказывать влияние на точность результатов наблюдений. 

Изложим идею определения силы тяжести из наблюдений колебаний сво­
бодного маятника. 

Известно, что при малых амплитудах период качания маятника S выра­
жается следующей зависимостью от длины маятника l и ускорения силы тяже­
сти g в данной точке: 

(52.6) 

Периодом колебания маятника S в гравиметрии называется время, за кото­
рое маятник из одной крайней точки переместится в другую, или время между 
двумя последовательными его прохождениями через положение равновесия. 

Угол отклонения маятника от его положения равновесия а. называется а м -
пл и ту до й качания маятника. 

Из формулы (52.6) легко получаем: 
л2l 

g=92· (52. 7) 

Таким образом, зная длину маятника и период качания, можно вычислить 
искомое ускорение силы тяжести g. Такое определение ускорения силы тяжести 
называется <<абсолютным», так как оно не зависит от определений силы тяжести 
в других пунктах. 
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Формула (52.7) справедлива для матем ат и чес к ого маятника, 
т. е. маятника, представляющего собой материальную точку, подвешенную 
на нерастяжимой и невесомой нити. В действительности употребляется ф 11 з и -
ч е с к и й м а я т н и к; при использовании формулы (52. 7) для физического 
маятника необходимо определить так называемую п р и в е д е н н у ю д л и -
ну маятника, т. е. длину математического маятника, имеющего тот же период 

колебаний, что и данный физический маятник. Определение приведенной длины 
маятника с необходимой точностью представляет большие практические труд­
ности. Rроме того, для получения силы тяжести уназанным выше способом 
должны быть иснлючены сложные систематичесние влияния. Все это, вместе 
взятое, делает задачу <<абсолютного>> определения силы тяжести весьма сложной 
и тонкой. Выполнить ее можно только в стационарных условиях; каждое такое 
определение представляет собой, по существу, ответственную научно-исследо­
вательскую работу. 

Задача сильно упрощается, если поставить целью определение относ и -
тельного ускорения силы тяжести, т. е. разности ускорений силы тяже­
сти в данном и каком-либо другом пункте, значение силы тяжести для кото­
рого известно. Такие пункты, относительно которых определяется сила тяже­
сти в других пунктах, называются исходным и. Определение относитель­
ного ускорения силы тяжести заключается в следующем: находят период коле­

бания маятника в исходном пункте, для которого ускорение силы тяжести изве­
стно, затем измеряют периоды того же маятника в других пунктах, в которых 

должно быть определено ускорение силы тяжести. 
Имеем: 

Отсюда 

на исходном пункте --

на первом определяемом пункте -

на втором определяемом: пункте -

s~ 
52 

2 

52 
о 

52 
1 

следовательно, 

(52.8) 

(52.9) 

.Формулы (52.9) позволяют определять ускорение силы тяжести g 1 , g 2 

и т. д. без знания приведенной длины маятника; тем самым влияние системати­
чесной ошибки, зависящей от незнания точной длины маятника, иснлючается. 
Важно отметить, что при относительном определении силы тяжести довольно 
полно исключаются и другие постоянные систематические ошибки, присущие 
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прибору данной конструкции. Точность определения относительного ускоре­
ния силы тяжести в этом случае зависит только от случайных ошибок в опреде­
лении периода качания маятников и изменений систематических ошибок 
и постоянных прибора, которые могут произойти после наблюдений на исход­
ном пункте. 

Применением соответствующей методики и конструкции прибора ослаб­
ляется влияние и этих ошибок. 

Точность окончательного вывода периода качания маятника после учета 
всех поправок характеризуется ошибкой около ±0,00000004 с; соответству­
ющая ошибка в определении ускорения силы тяжести равна приблизительно 
±0,2 мгал. 

Для уяснения идеи статического метода изложим принципиальную схему 
измерения силы тяжести прибором, в котором используется упругая сила 
пружины. 

Пусть мы имеем тело с некоторой постоянной массой; вес этого тела опре­
деляется силой тяжести. Определим вес этого тела р в некотором исходном 
пункте, для которого известно значение силы тяжести g 0 • 

Вес этого тела в другой точке, для которой требуется определить силу 
тяжести, будет иной; назовем его через р 1 , а искомую силу тяжести в опреде­
ляемой точке - через g 1. Очевидно, изменение веса тела (р 1 - р) = Лр яв­
ляется следствием изменения силы тяжести (Лg) = g 1 - g0 • Следовательно, 
будем иметь: 

(Лg) = f (Лр), 
g1 = go + (Лg). 

Простейшая возможная зависимость между (Лg) и (Лр) имеет вид 

(Лg) = а Лр+ Ь. 

Определение постоянных а и Ь может быть произведено посредством изме­
рения веса теJш в трех точках А, В и С сила тяжести для которых известна. 
Если обозначить: 

gв -gл = (Лg1) и Рв- РА = Лр1, 
gc - gв = (Лg2) и Ре- Рв = Лр2, 

то 

(Лg1 ) = а Лр1 + Ь, 
(Лg2 ) = а Лр2 + Ь, 

из которых легко находятся неизвестные коэффициенты а и Ь. 
:Измерение веса тела должно быть произведено при помощи прибора, 

работа которого не зависит от силы тяжести; таким прибором могут служить 
пружинные весы, так как упругая сила пружины не зависит от силы тяжести. 

Определение силы тяжести при помощи гравиметров занимает мало вре­

мени и производится с высокой точностью. 

§ 53. Потенциал силы притяжения 

Пусть в пространстве имеем две материальные точки А и В с координатами 
а, Ь, с их, у, z (рис. 103). Обозначим массу точки А через т, массу точки В 
примем равной единице. Расстояние между точками обозначим через r. 
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Согласно закону всемирного тяготения, сила взаимного притяжения точек 
А и В :выразится формулой 

О··. 

F=f.!!!._. 
. r2 (53.1) 

Расстояние r равно 
1·

2 = (а-х)2 + (Ь-у)2 + (c-z)2 • (53.2) 

Обозначим составляющие силы F по осям координат через Fx, Fy, F2 , 

а углы, образуемые вектором ВА с осями координат, - сх., ~' у. 
Очевидно, Fx, Fy, Fz будут проекциями вектора F на оси координат ох, 

оу, oz. 
Из рис. 103 

Fx=F cosa} 
Fy =F cos ~ 
Fz=F cosy 

(53.3) 

(на рис. 103 для простоты построения начало координат совмещено с одним 
из концов вектора F без изменения направления осей). 

Но 
а-х ) 

cosa=-r- ( 

Ь-у 1 cos~=-r- · 
c-z 

соsу=-r-

Подставляя (53.4) в (53.3), получаем 

а-х 

F х = F cos а= f т ----,-:з-
Ь-у 

F у= F cos ~ = f т ---,:з--
c-z 

Fz = F cos у= f т --,:з 

(53.4) 

(53.5) 

Сила притяжения и создаваемое ею напряжение является в е к т о р о м, 
который определяется как величиной, так и направлением в пространстве. 
Поэтому характеристика силового поля в пространстве выражается тремя 
уравнениями (53.5). 

Однако при определенных условиях поле сил может быть выражено одной 
функцией от координат х, у, z, как независимых переменных. 

Возьмем функцию 

V = f !!!._ 
r 

(53.6) 

и найдем частные производные ее по координатам х, у и z, явно входящим в нее 
через r, 

дV т dr 
дх= -! -;:i dx. 

Производная 
дr 
дх вычисляется путем дифференцирования выражения (53.2) 

дr а-х 
дх = --r -, (53.7) 
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следовательно, 

дV а--х 
-=fm--· 
дх ' 1·3 ' 

аналогично этому 

~=fm Ь-у } 
ду r3 

дV _ f c-z · 
--т--
дz , r3 

(53.8) 

Сравнивая (53.8) и (53.5), получаем 

!!]!_ = F ) 
дх х / 

!]!_=F \ 
ду у (. 

!!I_=F 1 
дz z J 

(53.9) 

Ф у н к ц и я V, ч а с т н ы е п р о и з в о д н ы е к о т о р о й п о 
прямоугольным координатам притягиваемой точ­

ки равны составляющим силы притяжения по осям 

к о о р д и н а т, н а з ы в а е t;q, с я п о т е н ц и а л ь н о й ф у н к ц и е й, 

/ 

1 
у 

/ 

/ 
/ 

/ 

f- - -
Fz 

1 

1 

1 

,- - - - - - -;i 

' / \ ', / 

' / 
А(а.ь.с) 1 

1 

\ 1 

\ 1 
\ 

1 / 

' 1 / 

-~'_J/ 

Рис. 103 

или просто потенциалом 

п р и т я ж е н и я. 

Рассмотрим более общий случай, 
когда точка притягивается некоторым 

телом. На рис. 104 изображено тело 't, 

о 

!J 

Рис. 104 

создающее вокруг себя силовое поле притяжения. Определим напряжение 
этого поля в точке А. Разобъем объем тела 't на элементарные объемы. 

dт: = da db dc. (53.10) 

Обозначим через б плотность в единице массы текущей точки М, т. е. 

s:.= dm 
u dт • (53.11) 

Тогда будем иметь 
dm = б dadb dc. (53.12) 
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Аналогично с (53.5) проекциями силы притяжения элементарной массы 
в точке Jvl на точку А будут: 

dF = f ~-x) dm = f 6 (а:..._х) da db dc 1 
х r3 r3 1 

dF = f ( ь - У) dm = f O ( Ь - У) da db dc } 
У r3 r3 , 

dF = f ( с - z) dm = f 6 ( с - z) da db dc 1 
z r3 r3 J 

(53.13) 

Суммируя действие элементарных масс по всему объему тела, получаем 

da db dc 1 
1 

J' 
dadb dc 

dadb dc 

(53.14) 

Потенциал притяжения тела М на точку А выразится формулой 

V = f S I S ~ da db dc. (53.15) 

дV дV дV 
В этом легко убедиться, если вычислить производные дх' ду и дz' кото-

рые будут равны соответственно Fx, F_y, FZ' 
Вводя в последнее выражение массу, можем написать 

(53.16) 

В (53.16) интегрирование выполняется по всему объему тела 't. Следова­
тельно, пределы интегрирования определяются в зависимости от формы тела. 

Если под телом понимать Землю, то выражение (53.16) будет представлять 
потенциал притяжения Земли на внешнюю точку; в этом случае интегрирова­
ние должно выполняться по всему объему Земли. 

При бесконечном удалении тела от притягиваемой точки, т. е. когда рас­
стояние r н'еограниченно велико по сравнению с размерами тела, выражения 
для силы притяжения ·и потенциальной функции напишутся: 

где М - масса тела. 

Р= JM } r2 

JM . 
V=­

r 

Из последних выражений имеем: 

lim V = О; IimrV = fM; 
r-oo r-oo 

(53.17) 

lim r2 
/ ~~ 1 = fM. (53.18) 

Функции, удовлетворяющие равенствам (53.17), называют ре гул яр -
ными на бесконечности. 

До сих пор мы полагали, что притягиваемая точка находится вне притяги­
tшющего тела. Допустим: теперь, что притягиваемая точка расположена внутри 
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притягивающего тела. Тогда величина r в выражении (53.15) может при­
нять малые значения и стремиться к нулю. При r, стремящемся к нулю, его 
значение будет становиться веJiичиной первого порядка малости. Следова­
тельно, выражение 

dп db dc 

r 

будет величиной второго порядка малости. Первые производные от потенциала, 
.содержащие интеграл вида 

(53.19) 

13 этом случае будут конечными и непрерывными, так как, если (а - х) будет 
стремиться к нулю, числитель станет величинои четвертого порядка малости, 

а знаменатель - третьего. Поэтому отношение их будет первого порядка 
малости. 

Отсюда вытекает существенный вывод: потенциал пр и тяже ни я 
Земли и его первые производные всюду конечны 
и однозначны; можно доказать, что они будут также непрерывными. 

Введение понятия потенциала приводит к тому, что вместо получения и 
исследования трех функций, выражающих компоненты силы по осям коорди­
нат, стало возможным находить и исследовать одну функцию. Выяснилось, что 
потенциальная функция обладает замечательными свойствами, использование 
которых оказалось чрезвычайно плодотворным для решения многих научных 
проблем, в том числе и проблемы изучения фигуры Земли. 

§ 54. Разложение потенциала земного притяжения в ряд 

Использование выражения для потенциала jсилы земного притяжения 
в виде 

встречает известные трудности. Более удобное выражение для потенциала V 
можно получить путем разложения 1 /r в ряд. 

z Примем систему пространственных прямо-

!/ 

Рис. 105 

Обозначим расстояния 
венно r и р. 
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угольных координат с началом в центре Земли 
и с осью z, совпадающей с осью вращения 
Земли (рис. 105). Тогда плоскость ху совпа­
дает с плоскостью земного экватора. 

Напишем выражение для потенциала при­
тяжения 

V=tS~ р' ' 
(54.1) 

где р' - расстояние притягиваемой точки А 
(а, Ь, с) от текущей точки М (х, у, z) с эле­
ментарной массой dm. 

от точек А и М до начала координат О соответст-



С введенными обозначениями имеем: 

Тогда 

р•1 =(а-х)2 + (Ь-у)2+ (c-z) 2 = а2 + ь2 + с2 -

- 2 (ах+ Ъу+ cz)+x2 + у2 + z2, 

r2 = а2 + ь2 + с2 } • 

р2 = х2+ у2+ z2 

~2 2 2 ах+Ьу+сz + р2 - 2 ( 1 2р ах+Ьу+сz + р2) 
р r:: r - rp ---- --' r - - --------'- - . rp r rp r2 

Из треугольника ОМА (см. рис. 105) 

р' 2 = r2 - 2rp cos \jJ + р 2 . 

Сравнивая (54.4) с (54.5), находим 

ах+Ьу+сz 
1

,~ 
----=COS't". 

rp 
Подставляя (54.6) в (54.4), получаем, 

(54.2) 

(54.3) 

(54.4) 

(54,5) 

(54.6) 

р~ 2 = r2 
( 1- 2 ~ cos \jJ + ~:) . (54. 7) 

1 
Для получения выражения iТ' входящего в (54.1), возведем (54.7) в сте-

пень - ~ и разложим правую часть по биному Ньютона, тогда : получим ряд 

по возрастающим степеням ...Е. • 1 
r 

Ограничиваясь членом с ~:, получаем 

1 1 (1 р . р2 (3 2 } -, = - { + - cos 'Ф + -2 2 cos \j)- 1) + . . . . 
р r t r r (54.8) 

Попутно укажем, что коэффициенты при степенях ..е._ являются так павы­, 
ваемыми сферическими функциями, применяемыми в теории потенциала. 

Подставляя найденное значение --;- в (54.1), находим 
р 

V =; S dт+ ; 2 S Р cos ~' dm+ 2; 3 S Р2 (3 cos2 \j)-1) dm+.. .. (54.9) 

Первый интеграл, распространенный па весь объем притягивающего тела 
будет равен его массе М. 

Второй интеграл, принимая во внимание (54.6), можно представить таю 

f s f s ах ! s Ьу 'd f s cz -- pcos 1,~dm=- р -dm+- р- т+- p-dm. r2 'У r2 rp r2 rp r2 rp (54.10) 

Но координаты центра массы тела (центра инерции) определяются фор­
мулой 

r xdm x•=_.J __ 
Sam · (54.11) 
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Аналогичные выражения получаются для других осей координат. 
Так как начало координат нами было принято в центре массы Земли, 

то х' = О. Принимая во внимание, что 

получаем 

S dm=M, 

J xdm=O. 

(54.12) 

(54.13) 

Аналогичные формулы получаются по другим осям координат. Тогда пер­
. .вый интеграл правой части (54.10) будет 

!2 5 Р ;; dm = ;з 5 ах dm = :.: 5 х dm = О. 
По тем же соображениям будут равны нулю и остальные два интеграла 

(54.10). 
Следовательно, 

J pcos-фdm=O. (54.14) 

Таким образом, второй член разложения потенциала силы притяжения 
в ряд равен нулю. 

Рассматривая третий интеграл выражения (54. 9) 

5 p2 (3cos2 ч,-1)dm= 5 {r~ (ax+by+cz)2-p2}dm, (54.15) 

замечаем, что при возведении в квадрат трехчлена (ах+ Ьу + cz) появится, 
в частности, интеграл вида 

S ах Ьу dm = аЬ S ху dm. (54.16) 

Интегралы вида S xydm называются произведениями инерции. При рас­
положении координатных осей, совпадающих с главными осями инерции, они 
равны нулю. Поэтому (54.15) можно представить в виде 

5 { r~ (ах+ Ъу + cz)2
- р2} dm = /2 5 {3 ( q,2x2 + Ь2у2 + c2z2)- p2r 2} dm = 

= /2 S {3 ( а2х2 + Ь2у 2 + c2z2
)- р 2 (а2 + Ь2 + с2)} dm. (54.17) 

Соединяя вместе члены, содержащие а2 , затем Ь2 и с2 , разбиваем интеграл 
на три части, из которых первую напишем так: 

r\ S а2 (3х2 - р2) dm = ;: S ( 2х2 
- у2 

- z2) dm. (5/2.18) 

Аналогично две другие части представятся интегралами: 

~~ S (2у2- х2 
- z2

) dm, 

;: S (2z2-x2 -y2
) dm. 

Из механики известно, что главные моменты инерции А, В, С относительно 
осей координат ~выражаются формулами: 

236 

А= j' (y2 +z2) dm 

В= S (x2 +z2 )dm; С= J (х2+ у2) dm } · 
(54.19) 



Легко проверить, что 

f :::=::=::;::::::=:~ \· 
J (2z2 -x2 -y2)dm=A +В-2С 

(54.20) 

Поэтому, принимая во внимание (54.18) и (54.20), интеграл (54.15) при­
мет вид 

} 2 [а2 (В+ С-2А)+ Ь2 (С +А-2В)+ с2 (А+ В-2С)]. (54.21) 

Введем теперь геоцентрические координаты - широту Ф и долготу L, 
()тсчитываемую от плоскости xz. Тогда на основании (4.15) и (4.32) будем иметь: 

а = r cos Ф cos L ] 
Ь = r cos Ф sin L . 
c=rsin Ф 

(54.22) 

Далее, заменяя cos2L и sin2L через косинусы 
1 

кратных дуг, получаем: 

а
2

=: r
2

cos2 Ф(1+cos2L) 1 
Ь2 = 2 r 2 cos2 Ф (1- cos 2L) · 

c2 =r2 sin2 Ф 

(54.23) 

Заменяя в (54.21) величины а2 , Ь 2 и с 2 через их выражения (54.23), группи­
руя члены, содержащие cos 2L, после некоторых преобразований получаем 
Еыражения для третьего интеграла в (54.9) 

' А +в) 3 ( С--2- (1-3sin2 Ф)+ 2 (B-A)cos2 Ф cos 2L. (54.24) 

Принимая во внимание (54.24), а также (54.14), получаем разложение 
потенциала V в ряд по (54.9) в окончательном виде 

V= fM +~ (с- А+В) (1-3sin2 Ф)+~ (B-A)cos2 Фcos2L. (54.25) r 2r,З 2 4r3 

Первый член полученного выражения (54.25) представляет собой потен­
циал шара с массой, равной массе Земли. 

Второй член, зависящий от широты, представляет собой влияние сжатия 
:Земли или, иначе говоря, влияние возрастания масс от полюса :к экватору. 
Третий член представляет собой влияние неравномерного распределения масс 
no долготе. 

Таким образом, полученная формула (54.25) справедлива и для трехос-
ной Земли. ' 

Если рассматривать Землю как тело вращения и моменты инерции относи­
-тельно осей, расположенных в плоскости экватора, положить равными между 
-собой, т. е. А = В, то третий член в формуле (54.25) пропадает; соответственно 
изменится в этой формуле и второй член, и для данного случая формула (54.25) 
шерепишется 

V= f: +(C-A)(1-3sin2 Ф). (54.25') 
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Выше были упомянуты сферические функции, которые находят себе широ­
кое применение во многих вопросах математической физики, в частности, в тео­
рии потенциала и решении основных задач высшей геодезии на основе астро­
номо-геодезических и гравиметрических измерений и спутниковых наблюдений. 

Перепишем (54.8) так: 

1 1 [ р ( р )2 ( 3 1) р' = r 1 + r cos '1' + r 2 cos2 '1'- 2 + ... 

+ ( ~ у р п < cos '1') + ... J. (54.26) 

Ряд (54.26) сходится при р ~r. Рп (cos ,J,) - выражение, являющееся 
функцией cos ,J, порядка п, представляет собой один из видов сферических 
функций; это многочлены степени п от cos ,t,. Они называются многочленами 
Лежандра. 

В более общем ви,тQ формула (54.26) перепишется 

n=-oo 

1 ~ pn -, = п+1 Р п (cos -ф). 
р r 

(54.27) 
n=O 

Выражение для потенциала притяжения, принимая во внимание (54.1) 
и (54.27), в общем виде напишется: 

n=oo 

V=f S d~ =f s~ ~:1 Pп(cos,t,)dm (54.28) 
n=O 

или, учитывая выражения для пе,рвых трех членов ряда, данные формулой 
(54.8): 

V=f s а; +f s ~; cos-фdm+f s~: ; (3cos2 ,t,-1)dm+ 

(54.29) 

Интегрируя первые три члена, получим формулу (54.25), конечно, без 
последнего члена, т. е. 

fM f ( А +в) V=-+- С--- (1-3соs2 Ф)+ r 2r3 2 

+ ::3 (В-А) sin2 Ф cos 2L. (54.30) 

Последовательное изучение вопросов программы данного курса дается 
без использования сферических функций. Приведенные самые начальные и эле­
ментарные понятия об этом виде специальных функций и их применение даются 
для общего ознакомления, которое может быть полезно при более детальном 
изучении теоретических вопросов геодезии по первоисточникам и специальным 

трудам (например, [1], [12]; [39] и многие другие). 
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§ 55. Основные свойства потенциала притяжения 

Пусть задана материальная точка В с координатами х, у, z; на бесконечно 
малом расстоянии ds от В возьмем другую материальную точку В 1 с координа­
тами х + dx, у + dy и z + dz. 

Очевидно, 

но 

dx = ds cos ( s, х) } 
dy .= ds cos (s, у) , 
dz = ds cos (s, z) 

(55.1) 

(55.2) 

где (s, х), (s, у) и (s, z) - углы, образуемые направлением ds с осями коорди­
нат х, у, z. 

Тогда потенциал V силы притяжения, как функция координат х, у, z, 
получит приращение при перемещении из точки В в точку В 1 , равное полному 
дифференци.алу 

дV дV дV 
dV =дх dx+75y dy+ дz dz. 

Или, имея в виду (53.9), 

dV =Fxdx+F0 dy+F2 dz. 

Принимая во внимание (55.2), (55.4) и (53.3), 

dV =F ds {cos (s, х) cos (F, х) + cos (s, у) cos (F, у)+ 

+ cos (s, z) cos (F, z)}. 

( 55.3) 

(55.4) 

(55.5) 

Но выражение, стоящее в фигурных скобках, есть косинус угла между 
направлением силы тяжести F и направлением элемента ds, т. е. cos (F, s). 
Поэтому 

dV = F ds cos (F, s). (55.6) 

Так как F cos (F, s) = F s - составляющая силы F по направлению эле­
мента ds, то 

dV =Fs ds. ( 55. 7) 

Из равенств (55.6) и (55. 7) вытекает ряд важных свойств потенциальной 
функции. 

Rак известно из механики, элементарная работа силы F при перемещении 
точки на расстояние ds будет Fds; отсюда следует, что бесконечно малое при­
ращение потенциала есть работа, которую совершает сила F при перемещении 
единицы массы на расстояние ds. 

При конечном перемещении единицы массы между некоторыми точками 
М и N работа R, совершаемая силой F, будет равна разности потенциалов 
в этих точках, т. е. 

м м 

R= 5 Fdscos(F, ds)= 5 dV=Vм-VN=ЛV. (55.8) 
N N 
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Предпо.ложим теперь, что точка N удаляется в бесконечность. Потенциал 
V N будет стремиться к нулю, а работа R будет равна потенциалу в точке ]1.f, т. е. 

R=Vм. (55.9) 

Иными словами, п о т е н ц и а л с и л ы п р и т я ж е н и я в д а н -
н о й то ч к е р а в е н р а б о те, к о то р у ю н е о б х о д и м о с о -
вершить силе притяжения при перемещении еди­

ничной массы из бесконечности в данную точку*. 
На основании (55.7) можно написать 

dV -=F 
ds 5

' 
(55.10) 

т. е. п р о и з в о д н а я о т п о т е н ц и а л а п р и т я ж е н и я п о 

любому направлению равна составляющей силы, 
д е й с т в у ю щ е й в э т о м н а п р а в л е н и и. Следовательно, из потен­
циала силы может быть получена ее слагающая по любому направлению. 

Из уравнения (55.6) следует, что dV зависит от косинуса угла между на­
правлением силы тяжести и направлением перемещения точки; отсюда сле­

дует, что потенциал V может получать приращение положительное, отрица­
тельное и равное нулю. 

Рассмотрим два предельных случая: 
1. Если cos (F, s) = О, что соответствует перемещению точки под прямьш 

углом к направлению F, то и работа силы будет равна нулю, т. е. 

dV=O. 
Интегрируя (55.11), находим 

V =пост.= С, 

(55.11) 

(55.12) 

но V - функция координат х, у, z, поэтому (55.12) представляет собой урав­
нение поверхности, точнее семейство поверхностей, которые мы будем полу­
чать, давая С различные значения. Очевидно, эта поверхность может быть полу­
чена, если представить себе, что точка с единичной массой будет перемещаться 
во всех направлениях под прямым углом к направлению силы тяжести; в этюr 

случае будет описана поверхность, обладающая свойством, что потенциа:э: 
будет всюду сохранять постоянное значение. 

Следовательно, поверхности, уд о влет в о р я ю щи е у р а в -
н е н и ю (55.12), о б л а д а ю т т е м с в о й с т в о м, ч т о с и л а п р и -
тяжения в любой точке будет направлена по нор­
м а л и к э т о й п о в е р х н о с т и, а с о с т а в л я ю щ и е с и JI ы 
по касательной к поверхности в любой точке рав­
н ы н у л ю. Такие поверхности называются у р о в е н н ы м и. 

2. Если cos (F, s) = 1, то это значит, что перемещение точки происходит 
по направлению действия силы, потенциал получает максимальное приращение 
и его выражение имеет вид 

dV =F ds. (55.13) 

Если же перемещение происходит в направлении, противоположном дей­
ствию силы, то, очевидно, в этом случае 

cos ( F, s) = - 1 

* Этот вывод справедлив не для всех видов потенциальной функции: в частности, он 
не применим к потенциалу силы тяжести. 
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dV= -Fds. (55.14) 

Следовательно, зна:к приращения потенциала зависит от направления 
перемещения точ:ки; в одном случае потенциал будет увеличиваться (прираще­
ние положительное), а в другом случае уменьшаться (приращение потенциала 
отрицательное). 

Рассмотрим две бесконечно близкие уровенные поверхности, определяемые 
уравнениями V = С и V + dV = С 1 (рис. 106). Допустим, что единичная 
масса переместилась из В в В 1 по направлению силы F. Тогда на основании 
(55.13) напишем 

dV =F ds, (55. 15) 

но в данном случае ds представляет собой рас,стояние между взятыми уровен­
ными поверхно,стями. Обозначая это расстояв:ие через dh, получаем 

dV dV 
dh=F; clV=Fdh; dh=т· (55.16): 

Полученные выражения (55.16) соответствуют случаю перемещения точки, 
по нормали к центру тела, т. е. когда 

cos(F, s) = + 1. 

При перемещении точки в обратном направлении, т. е. при cos (F, s) = -1,. 
выражения (55.16) примут вид: 

_!!:!:_=F· clV=-Fdh; dh=-dpi'. 
d/1, ' 

(55.17) 

Из равенств (55.16) и (55.17) следует, что расстояния между двумя близ­
кими уровенными поверхностями в общем случае не равны в разных точках,. 
а обратно пропорциональны силе, действующей в этих точках. 

а I V•JdV 

~ 
, -1-__ 

- Г I V•dV 

-----Fi: 
lь 

Р11,', 1(J6 Рпс. 107 

Из изложенного свойства потенциальной функции вытекает еще сущест­
венное обстоятельство. Пусть рис. 107 изображает сечение уровенных поверх­
ностей, соответствующих уравнениям: 

V+dV, V+2dV, V+3dV; 

конечно, они, согласно (55.16), изобразятся кривыми, <шепараллельны:ми>>· 
между собой *. 

Кривая аЬ пересекающая уровенные поверхности ортогонально, назы­
вается с и л о в о й л и ни ей. Иначе, силовыми линиями называются кривые, 

* В данном и последующих случаях под непараллельными поверхностями будем пони­
мать та:кие, расстояния между :которыми, считаемые по нормали к одной из поверхностей, 
.в различных точках разные. 
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касательные к которым совпадают с направлением векторов F, предста­
_вляющих силу притяжения. 

Выше установлены свойотва, присущие поr:rенциальным функциям, в том 
числе потенциалу силы притяжения. 

Потенциалы силы притяжения объемных масс, кроме указанных выше, 
обладают еще иными важными свойствами; некоторые из них будут указаны 
далее, после рассмотрения потенциалов притяжения некоторых простейших тел. 

§ 56. Потенциал притяжения некоторых простейших тел 

Найдем потенциал притяжения некоторых простейших тел. 
1. Потенциал притяжения материальной точки выражается функцией 

,(53.6), т. е. 

V=f!!!... r (56.1) 

2. Потенциал притяжения простого слоя на внешнюю материальную 
-точку. 

Допустим, что притягивающие массы заключены между двумя очень 
близкими поверхностями G и 0' 1 произвольной формы (рис. 108), расстояние 
между которыми равно h. Если dcr - элементарная площадка на поверхности, 
то элементарный объем Л-т: выразится 

Лт: = h da. (56.2) 

Обозначая по-прежнему_ через б - плотность масс в этом элементарном 
объеме, получаем выражение его массы Лт 

Лт=бh da. (56.3) 

Потенциал объемных масс, заключенных между поверхностями а и О' 1 , 

-приближенно представится 

V=tS 6
: da, (56.4) 

:где r - расстояние элемента dcr поверхности до притягиваемой точки. 

Рис. 108 Рис. 109 

Будем неограниченно приближать поверхность О' 1 к поверхности а, не 
·f!Зменяя при этом массу Лт внутри каждого элемента объема Л-т:. В результате 
-такого перехода на каждом элементе da будет сконденсирована масса dm. 
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dm 

Отношение da называется плотностью простого слоя и обозначается µ. 

Таким образом 
lim f)h = µ. (56.5) 
h-o 

Тогда потенциал простого слоя выразится 

V=tSl:.da. • r (56.6), 

3. Потенциал притяжения однородного простого сферичесRого слоя на 
материальную точRу (внешнюю и внутреннюю). 

Пусть имеем сферу радиуса R, поверхность Rоторой соответствует усло­
виям, определяющим простой слой (рис. 109). 

Возьмем две точRи А и А 1 : одну находящуюся вне сферы ( точRа А) и дру-­
гую - внутри сферы (точRа А 1). 

Для определения положения точеR на сфере воспользуемся системой сфе-­
ричесRих Rоординат. За полярную ось примем диаметр сферы, совпадающий 
с направлением ив центра сферы О на точRу А (или А 1). ТочRи N и S назовем 
северным и южным полюсами соответственно. 

Положение неRоторой точRи М определится сферичесRими Rоордината-­
ми 'Ф и 'А. 

Согласно (56.6), потенциал однородного простого сферичесRого слоя равен 

V ==! ss ~ da; 

в данном случае следует принять: 

для внешней точRи А 
r=MA=r, 

для внутренней точRи А 1 

а таRже 

da = R 2 sin 'Ф d-ф dл. 

(56.7) 

(56.8) 

Расстояние от центра сферы до точRи А обозначим через р, а для точки 
А 1 - через р 1 . 

Ив рис. 109 следует, что 

r=VR2 +p2 - 2Rp cos'\j), (56.9), 

с учетом (56.8) и (56.9) выражение (56. 7) примет вид 

2n а 

V = fµ 5 5 R2 sin ф dл dф • 
V R2+p2-2Rp соsф 

о о 

(56.10) 

Заметим, что пределы интегрирования, распространяющиеся на всю по""' 
верхность сферы, устанавливаются от О до n для полярного расстояния 'Ф 
и от О до 2n по долготе 'А. Интегрируя по л, получаем 

11 

V 2 / S 
R2 sin ф dф -- n µ 

- V R2+p2-2R соsф • 
о 

(56.Н} 
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Из (56.9) дифференцированием по 'Ф находим 

dr = Rp sin 'Ф d'Ф • 
У R2+ p2-2Rp cos 'Ф 

(56.12) 

Помножив обе части последнего выражения на R/p, получим 

~ dr = R2 sin 'Ф d'Ф • 
р у R2 + р2 - 2Rp cos 'Ф 

(56.1.3) 

--Учитывая (56.13), выражение (56.11) переписываем так: 

(56.14) 

-Установленные пределы интегрирования r max и r m in соответствуют 'Ф = :rt 
rи: 'Ф = О, что легко усматривается из рис. 109: 

для внешней точки А 

rmax = Р+ R } 
rmin=P-R , 

rmax-rmiп = 2R 
(56.15) 

для внутренней точки А 
(56.16) 

На основании (56.14) и (56.15) получим окончательное выражение для 
,потенциала однородного простого сферического слоя на внешнюю точку 

~И на внутреннюю точку 

R2 
V=4:rtfµ­

P 

V =4:rtfµR. 

Введем в полученные формулы массу сферического слоя 

М = 4лR 2µ. 

Получим для внешней точки 

(56.17) 

(56.18) 

(5G.19) 

(56.20) 

Сравнивая (56.20) с выражением потенциала точечной массы (53.6), делаем 
,вывод, что однородный сферический слой создает во внешнем пространстве 
та~.ой же потенциал, который был бы создан массой М, сосредоточенной в 
центре сферы. 

Из соображений симметрии следует, что притяжение слоя будет напра-
1влено от притягиваемой точки А по направлению к центру сферы О, т. е. пор. 

Дифференцируя (56.20) по р, получаем 

(56.21) 

т. е. о д н о р о д н ы й с ф е р и ч е с к и й с л о й п р и т я г и в а е т в о 
в н е ш н е м п р о с т р а н с т в е п о з а к о н у Н ь ю т о н а, к а к 
т о ч е ч н а я м а с с а, р а с п о л о ж е н н а я в ц е н т р е с ф е р ы. 
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Знак в правой части (56.21) показывает, что F и р направлены в противополож­
ные стороны. 

Вводя массу М сферического слоя в выражение для потенциала на внутрен­
нюю точку, на основании (56.18) и (56.19) получим 

(56.22) 

Последнее выражение при данной массе сферического слоя и радиусе R 
постоянно и не зависит от положения внутренней точки, которое определяется 
расстоянием р. Дифференцируя это выражение по р, находим силу притяже­
ния слоем внутренней точки 

j, 

дV F=-=0. 
др 

(56.23) 

Таким образом, с ф е р и ч е с к и й с л о й в н у т р е н н е й т о ч к и 
н е п р и т я г и в а е т. 

·4. Потенциал притяжения точки материальным шаром. Здесь также рас­
-смотрим два случая: материальная точка находится вне шара и материальная 

-точка расположена внутри шара. 

Предварительно исследуем притяжение однородного слоя конечной тол­
щины, который будем рассматривать как сумму бесконечного числа бесконечно 
тонких концентрических слоев. 

При рассмотрении потенциала простого слоя мы имели дело с поверхност­
ной плотностью µ, которая определялась из выражения 

dm 
µ=dcr, 

rде dm - элемент массы, приходящейся на элемент поверхности dG. 
Объемная плотность б определится 

0 dm 
=Тт· 

rде d't - элемент объема. 

ИJIИ 

Если dR - толщина взятого сферического слоя, то 

dт=dadR. 

Поэтому, принимая во внимание (56.5) и (56.26), 

dm = µ da = о da d R 

µ=odR. 

(f">6.24) 

( 56.25) 

(56.26) 

(56.27) 

(56.28) 

Рассмотрим первый случай: потенциал притяжения простого слоя на внеш­
нюю точку, согласно ( 56 .17), имеет вид 

R2 
V=4л/µ-. 

р 

Допустим, что притягивающие массы объемной плотности б заключены 
между внутренней сферой радиуса R 1 и внешней сферой, радиус которой R. 

245 

-

' 
[ 



1

1

1 
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Тоrда, учитывая соотношения (56.17) и (56.28) и интегрируя в пределах 
от R 1 до R, получаем для потенциала слоя 

R 

V= 4л/ ~ ~ R 2 dR =; :rtf ~ (R 3 -RП. (56.29) 
в, 

Введем в последнее выражение массу слоя. Масса слоя М выразится как 
произведение его объема на плотность 

м . { л (R 3
- R 3

) б. 

Тоrда для потенциала слоя получим 

V=fм. 
р 

(56.30) 

(56.31) 

Потенциал шара получится, если в (56.29) положить R 1 -= О, тоrд~ 

V = .! nf .! R3 

3 р 

или, принимая во внимание, что масса шара равна 

м = ~ :rtR 3б, 

приходим к формуле (56.31). 
Сила притяжения выразится формулой 

F = дV = _i_ nf~R 3 
др 3 . р2 • 

(56.32} 

(56.33) 

(56.34) 

Итак, шар, состоящий из концентрических однородных ·слоев, притяl'И• 
вает так, как будто вся его масса сосредоточена в центре. Иначе говоря, шар 
создает во внешнем пространстве потенциал, равный потенциалу точки с массой 
М, расположенной в его центре. 

Теперь допустим, что притягивающая точка А расположена внутри шара 
на расстоянии р от центра О (рис. 110). Проведем через А концентрическую 
сферу, которая разделит массу на две части: массу слоя s0 , имеющего потен­
циал V 0, и массу шара s1 , имеющего потенциал V 1 • Очевидно, слой s0 , по отно­
шению к которому точка А является внутренней, не притягивает точку. 

На основании (56.18) и (56.13) получим 
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Согласно (56.29), 

R 

V 0 =4:rt/б ~ R dR =2nfб(R 2 -p2). 
р 

V1=tntt(P3 -RП, 
Потенциал слоя получится 

(56.35) 

(56.36) 



Для шара R 1 = О и тогда 
2 V = 3 лj8 (3R 2

-- р2). ( 56.37) 

Дифференцируя (56.37) по р, получаем силу притяжения F 

dV 4 
F =ар= - 3 лfбр. (56.38) 

Масса т шара, ограниченного сферической поверхностью радиуса р, равна 

4 
m=злбр3 • 

Поэтому выражение для силы притяжения F (56.38) примет вид 

F==-f ~). 
р-

(56.39) 

Следовательно, на основании (56.39) можно сделать вывод, что и в случае 
"Енутренней точки притяжение действует по закону Ньютона, т. е. обратно 
11ропорционально квадрату расстояния и прямо пропорционально притягива­

ющей массе с той только оговоркой, что в данном случае притягивает не вся 
масса шара, а только та, которая расположена вну­

-три сферической поверхности, проходящей через точ-
ку А. Точка А притягивается при этом: так, как если 
·бы вся масса внутреннего слоя (радиуса р) была со­
,средоточена в центре шара. 

Из (56.38) очевидно, что притяжение массы всего 
шара действует по другому закону, т. е. прямо пропор­
-ционально расстоянию р от точки А до центра О; в 
-центре шара р = О и, следовательно, сила притяже-
ния также равна нулю. 

Получим: выражения для потенциала притяжения 
V и силы притяжения для случая, когда притягива- Рис. 110 
-емая точка расположена на поверхности шара. Оче-
видно, в этом случае в соответствующих формулах следует положить Р 
равным R. 

Делая указанную подстановку в формулы для потенциала (56.32) и 
(56.37) и в формулы для силы притяжения (56.34) и (56.38), получаем: одина­
новый результат, т. е. 

V = i nf 6R2, 

dT1 4 
F=dp= - 3 лfbR. (56.40) 

Отсюда можно сделать вывод, что потенциал силы притяжения и его пер­
вая производная ( составляющая силы притяжения) при пересечении границы 
тела однозначны и :меняются непрерывно, без разрыва. 

Вычислим вторые производные от потенциала для точки на поверхности 
шара, используя его выражения, полученные для положения точки вне и 
внутри шара. 

Из (56.34) имеем 
d2V d dV 
dp2 - dpdp-

d 4 вз 8 вз 
- --лfб- =-лj8-

dp 3 р2 3 р3 
(56.41) 
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или, при р = R, 

Из (56.38) получаем 

d2V 8 
-d 2 =?Л/0. 

р. v 
( 56.42) 

d2V d dV 

dp2 dpdp 
d 4 4 

-арз л/бр=- 3 n/б. (56.43) 

Таки~r образом, значения вторых производных от потенциала при выходе 
притягиваемой точки на поверхность шара из внешнего пространства и изнутри 
различаются на величину 4л/б. 

Э о значит, что вторая производная от потенциала, взятая по направлению 
нормали, при прохождении через поверхность шара имеет разрыв и изменяется 

скачком на величину 4л/б. Исследования показали, что и в более общем слу­
чае, когда на поверхности, разделяющей две среды, плотность б меняется скач­
ком, вторые производные потенциала также испытывают скачок. Это свойство 
вторых производных от потенциала имеет важное принципиальное значение. 

§ 57. Уравнения Лапласа 1:1 Пуассона 

Напише:м потенциал силы притяжения 

V = f s !:!!!_. . r 

Образуем вторые производные по координатам 

Дифференцируя выражение (53.13) 

F = дV = f s а - х dm 
х дх r3 ' 

получаем 

a2v - д ( дV) - - f s [-1 + 3 (а-::)_!!!...] dm. 
дх2 - дх дх - r3 r4 дх 

Так как 

то находим окончательно 

д2V 

дх2 

Аналогично 
д2V 

ду2 

д2V 

дz2 

дr 

дх 

(а-х) 

r 

- f s [-1 - 3 (а -x)2l d 
r:з r5 J т. 

- tS [_!__ - 3 (Ь-у)2] dm} . r3 r5 

- f s [-'1 - 3 (c-z)2] dm . 
r3 r5 

Складывая полученные вторые производные, получаем 

(57 1) 

(57 .2) 

(57 4) 

(57.,J) 

д2V д2V д2V 
дх2+ду2+дz2 =О. (57.()) 

-Уравнение (57 .6) называется ура вне в и ем Л а пл а с а. 
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Символически уравнение Лапласа пишется так: 

(57.7) 
Обычно сим:вол 

д2 д2 д2 

Л2 = дх2 + ду2 + дz2 
называют о п е р а т о р о м Л а п л а с а. 

Уравнение Лапласа справедливо для точек пространства, расположенных 
вне притягивающего тела. Это следует из того, что если притягиваемая точка 
лежит внутри тела, то разности (а - х), (Ь - у) и (с - z), а следовательно, 
и r могут стремиться к нулю. В этом случае подынтегральное выражение в 
(57.4) в пределе обращается в 0/0. 

Приведем: вывод более общего уравнения Пуассона для случая, когда 
притягиваемая точка находится внутри тела. 

Допустим, что вокруг притягиваемой точки, расположенной внутри тела, 
описана малая сфера конечного радиуса, но столь малого, что плотность веще­
ства внутри этой сферы можно было бы считать одинаковой. Заметим, что при­
тягиваемая точка должна располагаться внутри этой сферы, но необязательно 
в центре; сама сфера должна полностью находиться внутри тела. 

Обозначим: 
V 1 - потенциал притяжения тела на притягиваемую точку, но без выде­

ленной в теле сферы; 
V 2 - потенциал притяжения сферы. 
Тогда полный потенциал V всего тела выразится формулой 

V=V1+ V 2, 

.а оператор Лапласа для V - формулой 

Л2V = Л2V1 + Л2V2 , 

но для V 1 будет справедливо уравнение Лапласа 

Л2V1 -с.:.-:-: О, 

(57.8) 

(57. 9) 

(57 .10) 

так как для него значение расстояния r нигде в нуль обращаться не может. 
Потенциал V 2 сферы, очевидно, представляет собой потенциал притяжения 
шара на внутреннюю точку, полученный в § 56. Поэтому, согласно (56.37), 
имеем 

2 
V2 = з -л/б (ЗR2- р2). 

Для нашего случая R - постоянный радиус сферы, а р определяется 
как функция координат из выражения 

p2 =(a-x)2+(b-y)2 +(c-z)2, (57.11) 

б ;._ плотность вещества внутри выделенной в теле сферы. 
Для вычисления Л 2 V 2 первоначально находим первую производную 

Из (57 .11) легко вычисляем: 

р ~~ = - (а - .т). 
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Поэтому 
дV 4 
а/ = 3 n/б (а- х). 

Дифференцируя еще раз по х, получаем 

д2V2 4 
ах2= -3'Л/б. (57 .12у 

Так как правая часть полученного выражения не зависит от х, то по ана­
логии можем написать 

д2V д2V д2V 4 
д:с2 - ду2 - дz2 = - 3 n/8. 

Суммируя все три вторые произ:водные, получаем 

Л2V2 = -4n/б. (57 .13? 

Теперь, принимая во внимание (57.9) и (57.10), находим искомое уравне-· 
ние Пуассона 

(57.14) 

где под б следует понимать плотность тела в малой окрестности вокруг притя­
гиваемой точки. Если в исследуемой точке нет притягивающих масс, т. е. 
б = О, уравнение Пуассона обращается в уравнение Лапласа. Иначе говоряt 
уравнение Лапласа можно рассматривать как частный случай уравнения 
Пуассона, когда б = О. 

"Уравнения Лапласа и Пуассона являются фундаментальными в теории 
потенциала. 

Определение внешнего потенциала Земли и изучение ее фигуры основы­
ваются на интегрировании уравнения Лапласа при дополнительных условиях, 
вытекающих из существа конкретной задачи. 

Функции, непрерывные во всех точках данной области вместе с их первыми 
и вторыми производными и удовлетворяющие уравнению Лапласа (57.6), 
называются г а р м о н и ч е с к и м и ф у н к ц и я м и в этой области. 

Потенциал притяжения для точек в области, не занятой притягивающими 
массами, будет всегда гармонической функцией; иначе говоря, в любой точке 
пространства вне притягивающего тела потенциальная функция V всегда будет 
удовлетворять уравнению Лапласа Л 2 V = О. 

В каждой точке внутри притягивающего тела потенциал силы притяже­
ния будет удовлетворять уравнению Пуассона 

Л2V= -4nfб. 

Если первые производные от потенциала по осям координат представляют 
собой проекции силы на соответствующие оси или, иначе говоря, определяют 
направление нормали к данной уровенной поверхности, то вторые производ­
ные потенциала притяжения определяют форму или кривизну уровенной по­
верхности в данной точке. 

Из уравнения Пуассона следует, что если плотность имеет скачкообразное 
изменение, то и кривизна уровенной поверхности изменяется скачком; это 
бывает, в частности, в том случае, если данная уровенная поверхность пере­

секает физическую поверхность тела. 
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§ 58. Потенциал силы тяжести, его основные свойства 

Напишем известное выражение для силы тяжести 

Потенциал силы притяжения найден в § 53; для получения силы тяжести 
найдем потенциал центробежной силы Q. Центробежная сила при т = 1 выра­
жается уравнением 

Если во взятой системе прямоугольных коор­
динат ось z совместить с осью вращения, то цен­

тробежная сила будет параллельна плоскости ху 
и составляющая этой силы по оси z будет равна 
нулю. Определим составляющие ее по осям х и 
у. Центробежная сила направлена по радиусу р 
(рис. 111). Имеем: 

х= р cosa) 
у= р cos ~ . 

(58.1) 

у 

Пр0екции центробежной силы Q на оси х и у будут равны: 

Q х = Q cos а= ffi 2p cos а, 

Q у = Q cos ~ = ffi 2p cos ~. 

Рис. 111 

(58.2) 

(58.3) 

Определяя из (58.1) значения cos а и cos ~ и подставляя их в (58.2) и (58.3), 
получаем составляющие центробежной силы: 

(58.4) 

Эти составляющие являются частными производными по прямоугольным 
ноординатам функции 

(58.5) 

которая, следовательно, является потенциальной функцией цен -
т р о б .е ж н о й с и л ы. Действительно: 

(58.6) 
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Далее, проекция силы тяжести на оси координат будет: 

дV дИ) 
gx = Fx+ Qx = дх+дх \ 

_ 
1 

, _ ov аи \. 
gy-- Fu т Q.11 -ау+ ду 1 

дV дИ 
gz=Fz+Qz=fiz +az 

(58. 7) 

Возьмем функцию 

W =V + И =f 5 d;7'-+ ~2 (х2+ у2). 
Очевидно, 

(58.8) 

дW дV дИ 
дх = дх+ах = gx 

дfV дV дИ 
ду = Ту+ ду = gy (58. 9) 

дW дV дИ 
az=дz+дz=gz 

Отсюда заключаем, что функция W, определяемая уравнением (58.S)r 
является п о т е н ц и а л о м с и л ы т я ж е с т и. П о т е н ц и а л с и л ы 
тяжести равен сумме потенциалов силы земного 
п р и т я ж е н и я и ц е н т р о б е ж н о й с и л ы. 

Обозначая (g, х), (g, у), (g,z) углы, которые образует направление силы 
тяжести с осями координат, находим: 

gx=gcos(g, х) 1 
gy=gcos(g, у) · 

gz = g cos (g, z) 

Выражение для потенциала W может быть написано и в виде 

1 s о dт ffi2 И, ::= V +И= f -r- +-2-(х2+ у2), 

где dт; - элемент объема. 
т 

б - объемная плотность. 

(58.'10) 

(58.11) 

Остановимся подробнее на свойствах потенциальной функции, изложенных 
в § 55, применительно к потенциалу силы тяжести. 

1. Согласно (55.6), можем написать, что 

(58.12) 

т. е. п р о и з в о д н а я п о т е н ц и а л а с и л ы т я ж е е т и п 0 л ю -
б о м у н а п р а в л е н и ю р а в н а п р о е к ц и и с и л ы н а э т о н а­
пр а в лен и е. 

2. На основании (55.12) при cos (g, s) = О, т. е. при перемещении матери­
альной точки в направлении, перпендикулярном силе тяжести, будем иметь 

И7 = пост. = с. (58.13) 

Полученное выражение (58.13) является общим уравнением уровенных 
поверхностей силы тяжести. В каждой точке такой поверхности с и л а т я ж е -
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с т и н а п р а в л е н а п о н о р м а л и к э т о й п о в е р х н о с т и, 
а с о с т а в л я ю щ и е с и л ы т я ж е с т и п о к а с а т е л ь н о й к п о­
в е р х н о с т и в л ю б о й т о ч к е р а в н ы н у л ю. 

Поверхность жидкости в спокойном состоянии представляет собой уро­
венную поверхность, п о в е р х н о с т ь р а в н о в е с и я, или, как при­

нято говорить, r о р и з о н т а л ь н у ю п о в е р х н о с т ь, слагающая 

сила тяжести по касательной к которой в любой точке и в любом направлении 
равна нулю. 

Меняя в (58.13) значение С, получаем разные уровенные поверхности. 
"У р о в е н н а я п о в е р х н о с т ь, с о в п а д а ю щ а я с н е в о з -

м у щ е н н о й п о в е р х н о с т ь ю о к е а н о в, н а з ы в а е т с я п о -
в е р х н о с т ь ю r е о и д а. 

3. Выражения (55.17) для потенциала силы тяжести примут вид: 

dW dW} - - = g· dW = -gdh dh-=-= -- . dh ' ' g 
(58.14) 

Эти зависимости соответствуют случаю, когда в выражении (58.12) cos (g, 
s) = -1, т. е. когда перемещение точки происходит в направлении, противо­
положном направлению силы тяжести, а dh представляет собой расстояния 
между уровенными поверхностями W и W + dW . 

. Последнее уравнение из (58.14) показывает, что расстояния между двумя 
близкими уровенными поверхностями не равны в разных точках, а обратн0 
пропорциональны силе тяжести, действующей в этих точках. На полюсе, где 
сила тяжести имеет максимальное значение, уровенш!rе поверхности сближа­
ются, а на экваторе расходятся. 

Из последних уравнений также следует, что dh - величина одного по­
рядка с dW и ни при каких условиях dh не может обратиться в нуль, если 
dW =J= О (так I{ак g - конечная величина), поэтому уровенные поверхности 
между собой не пересекаются. 

Из тех же формул следует, что уровенные поверхности не <шараллельны» 
между собой. 

Непа раллельность уровенных поверхностей влияет на определение высот 
точек земной поверхности, получаемых из геометрического нивелирования. 

Интегрируя второе из уравнений (58.14), получаем 

s gdh = - s d~V, (58.15) 

rде под dh можно понимать измеренное превышение, определяемое как раз­
ность отсчетов по задней и передней рейкам с одной установки нивелира. 

Если это суммирование превышений исполнено между некоторыми двумя 
точками физической земной поверхности А и В (рис. 112), расположенными 
иа конечном расстоянии и на разных уровенных поверхностях, то будем иметь 

ИЛИ\ 

в 

S gdh =g(Нв-Нл) = W А- И?в 
А 

WA-WB 
(Нв-НА)=---, 

g 

rде g - некоторое значение силы тяжести: 
Н в - НА = ЛН - превышение точки В над точкой А. 

(58.16) 

(58.17)) 
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Разность потенциалов W л - W в постоянна. Отсюда следует, что раз­
ность высот точек А и В будет получать различные значения при разном вы­
боре величины g. 

Из (58.16) следует, что разность потенциалов может быть определена из 
данных нивелирования при условии измерения силы тяжести вдоль линии ниве­

лирования. 

Если принять, что точка А находится на уровне, на котором значение 
потенциала силы тяжести равно W 0 , то 

в 

И! в = W O - s gdh. 
о 

Из (58.17) можно также написать 

Wo-Wв 
Нв= - • 

g 

(58.18) 

( 58.19) 

Для последнего принято, что Нл = О, а g - по-прежнему некоторое 
:значение силы тяжести. 

Из (58.18) следует, что, зная значение потенциала силы тяжести в исход­
ном пункте, можно получить из результатов нивелирования значение потен­

циала для любой точки земной поверхности. При этом, учитывая современную 
высокую точность нивелирования и измерений силы тяжести, ошибка опреде­
ления потенциала W в будет зависеть от ошибки, с которой известна постоян­
ная W 0 • Заметим также, что разность потенциалов W л - W в, при вычислении 
ее по формуле (58.16), не зависит от пути нивелирования. 

Рис. 112 

Непараллельность уровенных поверхностей можно доказать, не прибегая 
к общей теории потенциала. 

Рассмотрим две уровенные поверхности аЬ и а 1Ь 1 (см. рис. 112) и допустим, 
что они весьма близки одна к другой. Ускорение силы тяжести в точках а и Ь 
обозначим через g1 и g 2 , а отрезки нормали к уровенной поверхности аа 1 и ЬЬ 1 
- через Лh1 и Лh2 • Из механики известно, что материальная точка, переме­
щаясь из одной уровенной поверхности на другую, производит механическую 
работу, выражаемую произведением gh, причем эта работа не зависит от пути 
перемещения, а только от положения конечных точек. Следовательно, мате-
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риальная точка, перемещаясь по нормали аа 1 и ЬЬ 1 произведет одинаковую 
работу. Поэтому можно написать равенство 

g1 Лh1 = g2 Лh2. 

Так как в разных точках ускорения силы тяжести в общем случае раз­
личны, то для сохранения написанного равенства должно быть Лh 1 =t== Лh2 , 
что и определяет непараллельность уровенных поверхностей. 

4. Фигура Земли, определяемая в общем виде уравнением W = V + U = 
= С, зависит главным образом от силы притяжения, так как влияние центро­
бежной силы мало. Действительно, взяв наибольшее значение центробежно:й­
силы, которое она достигает на экваторе ro 2a, вычислим отношение 

(58.20) 

где g O - значение силы тяжести на экваторе. 

Принимая g O = 978 049 мгл, а = 6 378 245 и ro - согласно (52.5), по­
лучаем 

1 
q =- 288,4 ° (58.21)' 

Следовательно, величина q одного порядка со сжатием Земли а. 
При последующих выводах формул величины а и q будут приниматься 

малыми величинами первого порядка. Если удерживать члены только с сх. 
или q и пренебрегать членами с а. 2 и q2 , то будем допускать ошибку порядка 

( 3~0 )' = 0,00001. 

Такая точность формул даст ошибку в ускорении силы тяжести около 
10 мгл. Поскольку ускорение силы тяжести вычисляют с ошибкой до сотых 
частей миллиrала, то в соответствующих формулах необходимо удерживать 
величины до второго порядка малости включительно, т. е. до а.2 или q2 • 

Величина центробежной силы и ее направление, как и закон ее изменения 
на земной поверхности, хорошо известны. Отметим, что центробежная сила 
действует только на материальные точки, жестко связанные с телом Земли. 
Если не принимать во внимание атмосферу, вращающуюся вместе с Землей, 
то можно сказать, что для точек, не связанных с Землей, центробежная сила 
равна нулю, а сила тяжести обращается в силу притяжения. В действитель­
ности, атмосфера в пределах некоторого расстояния от З мли будет передавать 
на материальные тела действие центробежной силы. 

5. Найдем оператор Лапласа для потенциала силы тяжести. Для этого 
предварительно определим оператор Лапласа для центробежной силы. Напишем 
вторые производные из (58.6): 

Тогда 

д2U = a2u = ro2· д2U = 0. 
дх2 ду2 ' дz2 

(58.22) 

(58.23) 

Оператор Лапласа для потенциала силы тяжести тогда выразится фор­
мулами: 

для внашней точки 

(58.24) 
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для внутренней точки 

(58.25) 

Поскольку Л 2U = 2ro 2 постоянно, то все соображения, изложенные в § 57 
,относительно функции Л 2 V, остаются в силе и для Л 2 W. 

Как уже отмечалось, вторые nроизво1_1;ные потенциала ха рактери~уют 
кривизну уровенной поверхности, и там, где плотность меняется скачкообразно, 
кривизна уровенной поверхности также претерпевает скачкообразные изме­
нения. Этот вывод имеет важное значение для изучения фигуры геоида. Его 
поверхность пересекает массы разной плотности; в этих местах кривизна по­
верхности геоида также меняется скачкообразно. Резкие изменения плотностей 
происходят и на самих материках в зависимости от структуры и состава зем­

ной коры и формы земной поверхности. В этом случае они вызывают скачкп­
образные изменения кривизны геоида. 

Кривизна гео:~ла меняется скачком прежде всего на берегах морей и океа­
нов, а также там,' где геоид пересекает горные породы разной плотности. 

Вместе с тем все уровенные поверхности и геоид, как одна из этих поверх­
ностей нигде не терпят никаких разрывов; это вытекает из непрерывности 
потенциала силя тяжести. 

6. Первые производные потенциала силы тяжести так же, как и сила при­
тяжения, всюду непрерывны. Поскольку первые производные определяют 
направление векторов силы, т. е. силовых линий, то и последние также не­
прерывны. 

§ 59. Теорема Клеро 

Клеро дал вывод своей теоремы, основываясь на исследованиях фигур 
равновесия тел с неоднородной массой. При этом он предположил, что Земля 
по форме - эллипсоид вращения с малым сжатием, состоящий внутри из 
эллипсоидальных слоев, имеющих общий центр и совпадающие главные оси 
инерции; каждый слой однороден по плотности, но закон изменения плотностей 
при переходе от слоя к слою произволен. 

Приведем один из выводов теоремы Клеро, основанный на теории потен­
циала и, в частности, на использовании выражения для потенциала силы тя­

жести в виде ряда. 

Напишем на основании (54.25) 

V= 11;! + 
2
t3 (с- AtB-) (1-3sin2 Ф)+ 1!з (В-А)соs2 Фсоs2л. (59.1) 

Так как для эллипсоида вращения моменты инерции в плоскости экватора 
между собой равны, т. е. А = В, то (59.1) примет ·вид 

fM f ·· · · . - • 2 ф 
V =-r-+ 2r 3 (С-А)(1-3sш ). (59.2) 

Разность С - А имеет размерность массы, помноженной на квадрат рас­
стояния. 

Положим 
С-А ==µ,а2 , (59.3) 

где а - большая полуось земного эллипсоида, 
µ - некоторая воображаемая добавочная масса, расположенная ·вдоль 

:экватора, обусловливающая различие С от А и В. 
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Тогда 

V = 1Л: + 1fr~2 

(1- 3 sin2 Ф). 

Теперь получим выражение для потенциала силы тяжести W. 
Так как W = V + Q, то будем иметь 

/М fµa2 002 ф 
W =-r-+~ (1-3sin2 Ф)+2r2 cos2 . 

(59.4) 

(59.5) 

Преобразуем выражение для потенциала центробежной силы, т. е. послед­
ний член формулы (59.5). 

Возьмем отношение центробежной силы к силе тяжести на экваторе, т. е. 

ro2a 
q=-. 

go 
(59.6) 

Так как q - малая величина первого порядка, можем заменить g O черев 

fM М П ..- 1 т. е. притяжением шара массы на точку земного экватора. олучим 

rо2аз 

q = /М ' (59.7) 

,откуда 

2 /Mq 
(О =-;з-• (59.8) 

Тогда потенциал Q примет вид 

ro2 ф /М Q = 2 r2 cos2 = 2аз qr2 cos2 Ф. (59.9) 

Подставляя (59.9) в (59.5), находим 

W = fM[1 +_!:_ а2 (1-3sin2 Ф)+.!L~cos2ФJ. 
r 2М r2 2 аз 

(59.10) 

Пользуясь полученным приближенным выражением для потенциала силы 
· tажести, напишем уравнение уровенной поверхности, отклонения которой 
) от поверхности геоида не превосходили бы в :>личин первого порядка малости. 

Это уравнение имеет вид 
W=C0• 

Для определения искомой постоянной С O поставим условие, чтобы на 
,9JCDaтope, т. е. при Ф = 0°, радиус поверхности равнялся большой полуоси а. 
Подставив эти значения для r и Ф в (59.10), получим выражение для С 0 

t)JIIИ 
~\;.: 

Таким образом, 

JM ( 1 + l +.!L) = С 
а 2М 2 О• 

(59.11) 

fM Г1 1+L а
2 (1-3sin2 Ф)+.!L~cos2 Ф]= JM (1+~+.2.' (5912) 

r ll. 2М r2 2 аз а 2М 2 J • · 

-= 
и 

17 п. с. Зткатов 

µ а2 q rЗ 1+--(1-3sin2 Ф)+-- cos2 Ф 
2М r 2 2 аз 

µ + q 1 +2м 2 
(59.13) 

257 



'i 
'1';1 

,,' .•. ,l.1.'•I';,.": .. 

jilf 

i 1,' 

: 1 1 

,:.II:, 
,,,1 
llr 

Сохраняя лишь малые величины порядка 1 и q, последнее выражение 
можем переписать 

r µ( з· ф q ф µ q -=1+- 1- sш2 )+-cos2 ----
а 2М . 2 2М 2 

или 

r i (3 µ q) . ф а= - 2 м +т sш2 
• (59.14) 

Но на основании (4.16) с удержанием членов порядка е2 и а для эллип-
соида вращения 

r -V1-e2 е2 
- = -::r:===== = 1--2 sin

2 Ф= 1-asin2 Ф. 
s -V1 -e2·cos2 Ф 

(59.15) 

Сравнивая (59.14) и (59.15), приходим к заключению, что уравнение (59.14) 
является э л л и п с о и д о м в р а щ е н и я с о с ж а т и е м 

3 µ q 
а=2м+2· (59.16) 

Этот вывод получен на основе теории потенциала силы тяжести на Земле; 
-в процессе вывода принята только одна гипотеза, что Земля - тело вращения, 
по форме незначительно отступающее от шара. 

Существенно заметить, что полученный вывод справедлив только в том 
случае, если все массы находятся внутри геоида, так как только при этом 

условии можно разложить потенциал силы тяжести в ряд. Это понятно, так 
как мы уже установили, что в пересечении геоидом материков, когда притя­

гивающие массы оказываются вне геоида., его кривизна меняется скачком, 

а поверхность геоида под материками выражается другой аналитической 
функцией, чем на море. Отступления от допущенного условия распределения 
масс в теле Земли по долготе также вызывают соответствующие отклонения 
фигуры геоида от поверхности эллипсоида вращения. Эти замечания должны 
приниматься во внимание при детальном изучении фигуры Земли; в то же время 
влияние этих отступлений от реальных условий выражается величинами, 
хотя далеко не пренебрегаемыми, но не могущими изменить сделанный вывод 
о том, что фигура геоида близка к фигуре эллипсоида вращения. 

Эллипсоид вращения, поверхность которого выражается уравнением (59.14), 
иногда называют <<и д е а л ь н ы м г е о и д о м». 

Теперь перейдем к получению выражения для величины силы тяжести 
на уровенной поверхности, определяемой уравнением (59.14), т. е. на <<идеаль­
ном геоиде». Из (58.14) имеем 

дW 
g=-7ih (59.17) 

(знак минус взят потому, что сила тяжести направлена внутрь, а производная 
берется по направлению внешней нормали). 

В (59.17) значение силы тяжести выражается как производная от потен­
циала по нормали <<К идеальному геоиду>> с точностью до малых величин первого 
порядка, имеющему форму эллипсоида вращения. Однако в (59.5), выражающем: 
потенциал силы тяжести, направление нормали не входит; определим, накую 

дW дW 
ошибку мы допустим, взяв вместо дh. производную дr • 
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Различие направлений нормали h и радиуса-вектора r выражается раз­
ностью геодезической и геоцентрической широт, которая максимально дости­
rает значения 11,8'. На основании (58.12) можно сказать, что, дифференцируя 
по r, а не по h, мы вместо g получим g cos (ер - Ф), т. е. 

дvV 
g cos (ер-- Ф) = - ar' 

rде ер - широта, образованная н о р м а л ь ю к поверхности земного эл­
липсоида. 

Так как cos (ер - Ф) = cos 11,8' = 0,999995, то с точностью 5 .10- 6 можем 
· написать 

дW g=---. 
дr 

Дифференцируя (59.10) по r, получаем 

g = 1
/; + 3~~:

2 
(1-3 sin2 Ф)- fMq ; 3 cos2 Ф. (59.18) 

Полученная формула позволяет с указанной выше степенью приближения 
вычислять значения ускорения силы тяжести для внешней точки, вращающейся 
вместе с Землей и определяемой координатами r и Ф. 

Чтобы получить g для точек рассматриваемой поверхности, заменим r 
в главном члене его выражением согласно (59.14), а в остальных членах, вслед­
ствие их малости, положим r = а, тогда 

g= 1: [1-(~ 1+~)sin2 ФJ2 [1+~ 1 (1-3sin2 Ф)-qcos2 Фj- (59.19) 

1 
После разложения в ряд по биному Ньютона с удержанием лишь членов 

первого порядка малости получим 

g = 1:; [ 1 + 2 ( ~ 1 + ~ ) sin2 Ф] [ 1 + ~ 1 ( 1- 3 sin2 Ф)- q cos2 Ф] (59.20) 
или 

g= 1:[1+~ t-q+(2q-; 1)sin2 ФJ. (59.21) 

Из (59.16) имеем 
3 µ. q 
2 М =а-2. 

После подстановки в (59.2) а, - ~ вместо ~ t получим 
(59.22) 

Обозначая через g O ту часть (59.22), которая не зависит от широты, т. е. 

(59.23) 
аолучаем: 

( 
5 ) 
-q-cx 

g = Ко 1 + 2 
3 sin2 Ф • 

1+щ--q 
2 

(59.24) 
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По-прежнему, удерживая члены первого порядка малости, последнее 
выражение перепишем 

g=g0[ 1+ (~ q_:_a) sin2 Ф]. (59.25) 

Вводя обозначение 

(59.26) 

и пренебрегая различием геоцентрической широты Ф от геодезической ер, 
получаем окончательно с принятой точностью 

g=g0(1+Psin2(!)). (59.27) 

Для определения физического смысла коэффициента ~ напишем (59.27) 
для точки полюса ( <р = 90°). Тогда получим 

g90° = go (1 + ~), 
откуда 

(59.28) 

Следовательно, коэффициент ~ - разность ускорения силы тяжести на 
полюсе и экваторе, выраженная в относительной форме. 

и 

Таким образом, в результате вывода мы получили формулы: 

r = а ( 1- а sin 2 Ф), 

g = g O ( 1 + Р sin 2 ер), 

(59.29) 

(59.30) 

(59.31) 

-Уравнения (59.30) и (59.31) и составляют так называемую теорему :Клеро. 
Напишем последние две формулы еще и в та~юй форме: 

(59.32) 

(59.33) 

Так как 
• 2 1 1 2 
sш ер = 2 - 2 cos ер 

g45° = g0 ( 1 + ~ Р) , 
то формулу (59.30) можно переписать так: 

g=g45° ( 1- ~ ~os 2ер). (59.34) 

Полученные формулы имеют чрезвычайно важное научное и практическое 
значение. 

Формула (59.30) выражает зависимость ускорения силы тяжести на :земной 
поверхности от географической широты. Она выражает в общем виде н о р­
м а л ь н о е р а с п р е д е л е н и е с и л ы т я ж е с т и. 
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Формула (59.31) устанавливает зависимость между сжатием, величиной 
центробежной силы и значениями силы тяжести на экваторе и на полюсе. Она 
позволяет определить сжатие Земли из ре~ультатов определений силы тяжести. 

Порядок использования этих формул для определения сжатия Земли 
состоит в следующем. 

Пусть на земной поверхности в точках, имеющих широты ср 1 ) ср 2 , ср 3 , ••• , 

из непосредственных измерений получены значения ускорения силы тяжести. 
Согласно формуле (59.32), для этих точек могут быть написаны уравнения: 

g1: go+ (gэа 0 -go), si_n: (Р1 } • 

g2-go+(g90°-goJSШ f-P2 

g3 = go+ (g90° - g0) sin2 ср 3 

(5~).35) 

В этих уравнениях неизвестны g90o и g 0 • Решая уравнения по способу 
наименьших квадратов, находим значения неизвестных, после чего по фор­
муле (59,33) вычисляем сжатие а. Чем бoJrьme произведено определений силы 
тяжести и чем больше территория, по которой размещены эти определения, 
тем достовернее и надежнее вывод значения сжатия а. Значительное количество 
определений силы тяжести нужно не для уменьшения влияния случайных 
ошибок измерений силы тяжести (при существующей ныне технике измерений 
они малы), а для уменьшения влияния местных неравномерностей в распреде­
лении масс в земной коре. 

Найденные значения g90 o и g O дают возможность вычислить по формуле 
(59.30) ускорение силы тяжести для любой точки земной поверхности. Вы­
численное таким образом значение силы тяжести для какой-либо точки назы­
вается н о р м а л ь н ы м з н а ч е н и е м с и л ы т я ж е с т и. 

-Условимся в дальнейшем применять следующие общие обозначения для 
нормального значения силы тяжести: 

'Уе, 'УР - нормальные значения силы тяжести на экваторе и на полюсе 

соответственно; 

у O - нормальное значение еилы тяжести на эллипсоиде в данной точке 
(геодезическая высота Н = О); 

"} - нормальное значение силы тяжести в данной точке, вне эллипсоида 
(Н =1= О). 

Полученная выше формула нормального распределения силы тяжести 
точна до малых величин порядка первой степени сжатия. Более точная формула 
с учетом принятых обозначений имеет вид 

'\'о-="? е (1 + Р sin2 ер- ~1 sin2 2ер), (59.36) 

где ~ = 'УР ~ Ve I а коэффициент -~ 1 вследствие его малости предпочтительнее 

определять не из решения уравнений вида (59.36), а из иных соображений. 
Применяемая в настоящее время в СССР формула нормальной силы тя­

жести с числовыми значениями коэффициентов имеет вид 

'\'о= 978,030 (1 + 0,005302 sin2 ер- 0,000007s n2 2ср). (59.37) 

Эта формула была выведена Гельмертом в 1901-1908 гr. на основании 
результатов измерения силы тяжести на 1603 пунктах. Значение сжатия Земли, 
выведенное на основании результатов этих измерений, равно 1 : 298,2. 

Значение коэффициента ~ 1 = 0,000007 получено Гельмертом на основании 
имевшихся данных о внутреннем строении Земли. 
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Кроме формулы (59.37), существует еще много формул, полученных раз­
ными учеными на основании использования различных материалов. 

Приведем некоторые из них. 
Формула Rассиниса, рекомендованная в 1930 г. Международным геоде­

зическим конгрессом в Стокгольме, 

'\'о= 978,0490 (1 + 0,0052884 siп 2 <р- 0,0000059sin2 2ср). (59.38) 

Формула И. Д. Жонголовича, полученная в 1952 г., 

'\'о= 978,0573 (1 + 0,0052837 sin2 <р -- 0,0000059 sin2 2ср). (59.39) 

Формула Н. П. Грушинского, полученная в 1962 г., 

у= 978,0531 (1 + 0,0052883 sin2 <р- 0,0000059 sin2 2ср). (59.40) 

Р, 

Рис. 113 

В заключение дадим весьма упрощенный вы­
вод основной формулы Rлеро. 

Рассмотрим поверхность абсолютно твердого 
однородного шара, вращающегося около неиз­

менной оси с угловой скоростью ю. Для всех 
точек поверхности такого шара сила притяжения 

F одинакова, а центробежная сила имеет макси­
мальное значение на экваторе, а на полюсе равна 

нулю. 

Следовательно, будем иметь 

на полюсе шара g90° = F ) , 
на экваторе g0 o = F - Rw2 

где R - радиус шара. 

(59.41) 

Из (59.40) ц~нтробежная сила на экваторе получится 

Qo = Rw2 = (g,oo-goo). (59.42) 

В некоторой точке А (рис. 113), имеющей~широту ер, центробежная сила 
будет 

Проектируя центробежную силу в точке А по направлению силы тяжести, 
за которое примем радиус ОА, получаем 

Q cos <р = Q0 cos2 ер. 

Следовательно, сила тяжести в точке А, как равнодействующая силы 
притяжения и центробежной силы, будет выражена 

gq, = g90° - Q0 cos2 <р = g90° - (g10°- go 0 ) cos2 <р = g90°- (goo 0 
- go•)( 1-sin2 <р) = 

= g,•+ (g,oo - go 0 ) sin2 <р, (59.43) 

или 

(59.44) 
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rде по-прежнему 

Отметим здесь, что результаты аетрономо-геодезических и гравиметри­
ческих измерений позволяют определять массу Земли непосредственно в абсо­
лютных единицах - в граммах, тогда как все астрономические способы дают 
значение массы Земли с большой точностью, но в относительных единицах, 
например, отнесенное к массе Солнца. 

Дадим понятие об определении массы Земли, используя приближенные 
формулы. 

Из (59.22) можем написать, пренебрегая последним членом, 

М = : а2 
( 1 - а+ ~ q) • (59.45) 

Возможно и еще более упрощенное решение, если принять Землю за шар; 
тогда 

Примем 

Тогда получим 

М=у az. 

а = 6 37 8 2451 · 
g= 9 78 050 

а= 1: 298,3 

f = 6,673, 10-в 

м = 5,97, 1027 г. 

Легко находим и среднюю плотность Земли 

3 М 
Рт= 4 ла2Ь = 5,52 г/см3• 

(5Я.46) 

(59.47) 



Гл а в а lX 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 

ВНЕШНЕГО ПОТЕНЦИАЛА 

СИЛЫ ТЯЖЕСТИ ЗЕМЛИ 

§ 60. Нормальный и возмущающий потенциалы 

Изучение фигуры Земли неразрывно связано с исследованием: ее грави­
тационного поля, характеризуемого потенциалом силы тяжести. Следовательно, 
дальнейшей задачей должно быть рассмотрение вопроса об определении по­
тенциала силы тяжести на основании непосредственных измерений, результаты 

которых зависят от фигуры Земли и ее внешнего гравитационного поля. 
Однако непосредственное вычисление значения потенциала по одной из 

ранее приведенных формул встречает в настоящее время прю(тически непре­
одолимые препятствия. Для пояснения этого возьмем одно из выражений 
потенциала 

vV = f s (5 dт + ~2 (х2 + у2). 
r ~ 

( 60, 1) 

Второй член этого выражения, представляющий потенциал центробежной 
силы, мал по сравнению с первым членом и может быть определен без затрудне­
ний, т;ш как угловая скорость вращения Земли {J) хорошо известна из астро­
номических наблюдений, а координаты х и у следует считать заданными. Но 
для вычисления первого интеграла, представляющего собой V - потенциал 
притяжения Земли, мы не располагаем всеми необходимыми данными. Дей­
ствительно, для вычисления его нам необходимо знать плотность о в каждой 
точке Земли. 

Этими данными мы не располагаем, а потому практически использовать 
выражение (60.1) как рабочую формулу для вычислений невозможно. 

Практически целесообразно применить следующий путь для вычисления 
потенциала W. 

Выделим: из потенциала W некоторую <шравильную>> часть, которая по 
воюrожности была бы близка к W и могла бы быть вычислена достаточно просто. 
Эта часть, выделяемая из потенциала W, получила название н о р м а л ь н о г о 
п о т е н ц и а л а. Иначе говоря, н о р м а л ь н ы м п о т е н ц и а л о м 
называют вспомогательный потенциал силы тяжести, по возможности близr-шй 
по сnоему значению к реальному потенциалу и просто вычисляемый. 

Обозначим нормальный потенциал через U. Если он может быть вычислен, 
причем достаточно просто, то задача определения реального потенциала W 
будет сводиться к определению разности реального и нормального потенциалов; 
эту разность принято называть возмущающим потенциалом: и обозначать 
буквой Т. 

Таким: образом 
W=U+T. (60.2) 

Нормальный потенциал может быть выбран различно. Проще за нормаль­
ный потенциал принять потенциал шара, имея в виду, что фигура Земли с не­
которой степенью приближения может быть принята 3а шар. Тогда для нор­
мального потенциала мы получили бы 

[т _ f М + w
2 

( 2 + 2) - R 2 Х у • (60.3) 
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При таком: выборе нормального потенциаJiа для его вычисления потре­
бовалось бы определение :массы Земли и ее среднего радиуса. 

Однако в этом случае вычисление возмущающего потенциала Т оказалось 
бы чрезвычайно сложным, так как разности W - U = Т оказались бы вели­
чинами первого порядка малости, т. е. порядка сжатия Земли. :Как показано 
выше ( § 58), при существующей точности полевых измерений для вычисления 
возмущающего потенциала необходимо было бы удержать члены с Т 2 • 

Поэтому з а н о р м а л ь н ы й п о т е н ц и а л ц е л е с о о б р а з н о 
п р и н я т ь п о т е н ц и а л э л л и n с о и д а в р а щ е н и я, и м е ю щ е­

го масс у, равную массе З е :м: ли и в р а щ а ю щ его с я с той 
ж е у г л о в о й с к о р о с т ь ю, ч т о и р е а л ь н а я З е м л я. Тогда 
возмущающий потенциал Т = W - U будет уже величиной второго порядка 

малости ( ; ~ 2 .10- 5), поэтому члены порядка Т2 могут уже не учитываться. 
Возможность определения нормального потенциала вытекает из теоремы 

Стокса, доказанной в 1849 г. Эта теорема формулируется следующим образом:: 
если известны внешняя уровенная поверхность 

S п о т е н ц и а л а с и л ы тяж е ст и, :м: а с с а т е л а М и у г л о в а я 
с к о р о с т ь в р а щ е н и я е г о ю в о к р у г н е и з м е н н о й о с и, 
то п о т е н ц и а л с и л ы т я ж е с т и, к а к и е г о п р о и з в о д н ы е, 

о п р е д е л я ю т с я о дн о з н а ч н о, к а к н а с а м о й п о в е р х­
н о с т и S, т а к и в о в с е м в н е ш н е м п р о r. т р а н с т в е н е з а­
в и с им о от распределения плотностей и масс внутри 
поверхности S. 

Теорема Стокса устанавливает принципиальную возможность опреде­
ления потенциала силы тяжести, если известна форма внешней уровенной 
поверхности и общая масса тела, без привлечения каких-либо гипотез о его 
внутреннем строении. Определение потенциала по этим условиям составляет 
так называемую проблему или задачу Стокса. 

Поскольку потенциал центробежной силы определяется формулой 

Q = ~2 (х2+ у2), 

то проблема Стокса сводится к определению потенциала силы притяжения V. 
Достаточные и необходимые условия для определения потенциальной функции 
V вытекают из общих свойств потенциала притяжения, а именно: 

1) оператор Лапласа Л 2 V во внешнем пространстве равен нулю; 
2) функция V должна быть непрерывной и конечной и иметь непрерывные 

и конечные первые производные; 

3) на большом: расстоянии r от произвольной точки тела 

JimrV =fM (6.04) 
r-oo 

и, кроме того, на поверхности S, как уровенной, должно быть 

(()2 

V = пост. --2- (х2 + у2 ). (60.5) 

Задача Стокса неразрешима в нопечном виде для произвольной поверхности 
S, однако для простейших поверхностей, как сфера, эллипсоид, она решена 
строго и в замкнутой форме. 
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Нас интересует эллипсоид вращения, поскольку выше был сделан вывод, 
что именно эллипсоид целесообразно принять за тело, для которого следует 
вычислять нормальный потенциал. 

Итак, если принять поверхность эллипсоида вращения 

х2+у2 z2 

а2 -+Ь2= 1 

за нормальную уровенную поверхность, то, не приводя довольно громоздкого 

вывода, напишем в окончательном виде точное выражение нормальной силы 

тюнести для точек поверхности такого эллипсоида 

ave cos2 В+ Ьур sin2 В 
1' = . ' в Va2cos2в+ь2sin2в 

(60.6) 

rде "(в, 'Уе, "'lP - значения нормальной силы тяжести для точек с широтой В, 
на экваторе и на полюсе соответственно. 

Формула (60.6) была выведена в 1929 г. итальянским геодезистом Со­
мильяна. 

Если по-прежнему обозначить: 

~= yp-Ve, 
Ve 

а-Ь 
CG=--, 

а 

(60. 7) 

(60.8) 

то после внесения их в формулу (60.6) и разложения знаменателя по биному 
Ньютона и простых преобразований получим с удержанием членов первого 
порядка сжатия 

у в = у е ( 1 + ~ sin 2 В), (60.9) 
т. е. формулу Клеро. 

-Удерживая члены второго порядка относительно а, находим 

Ув = У е (1 13 sin2 В-~1 sin2 2В), (60.10) 

т. е. формулу (59.36), приведенную в § 59 без вывода. 
В формуле (60.10) 

(60.11) 

Напишем без вывода выражения для других параметров уровенного эл­
липсоида. 

Потенциал силы тяжести U на уровенном эллипсоиде 

( 1 2 1 2 8 3 ) + 11 2 2 (1 24 236 2 ) U о= У еа - 3 а - 5 а - 105 а - · · · 6 w а - па - 2695 а - · · · · 
(60.12) 

Масса М уровенного эллипсоида 

М = а2ь (2w2 + 2 ..1!...+.1!!_) • 
3/ · а Ь 

(60.13) 

Отметим еще одно существенное обстоятельство. Если взять семейство 
уровенных поверхностей нормального потенциала U = С, где С - различные 
значения постоянных, то только уровенная поверхность U = U O будет эл-
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лиnсоидом вращения. Все другие уровенные поверхности. не будут эллип­
соидами. Их иногда называют с ф е р о п а м и. 

-У ровенный эллипсоид нормального потенциала будет определен, если 
известны четыре его параметра, за которые обычно принимают а, а, "Je, ro. 
Прочие его параметры могут быть определены по формулам: (60.13), (60.6) 
и (60.7). 

Возвратимся к вопросу о выборе уровенного эллипсоида нормального 
потенциала. Практически, для решения конкретных задач высшей геодезии 
за таковой удобно принять референц-эллипсоид; сила тяжести на экваторе 
должна быть установлена на основе имеющихся ее измерений; ro - угловая 
скорость вращения Земли точно определена из астрономических измерений. 

Такой выбор уровенного эллипсоида выгоден тем, что для решения задач 
высшей геодезии и гравиметрии вводится е д и н а я о т с ч е т н а я п о­

верх но ст ь. Тем самым относительно рефпr,енц-эллипсоида будут опре­
деляться геодезическими координатами В, L, Н положение точек земной по­
верхности и потенциал силы тяжести Земли И,; все характеристики гравита­
ционного поля Земли, как на ее поверхности, тан. и вне ее, получаемые в функ­
ции потенциала силы тяжести Земли, буJrут в единой системе. 

Теперь проведем следующие рассуждt~ния. 
Допустим, что действительная поверхнuетъ Земли уровенная и совпадает 

с уровенным эллипсоидом нормального потенциала силы тяжести; иначе говоря, 

допустим, что W O = U O и возмущающий потенциал Т = О. В этом случае 
во всех точках такой «Земли» направление вектора действительной силы тя­
жести, определяемое астрономическими координатами, совпадало бы с напра­
влением силовых линий нормального гравитационного поля, определяемых 
на эллипсоиде геодезическими координатами В, L, т. е. получилось бы, что 
q> = В µ л = L. Тогда уклонения отвесных линий, как углы между направле­
ниями векторов действительного и нормального направлений силы тяжести, 
были бы равны нулю. При условии равенства нормального и реального по­
тенциалов измеренные значения силы тяжести g во всех точках~Земли равнялись 
бы нормальным: у, т. е. вычисленным: по нормальной формуле силы тяжести. 
В этом: случае высоты точек Земли Н также везде были бы равны нулю. 

В действительности описанной картины по результатам измерений не 
наблюдается. Сопоставление астрономических и геодезических координат даже 
при самой хорошей ориентировке референц-эллиnсоида выявляет уклонения 
отвесных линий, по величине значительно превосходящие ошибки астрономи­
ческих и геодезических измерений. Измеренные значения силы тяжести g 
не совпадают с нормальными у на величины, во много раз превосходящие 

ошибки гравиметрических наблюдений. Эти расхождения g - у называются 
а н о м а л и я м и с и л ы т я ж е с т и; они, как увидим далее, играют 

важнейшую роль при изучении фигуры Земли наравне с результатами геоде­
зических и астрономических измерений. Теперь нетрудно сделать вывод, что 
получающиеся расхождения в астрономических и геодезических координатах, 

расхождения в измеренных и нормальных значениях силы тяжести являются 

результатом: неравенства действительного и нормального потенциалов силы 
тяжести Земли, т. е. действия в о з м: у щ а ю щ его n от е н ц и ал а Т. 

Однако возмущающий потенциал Т непосредственному измерению не 
поддается. Поэтому естественно поставить задачу - по уклонениям отвесных 
линий или по аномалиям силы тяжести, как опытным данным:, определить 
возмущающий потенциал Земли Т и затем: получить действительный потенциал 
W силы тяжести Земли. Зная W, можно далее на основе теоретических зави-
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сим остей определять различные характеристики и величины действительного 
гравитационного поля Земли, необходимые для теории и практики, как, на­
пример, определение геодезических высот точек поверхности Земли, вычисление 
поправок в астрономические координаты за влияние уклонений отвесной линии 

в любой точке земной поверхности, определение влияния силы тяжести на 
Земле при расчете полетов ракет и искусственных спутников Земли и др. 

Возникает вопрос, чему отдать предпочтение: уклонен и ям от вес­
н о й JI и н и и и л и а н о м а л и я м с и л ы т я ж е с т и. Теоретически 
:аномалия силы тяжести Лg и уrшонения отвесной линии ( ~' 11) пригодны для 
,определения возмущающего потенциала Т. Но практически следует отдать 
предпочтение аномалиям силы тяжести по следующим соображениям: 

1. Уклонения отвесной линии с необходимой точностью определяются 
из сопоставления результатов геодезических и астрономических наблюдений, 
которые требуют на каждом пункте во много раз больше времени и труда, 
чем гравиметрические измерения. Определение на какой-либо территории 
уклонений отвесных линий с заданной частотой потребовало бы в десятки раз 
больше труда, средств и времени, чем вывод аномалий силы тяжести из грави­
метрических наблюдений. 

2. Гравиметрические наблюдения могут производиться не только на суше, 
но и на море. Это преимущество имеет большое принципиальное значение, 
так как теоретические предпосылки требуют, чтобы измерения производились 
на всей поверхности Земли. Уклонения же отвесных линий 
при существующих методах и: средствах измерений могут быть выведены на 

3 u u 

суше, т. е. только примерно на 8 всеи земнои поверхности. 

Таким образом, приходим к заключению, что для определения возму­
щающего потенци:аJfа следует использовать аномалии: силы тяжести, для по­

лучения которой необходима гравиметрическая съемка. 
Следовательно, дальнейшей целью должно быть установление зависи­

мостей, существующих между возмущающим: потенциалом Т и аномалиями 
силы тяжести. Так как задача высшей геодезии - изучение действительной 
фигуры Земли:, то далее должны быть установлены зависимости между вели­
чинами:, характеризующими форму Земли, и возмущающим потенциалом. 
Отметим, что такими величинами являются расстояния точек земной поверх­
ности и уклонения отвесной линии относительно принятого референц-эллип­
соида. Имея в виду указанный общий путь - определение возмущающего 
потенциала Т по аномалиям силы тяжести, а по Т - высот точек Земли и укло­
нений отвесной линии, имеется возможность непосредственного выражения 

:последних величин через аномалии силы тю-кести. 

§ 61. Аномаш1и: сш1ы тяжести 

Так как аномалии силы тяжести служат исходными данными для опреде­

ления возмущающего потенциала Земли, остановимся подробнее на вычисле­
ниях аномалий силы тяжести. Выше аномалия силы тяжести была определена 
как разность между измеренным и нормальным значениями силы тяжести, 

т. е. Лg = g - у. Разумеется, при этом считалось, что обе величины g и "1 
относятся к одной точке. В действительности нормальное значение силы тя­
жести: "1 относится к точке М O уровенного эллипсоида, а измеренное g- I{ точ1{е 
М, расположенной на земной поверхности на расстоянии: Нм по нормали 
к эллипсоиду, представляющей собой геодезическую высоту точки: М. При 
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этом положение точки М O (рис. 114) на эллипсоиде определяется известными 
·rеодезическими координатами В, L. 
. Естественно потребовать приведения обоих значений силы тяжести к ка­
кой-либо одной точке. Очевидно, для этой цели нам необходимо было бы в пер­
вую очередь знать геодезическую высоту Нм точки М. 

Для высоты Н некоторой точки М ранее была получена общая формула 
(58.19) 

н Wo-Wм 
м = - , (61.1) 

g 

где разность 

определяется из нивелирования, а g - некоторое значение силы тяжести, 

которое может, как увидим в § 72, выбираться различно. 
Вычислим: для точки М высоту по формуле 

Hv - Wo-Wм 
м-- 'У: ' (61.2) 

rде под '\'~ будем понимать среднее нормальное значение силы тяжести для 
отрезка ММ 0 , которое можно вычислить точно; иначе говоря, положим в фор-

муле (61.2) g = '\'~. Заметим, что высоты нv, вычисляемые по формуле (61.2), 
называются нормальными. 

Подробнее о системах высот будет сказано в § 72; здесь ограничимся 
изложением сведений, необходимых для освещения вопроса о выводе аномалий 
· силы тяжести. 

Если вычисленную по (61.2) высоту Ht отло­
жить вверх от уровенного эллипсоида (см. рис. 114), 
то получим некоторую точку N, близкую к точке .д1; 
на основании опытных данных r установлено, что ~ 
для Земли различие высот Нм и H'k, т. е. отрезок 
MN, нигде не превышает 150 м; иначе говоря, раз­
личие в высотах точек М и N Г становится прибли­
зительно на порядок меньше, чем геодезическая 

высота точки М, которая может достигать сотен и 
тысяч метров. Если вычислить нормальную силу тя-

м 

Но 

Рис. 114 

жести 'YN для точки N и использовать ее для вычисления аномалий силы тя­
. щести, то последние, определяемые как g - Ys, также будут на порядок 
меньше, чем g - у 0 • Это обстоятельство будет иметь весьма существенное 
значение для упрощения ряда последующих теоретических выводов. 

Итак, для следующего положим, что аномалии силы тяжести вычисляют 
по формуле 

Лg=gм -yN' 

rде gм можно рассматривать как 

YN = Уо +(YN-Yo)· 

(61.3) 

(6'1.4) 

Величину Лg = gм - YN называют смешанной аномалией с илы 
. , тяжести, имея в виду, что g и у относятся к разным точкам пространства. 

'.Г' 2с9 ~ 1) 

... 

А
.~· 

. 
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Поправку (YN-'Yo) обычно называют редукцией с илы тяжести 
в с в об одном в о з духе, поэтому величина Лg также называется 
аномалией силы тяжести с редукцией в свободном 
в о з духе или просто аномалией с илы тяжести в с в об од­
н о м в о з д у х е. 

Если нормальную силу тяжести вычислить для точки М, то разность 
gм - ум принято называть ч и с т о й а н о м а л и е й с и л ы т я ж е с т и; 
однако чистая аномалия силы тяжести в настоящее время в высшей геодезии 
не используется. 

Теперь получим формулу для вычисления редукции силы тяжести в сво­
бодном воздухе. Задача заключается в определении изменения силы тяжести 
при переходе из точки М O в точку N на расстояние по нормали, равное н-v. 
Применяя строку Тейлора, можем написать 

(61.5) 

д-v 
Частная производная дп называется в е р т и к а л ь н ы м r р а д и е н-

т о м с и л ы т я ж е с т и. 

Высота НУ по сравнению с радиусом Земли - величина второго порядка 
малости, поэтому в ряде Тейлора удержан только первый поправочный член. 

д При вычислении а~ ограничимся членами только первого порядка, т. е. примем 

Землю за шар; тогда ошибка произведения ;~ Н• будет величиной третьего 
порядка малости, которой можно пренебречь. 

В этом случае, положив 

получим 

ду ду 2/М 2у 
дп - дR - - RЗ - - R • (61.6) 

Следовательно, окончательно 

(61.7) 

Подставив в ( 61. 7) числовые значения среднего значения силы тяжести 
и среднего радиуса Земли, получим формулу для вычислений 

"yN= "у 0 -0,3086Н" м~л • (61.8) 

Таким образом, рабочая формула для вычисления смешанной аномалии 
силы тяжести примет вид 

Лg=gм-YN= gм-(у0 -О,ЗО86Н'). (61.9) 

Аномалии силы тяжести характеризуют отступления действительного 
потенциала Земли от нормального. Эти аномалии дают также указания о рас­
пределении масс внутри Земли, но не определяют последние; теоретически 
можно допустить множество вариантов распределения масс, при которых 

аномалии на всей поверхности Земли будут иметь одно и то же значение. 
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~ Положительные аномалии силы тяжести, т. е. когда g > у, соответствуют 
избытку притягивающихся масс в исследуемом районе; наоборот, отрицатель­
ные аномалии силы тяжести соответствуют недостатку этих масс. Положитель­
ные аномалии силы тяжести соответствуют, вообще говоря, возвышениям 
геоида, а отрицательные аномалии - его понижениям. Но это соответствие 
справедливо только приблизительно и в общем: рельеф геоида зависит от ано­
малий силы тяжести на всей поверхности Земли. 

Значения аномалий, как правило, даются в специальных каталогах, там 
же приводятся значения силы тяжести. Для практических целей значительно 
удобнее пользоваться картами изоаномал. Эти карты составляют следующим 
образом: строят географическую сетку, затем по координатам наносят точки, 
на которых исполнены измерения силы тяжести и для которых вычислены 

аномалии. Путем интерполяции по нанесенным точкам строят кривые, соеди­
няющие точки с одинаковыми значениями аномалий; эти кривые и называются 
и з о а н о м а л а м и. Наличие ка рт изо аномал обеспечивает возможность 
удобного использования результатов гравиметрической съемки в различ­
ных целях. Ra рты составляют на картографической основе в различных мас­
штабах. 

При специальном использовании результатов гравиметрических измерений 
' (разведка ископаемых, изучение внутреннего строения Земли) возникает 

необходимость учета поправок за притяжение топографического рельефа 
земной поверхности. 

Аномалии силы тяжести зависят от влияния наружных топографических 
масс, расположенных выше уровня океанов, и от действия аномальных масс, 
находящихся внутри Земли. Разделение влияния этих двух причин в указанных 
целях приобретает существенное значение. Аномалии силы тяжести, из ко­
торых исключено влияние притяжения внешних форм рельефа, будут зависеть 
только от действия аномальных масс, расположенных внутри Земли. Знание 
таких аномалий весьма полезно и ценно для выявления плотностей различных 
слоев и частей земной коры и позволяет в сочетании с геологическими и геофи­
зическими данными с большим успехом выявлять различные полезные иско­
паемые. 

Топографические редукции подразделяются на следующие: 
, а) полные топографические редукции, когда учитывают влияние топогра­

фических масс всей Земли; 
б) неполные топографические редукции, когда учитывается влияние 

топографических масс в некоторой области, обычно в радиусе порядка 100 км; 
в) редукции за промежуточный слой, когда притяжение топографических 

масс заменяется притяжением бесконечной пластины, толщина которой равна 
высоте пункта. 

При вычислении первых двух редукций учитывается сферичность Земли; 
при вычислении поправок за промежуточный слой поверхность Земли при­
нимается за плоскость. 

Топографические редукции представляют собой поправки за влияние 
притягивающих масс Земли, расположенных между уровнем моря и физи-
1lеской земной поверхностью. Следовательно, в результате введения топографи-
11,еских редукций получаются значения силы тяжести, освобожденные от влия­
ния указанных топографических масс в учитываемой области. 

Rроме топографических редукций, существуют еще редукции или по­
п Р а в к и з а р е л ь е ф. Поправки за рельеф выражают влияние топогра­
Фичесних масс, расположенных выше уровня данной точки, и недостатков 

271 



масс, расположенных ниже этого уровня (впадины). В результате введения 
поправки за рельеф получается значение силы тяжести, которое было бы в дан­
ной точке, если бы поверхность Земли в рассматриваемой ее области была 
rоризонтальной (на уровне данной точки). Нетрудно видеть, что поправка за 
рельеф равна разности топографической редукции и редукции за промежуточ­
ный слой. Во всех случаях поправки за рельеф положительны. 

Из опытных данных установлено, что аномалии силы тяжести с редукцией 
в свободном воздухе в сильной степени зависят от влияния топографического 
рельефа окруж~ющей земной поверхности. Поэтому, когда возникает необхо­
димость интерполирования аномалии силы тяжести, то интерполированное 

значение силы тяжести для точек, расположенных между гравиметрическими 

пунктами, получается точнее, если из аномалий силы тяжести предварительно 
исключить возмущающий эффект притяжения масс, расположенных между 
уровнем океана и физической земной поверхностью. 

Принципиально вывод формул для вычисления топографических редукций 
весьма простой. Он заключается в определении влияния на аномалию притя­
жения элементарной массы, расположенной на текущем расстоянии r, и ин­
тегрировании этого влияния по объему в пределах взятой области. 

Из топографических редукций наиболее часто вводится реду1щия за про­
межуточный слой, которая входит основным слагаемым во все виды топографи­
ческих редукций. Эта редукция получила название редукции Буге. Не приводя 
вывода формул для вычисления этой редукции, напишем ее в окончательном 
виде 

Лg т = 2:rtf8H ( 1 - ~ ) . 

где Н - высота данного гравиметрического пункта, 
а - радиус учитываемой области притяжения, 
б - плотность поверхностных пород, принимаемая постоянной. 

(61.10) 

Плотность б обычно известна с ошибкой 10% и более; поэтому, если :а < 
·1.1 < 

20
, вторым членом формулы (61.10) можно пренебречь. Тогда 

Лg т = 2:л:fоН. (61.11) 

Последняя формула и представляет собой влияние притяжения плоского 
слоя толщины Н и бесконечного простирания. 

Если Землю принять за шар, то приближенно 

_ f М _ f 4 ~ RЗ _ 4 ~ R 
"? - R 2 - R 2 3 :rtuo - 3 :rt/uo ' 

Зу 
откуда 2л/ = 2Rбо . 

Полагая R = 6371 км, у = 980 гл и б 0 = 5,52 (средняя плотность Земли), 
получаем 

Лg т = -·О,0418оН. (61.12) 

Плотность б верхних пород колеблется, как правило, от 2,5 до 2,8; если 
возьмем б = 2,6, то О,0418б = 0,109; таким образом, редукция за притяжение 
промежуточного слоя составляет приблизительно одну треть от редукции 
в свободном воздухе. 

Результаты вычислений по формулам (61.10) и (61.12) всегда будут при­
ближенными, поскольку точно не известна плотность б верхних слоев Земли. 
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При необходимости повысить точность вычисления рассматриваемой· 
редукции, а также в горных районах со значительными колебаниями высот 
область, окружающую гравиметрический пункт, разбивают на ячейки. Поль­
зуясь топографическими картами, определяют среднюю высоту каждой ячейки 
и вычисляют ее влияние на аномалию силы тяжести. Суммарное значение влия­
ний всех ячеек, разбитых в районе выбранного радиуса, и будет искомой не­
полной топографической редукцией. 

В настоящее время для чисто геодезических целей используются только 
аномалии с редукцией в свободном воздухе, вычисляемые по формулам (61.9). 

§ 62. Возмущающий потенциал 

Напишем действительный и нормальный потенциалы: 

(62.1 ), 

В выражениях для W и U взято одинаковое значение потенциала центро­
бежной силы Q, поскольку мы условились ранее, что уровенный эллипсоид· 
имеет такую же угловую скорость ro, как и действительная Земля. Различия 
в значениях Q вследствие несовпадения осей вращения Земли и уровенного 
эллипсоида при соответствующем его выборе весьма малы. В случае необхо­
димости эти различия могут быть учтены путем введения поправки в нормаль­
ную силу тяжести. Таким образом, для воз-

им= Wм-Тм мущающего потенциала Т будем иметь М 

T=W-U=V-V3
• (62.2) 

Возмущающий потенциал Т, как раз­
ность потенциалов притяжения, обладает 
всеми свойствами потенциала притяжения, пе­
·речисленными в § 55. 

1. Возмущающий потенциал вне поверх­
ности Земли является гармонической функ­
цией, т. е. он во внешнем пространстве должен 
Лапласа 

--

М0 U=U0 =W0 

Рис. 115 

удовлетворять уравнению 

(62.3) 

2. Возмущающий потенциал является функцией, регулярной на беско­
нечности, т. е. для него должно выполняться условие 

lim Т= О. (62.4) 
Г-+-00 

Для определения Т на поверхности Земли S необходимо к написанному 
уравнению Лапласа и условию на бесконечности присоединить дополнительное­
условие на поверхности S, связывающее Т с известными результатами непосред­
ственных измерений, выполненных на земной поверхности. Rак было уста­
новлено выше, для этого наибп.ттРе целесообразно использовать результаты 
гравиметрических определений в виде аномалий силы тяжести. 
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Итак, примем, что известны для всей поверхности Земли смешанные ано­
малии силы тяжести 

Лg=gм-"?N' (62.5) 

причем g отнесено к точке М (рис. 115) земной поверхности с координатами 
В, L, Н, а у - к точке сферопа с координатами В, L, Hv (g отнесено к точке М, 
а у - к точке N). Иначе говоря, будем считать, что на всей поверхности Земли 
выполнены измерения силы тяжести и нивелирование, необходимое для вы-

числения НV = 'У~ S gdh. 
Далее положим, что уровенный эллипсоид нормального поля Земли уста­

новлен, т. е. будем считать его потенциал U O известным, причем U O = W 0 • 

Нетрудно понять, почему необходимы измерения на всей поверхности Земли: 
возмущающий потенциал зависит от аномального поля всей Земли, а не в _от­
дельной точке или какой-либо области вблизи этой точки. 

Искомое дополнительное условие на поверхности или, как его называют, 
гран и ч но е ил и крае в о е у слов и е, определится из следующих 

,соображений. 
Если 

Wм=Uм+Тм, 
~о 

( дW ) ( дИ ) ( дТ ) дп м= дп м+ а;- м' (62.6) 

где п - направление нормали к уровенному эллипсоиду, которое при вычисле­

нии силы тяжести можно не различать от направления вектора тяжести g. 
Действительно, если вместо направления нормали п взять направление 

,силы тяжести g или наоборот, то будет допущена ошибка порядка 

g- g cos (gn) = g (1;;)
2 

• 

Если положить (gn) = 1 ', то относительная ошибка в g будет меньше 
1 

20 000000. 
С учетом последнего обстоятельства 

( ~: )м= -gм и ( ~~ )м= -"?м· 
Поэтому (62.6) примет вид 

дТ 
gм="?м-ап· 

Обозначим разность высот точек М и N через ~' тогда 

ду 

"?м="?N+ дп ~. 

Согласно (61.6), 

(62.7) 

(62.8) 

(62. 9) 

(62.10) 

В этом ,случае поправка ~~ ~ будет получена с ошибкой третьего порядка 
малости, так как ~ - величина второго порядка малости, а вычисленное зна­
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чение av при допущении, что Земля - шар, ошибочно на величину первого. 
дп 

порядка. 

Принимая во внимание (62.9) и (62.10), для (62.8) получаем 

2v ат 
gм =- YN- R ~ - ~· (62.11)1 

Теперь выразим отрезок М N = ~ - высотуJ точки в функции возмуща,,. 
ющеrо потенциала. Проведем через N и М уровенные поверхности нормального. 
поля U N и U м. На основании общей формулы (58.17) напишем 

но 

и 

UN-UM 
~= у • 

Положение точки N определяется из условия 

W0 -Иi'м= U0 -UNt 

Uм= Wм-Tм=W0-S gdh-Tм. 
Тогда для ~ в (62.12) получим 

Если U O = W 0 , то 

~ = ..!_ [U 0 -Wo+ Тм]. 
у 

~= ~. 

Формулу (62.14) называют ф о р м у л о й Б р у ·н с а. 
На основании (62.11) и, принимая во внимание, что 

у~=Т, 

(62.12), 

(62.14) 

получаем для (62.5) окончательно 
2Т дТ 

Лg=gм-YN= -т -ап· (62.15) 

Выражение (62.15) и представляет собой искомое краевое условие. 
'JT 

Первый член, стоящий в правой части уравнения (62.15), - ~ , учиты-

вает различие в положении точек, для которых вычислено gм и у1,,; он выра­
жает изменение силы тяжести при переходе от одной поверхности к другой. 

Его называют членом Брунса. Второй член ~~ представля1;:;т силу, развиваемую 
возмущающим потенциалом. Оба члена являются величинами одного порядка. 

Заметим, что член Брунса меняется более плавно, чем второй член~~. 
Теперь определение возмущающего потенциала сводится к нахождению 

функции Т, которая была бы вне S гармонической функцией координат, на 
бесконечности была бы регулярна и удовлетворяла бы на поверхности S усло­
вию (62.15), т. е. 
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Это будет так называемая третья внешняя краевая задача теории 
,потенциала. 

Полное решение этой задачи для поверхности Земли, данное Молоден­
,еким [36], достаточно сложно. 'Укажем лишь общий путь ее решения и прибли­
женный результат, достаточный для последующих рассуждэний и выводов. 

Поскольку возмущающий потенциал Т обладает всеми свойствами по­
тенциала притяжения, то его можно представить в виде потенциала притяже­

ния некоторого фиктивного материального слоя плотности ер, распределенного 
на :земной поверхности S (рис. 116). Элементарная масса, приходящаяся на 
элемент поверхности dS, будет epdS. В точке А вне S эта масса создает эле­
ментарный потенциал 

(62.16) 

.а потенциал Т от всей массы слоя выразится 

(62.17) 

где r - расстояние от исследуемой точки до элемента поверхности dS. 
Представленный в таком виде возмущающий потенциал будет вне масс 

,гармонической и регулярной на бесконечности функцией, т. е. он удовлетворит 
условиям Л 2 Т = О и lim Т = О. Но, определив по (62.17) возмущающий 

Г-+ОО 

потенциал 1 мы ввели неизвестную вспомогательную функцию ер. Таким обра-
зом, теперь вместо Т необходимо определять ер. 

y;dS 

Рис. 116 

А 
р 

Рис. 117 

ДJ1я .этой цели воспользуемся условием (62.15), которому должен под­
чиняться возмущающий потенциал Т на поверхности S. 

Подставляя (62.17) в (62.15), получаем 

__ 2 \ ср cl S д s ер dS 
gм-YN--R J--r-- дН -r-, (62.18) 

s 

где Н - направление вертикали на Земле. 
В качестве поверхности S в последнем выражении принимается близкая 

поверхность S 1 , для которой высоты точек равны Н "'' тоqно получаемые из 
измерений (из нивелирования). Измеренные на всей поверхности Земли ано­
малии (gм - "rN) также можем считать отнесенными к этой поверхности S 1· 
Поэтому в уравнении (62.18), если S заменить через S 1 , остается одно неиз-
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Еестное - плотность слоя (р. Не приводя подробностей дифференцирования 
(62.18) и опусн.ая сложные преобразования, напишем окончательный результат 

2лq:; cos (п, Н) = (g-y) +-23 r. ер dS1 + _21 r ер (нV--;нJ) dS1, pJ r 'pJ r 
S1 81 

тде (п, Н) - угол между нормалями к поверхности S 1 и эллипсоиду; 

{HV - HJ) - разность нормальных высот точек поверхности S 1 . 

(62.19) 

Это основное интегральное уравнение, решающее задачу определения 
:плотности (J) введенного фиктивного слоя. 

Полученное уравнение (62.19) для равнинных районов может быть упро-
. щено. В этих районах можно положить нv - HJ = О при r ~ О; влияние 
-отдаленных горных районов, где (НУ - H'g) достигают значительной величины, 
будет также мало вследствие того, что это влияние определится выражениями 

нv-нv 
. · 

0 при большом значении: знаменателей. Следовательно, для равнинных 

·районов второй интеграл в уравнении (62.19) может не приниматься во внима­
ние; можно также принять cos (п,' Н) = 1. 

Но если принять нv - HJ = О, то поверхность S 1 обратится в сферу 
радиуса R. Обозначая эту ~сферу через О', получаем 

1 3 r ер da 
2щр=(g-'\')тw J-r-· (62.20) 

о 

Решая интегральное уравнение (62.20), получаем выражение для ер. После 
-подстановки его в (62.17), т. е. 

-найдем решение этой задачи, данное Стоксом, 

Та= 4:R s ЛgS (');) da, (62.21) 
(J 

:тде dcr - элемент поверхности сферы cr; 
'Ф - сферическое расстояние от данной точки А до текущей точки М 

элемента dcr (рис. 117); 
S ('Ф) - функция Стокса, определяемая выражением 

S ('ф) = cosec 1 - 6 sin ! + 1-5 cos ');-3 cos -фln ( sin ! +sin2 ! ) ; (62.22) 

R - радиус сферы cr, т. е. радиус земного шара, который следует положить 
пэавным среднему радиусу Земли 

В =}1 а2Ь. 

Элемент поверхности dcr можно выразить так: 

da = R 2 sin 'ф d'ф dA . (62.23) 
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то 

или 

Тогда выражение (62.21) для Т примет вид 
Л 2Л 

Т = :п ~ ~ ЛgS ('Ф) sin 'Ф d'\j, dA. 
о о 

Зная Т, легко находим выражение для аномалии высоты. 
Действительно, так как, согласно (62.14), 

,=_!_, 

' '1 r 
~ = 4nyR J ЛgS ('Ф) da 

()" 

n 2n 

~ = f:iv S ~ ЛgS ('Ф) sin 'Ф d'\j, dA. 
о о 

(62.24) 

(62.25) 

(62.26} 

Rак показали исследования, ошибка в ~' вызванная заменой поверхности 
Земли S 1 сферой а в равнинных районах, - величина третьего порядка :ма­
лости, т. е. пренебрегаемая величина. 

Для вычисления возмущающего потенциала Т и на его основе величин 
~' ~ и 1"\ для горных районов необходимо исходить из полной формулы (62.19). 
Более точная, чем (62.24), и в то же время сравнительно простая формула 
для Т, учитывающая рельеф Земли, полученная на основе (62.19), может быть 
написана так: 

:n: 2Л 

Т= :п ~ ~ (Лg+бg)S('\j,)sin'\j,d'\j,dA, (62.27) 
о о 

где бg приближенно равно [7, стр. 100, формулы (V.44)] 

'1 нv-нv 
f.g ,...___, 2л s Лg rз о da. ((52.28) 

а 

Выражение (62.27) - упрощенная формула Молоденс:коrо первого при­
ближения. 



1 :1; 

Глава Х 

УКЛОНЕНИЯ 

ОТВЕСНЫХ ЛИНИЙ 

§ 63. Общие сведения 

-Уклонение отвесной линии в первом приближении можно определить 
как уг<ш между направлением нормали к поверхности эллипсоида и направле­

нием отвесной линии в исследуемой точке ( точное определение этого понятия 
дано в § 65. 

Уточним это понятие. 
Если уклонение отвесной линии определяется как угол между нормалью 

к поверхности о б щ е г о з е м н о г о э л л и п с о и д а и направлением 
<>твесной линии, то оно называется а б с о л ю т н ы м. 

Если уклонение отвесной линии определяется как угол между нормалью 
к поверхности р е ф е р е н ц - э л л и п с о и д а и направлением · отвесной 
линии, то такое уклонение называют о т н о с и т е л ь н ы м. 

Абсолютное уклонение отвесной линии зависит только от распределения 
масс Земли. Относительное уклонение отвесной линии зависит от распределе­
ния масс Земли и принятых размеров и ориентировки референц-эллипсоида. 
Чем значительнее отступает референц-эллипсоид от общего земного эллип­
соида, тем больше в среднем относительные уклонения отвесных линий. При 
этом влияние отступления референц-эллипсоида от общего земного эллипсоида 
на величину относительных уклонений отвесных линий будет носить система­
тический характер и, как правило, проявляться тем заметнее, чем обширнее 
область земной поверхности, к которой относятся эти уклонения отвесных 
линий. 

Направление отвесной линии определяется на земной поверхности из 
астрономических наблюдений путем вывода астрономических координат q> 
и л. Направление нормали на поверхности референц-эллипсоида определяется 
геодезическими координатами В и L. Отсюда следует, что относительные укло­
нения отвесных линий могут практически определяться из соответствующего 
сопоставления астрономических и геодезических н.оординат. Поэтому отно­
сительные ун.лонения отвесной линии называют тан.же а с т р о н о м о - г е о д е -
з и чес к им и. 

Можно дать и несн.ольн.о иное определение ун.лонения отвесной линии. 
Поскольку направление отвесной линии совпадает с действительным напра-,_ 
влением вектора силы тяжести g, а направление нормали R эллипсоиду может 
определяться нормалью R поверхности уровенного эллипсоида, то уклонение 
отвесной линии можно определить кан. угол между направлениями векторов 
действительного и нормального полей силы тяжести. Если за уровенный эл­
липсоид нормальной силы тяжести взять общий земной эллипсоид, то угол 
(g, у) выразит абсолютное ун.лонение отвесной линии, а если референц-эллип­
соид, то относительное. 

Отметим значение уклонений отвесных линий. 
1. "Уклонения отвесных линий - удобные виды харан.теристик отступле­

ний действительного гравитационного поля Земли от нен.оторого другого, 
называемого нормальным; уклонения отвесных линий таR же, как и высоты 
геоида (или квазигеоида) над референц-эллипсоидом, непосредственно исполь­
зуются для изучения фигуры Земли. 
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2. Используя уклонения отвесных шший, решают :многие редукционные 
задачи высшей геодезии. Это следует из того, что непосредственные измерения 
связаны с отвесной линией, тогда как математическая обработка результатов 
геодезических измерений производится на эллипсоиде, на котором основнr1я 
координатная линия - нормаль к поверхности эллипсоида. Например, го­
ризонтальные углы треугольников триангуляции измеряют двуграннина:ы:и, 

ребрами которых служат отвесные линии, так как вертикальные оси инстру­
ментов устанавливают при помощи уровня, фиксирующего положение уровевной 
поверхности и нормали к ней - отвесной линии. Естественно, что для строгой 
математической обработки результатов измерений на поверхности эллипсоида 
необходимо учитывать несовпадения непосредственно измеренных величин 
с соответствующими геометрическими элементами эллипсоида путем введения 

редукций в измеренные величины. Все эти редукции вычисляются сравнительно 
просто, если известны уклонения отвесных линий. 

3. Через уклонение отвесных линий устанавливается простая связь между 
астрономическими и геодезическими координатами. Это позволяет, зная ук,10-
нения отвесных линий, переходить от астрономических координат <р и л к геоде­
зическим В и L при помощи формул 

В = (f) ~~- Л(р } 

L= л+лл ' (63.1) 

где Л<р и Лл - весьма простые функции слагающих уклонений отвесных 
линий в меридиане и первом вертикале. 

Соотношение (63.1) имеет и другое принципиальное значение: если оба 
слагаемых правой части вывести из измерений, то тем самым можно определить 
две координаты точек поверхности Земли, изучение которой составляет глав­
ную задачу высшей геодезии. 

Возможность перехода от астрономических координат к геодезичесю1l\1 
крайне важна, в частности при использовании астрономических пунктов ЕЮ-. 
опорных, при топографических съемках. 

4. Посредством уклонения отвесных линий осуществляется точный пвреход 
от измеренного астрономического азимута к геодезическому азимуту при 

помощи уравнения Лапласа ( см. § 67). Этим самым, как увидим далее, со­
здается возможность существенного повышения точности астрономо-геодези­

ческих сетей. 
-Уклонение отвесных линий в какой-либо точке определяется как разность 

двух векторных направлений; поэтому оно должно определяться двг,rя 
параметрами - величиной угла, обозначаемого обычно и и называемого пол -
н ы м у к л о н е н и е м о т в е с н о й л и н и и, и азимутом плоскости, 
в которой расположен этот угол, обозначаемый <Э. Однако чаще уклоненпя 
отвесных линий определяются двумя другими величинами: проекцией полного 
уклонения отвесной линии и на плоскости меридиана и первого вертикала 
данной точки. Проекция на плоскость меридиана называется обычно с лаг а -
ю щ е й у к л о н е н и я в м е р и д и а н е и обозначается через s и про­
екция на плоскость первого вертикала - с л а г а ю щ е й у к л о н е н и я 
в п е р в о :м: в е р т и к а л е и обозначается через Т\ • 

Если астрономический зенит отклоняется от геодезического на северо­
восток или, что то же самое, направление вектора действительной силы тяжести 
отклоняется от нормального на юго-запад, то слагающие уклонения. отвеса 

в меридиане и первом вертикале (; и Т\) считаются положительнъгми. 

280 



1 При выполнении геодезических работ влияние уклонений отвесных линий 
в геометрическом смысле может рассматриваться как влияние некоторых 

ошибок систематического характера, подлежащих соответствующему анализу 

и учету. 

Физическая причина, вызьшающая уклонения отвесных линий, - одна, 
и она заключается в отступлении действительного гравитационного поля Земли 
от нормального. С этой точки зрения различные формулы, при помощи которых 
могут быть выражены уклонения отвесных линий, должны давать один и тот 
же результат, если только взята единая отсчетная поверхность тела, создающего 

нормальный потенциал, и выполнены с необходимой полнотой и точностью 
измерения, определяющие реальный потенциал силы тяжести Земли, или 
возмущающий потенциал. Нетрудно установить единую отсчетную поверхность; 
современные средства геодезических измерений позволяют получать резуль­
таты, ошибки которых малы и их влияние для практики в большинстве слу­
чаев пренебрегаемо. Главное, что еще отдаJ1яет нас от единого вполне досто­
верного результата в решении ряда вопросов высшей геодезии различными 
методами, в том числе и задачи определения уклонения отвесной линии, это 
;аезавершенность различных видов геодезических измерений на всей поверх­
ности Земли. Это в первую очередь следует отнести к гравиметрическим опре­
делениям, так KaI{ только они, при современном уровне измерительной техники, 
могли бы быть выполнены на всей земной поверхности, в том: числе и на 
океанах. 

При неравномерности размещения и несвязанности астрономо-геодези­
ческих и гравиметрических работ фиsический (гравиметрический) и геометри­
ческий ( астрономо-геодезический) методы вывода уклонений отвесных линий 
дают не совпадающие между собой результаты. Различия между этими резуль­
татами значительны и почти во всех случаях теории и практики не пренебре­
rаемы. В то же время ни тот, ни другой метод нс имеют такого преимущества, 
чтобы можно было использовать один и отвергнуть другой. Наоборот, ни 
гравиметрический, ни астрономо-геодезический методы, применяемые самосто­
ятельно, по разным причинам непригодны в настоящее время для вывода 

уклонений отвесных линий на всей поверхности Земли или на отдельных ее 
значительных частях. 

Но решение основных задач высшей геодезии потребовало знания уклоне­
ний отвесных линий, вычисляемых однозначно и точно по научно обоснованному 
методу, без существенных дополнительных затрат труда и времени. 

Этим требованиям: удовлетворяет а с т р о н о м о - г р а в и м е т р и ч е -
е к и й м е т о д вывода уклонений отвесных линий, основанный на совме­
стном использовании астрономо-геодезическ:их и гравиметрических :измерений 
и широко использованный в практике геодезических работ в СССР. 

В последующих параграфах будут рассмотрены гравиметрический, астро­
вомо-геодезический и получивший, как указано выше, широкое применение 
астрономо-гравиметрическ:ий метод. 

В заключение заметим, что :использование наблюдений :искусственных 
спутников Земли позволяет :исключить или ослаблять влияние незавершен­
ности наземных геодезических :измерений на всей поверхности Земли, а также 
позволяет связать отдельные геодезические сети, в том числе расположенные 

па разных материках. 
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§ 64. Гравиметрический метод вывода 
уклонений отвесных линий 

-Уклонения отвесных линий и аномалии силы тяжести - следствие не­
совпадения действительного и нормального потенциалов Земли, т. е. функция: 
возмущающего потенциала Т. 

В § 62 найдено выражение возмущающего потенциала через аномалии 
силы тяжести, т. е. 

:rt 2:rt 

Т = :п 5 s ЛgS ('!') sin 'Ф d'Ф dA. (64.1) 
о о 

Наша цель состоит в получении формул, выражающих компоненты укло­
нений отвесных линий в функции аномалий силы тяжести. Очевидно, это будет 
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х достигнуто, если получим выражения составляющих от-

весных линий через возмущающий потенциал Т. Под­
ставив в найденные выражения его значение по (64.1), 
получим искомые формулы уклонений отвесных линий 

,-.--,,f-___,=---_.,.-y через аномалии силы тяжести. 

i 
g 

i 
Рис. 118 

Далее имеем: 

Следуя намеченному пути, получаем сначала выра­
жения для ~ и 'Yl через возмущающий потенциал. 

В исследуемой точне М земной поверхности (рис. 118) 
построим местную систему координат, положив: направ­

ление оси z совпадающим с вектором нормальной силы 
тяжести у; направление оси х - с касательной к мери­
диану на север; направление оси у - на восток. 

Направление вектора действительной силы тя-

жести - отвесной линии обозначим g. 
Из рис. 118 следует, что 

tg~= _Ё._} 
gz 

tg 'У]= - gy 
gz 

(64.2) 

(64.3) 

Но вследствие перпендикулярности вектора у к плоскости Мху получим: 

аи } -=Ух=О 
ах 

аи · 
ау="?у=О 

(64.4) 

Поэтому 

(64.5) 



Имея в виду, что угол (g, у) не превышает 1', можно положить, что g2 = 
= у. Тогда из (64.2) и (64.5) окончательно напишем: 

1 дТ , 

s== -уах J 
1 дТ ' 

1]=-уду 

(64.6) 

Формулы (64.6) легко можно выразить в функции производных 

дТ дТ 

дВ и дL • 

Полагая с достаточной для нас точностью dx и dy как элементы дуг мери­
диана и параллели 

находим: 

dx=RdB, 

dy = R соз В dL, 

1 дТ 

S = - Ry дВ ) 

1 дТ . (64.7) 
1]=- RycosB :дL , 

Формулы (64.6) и (64.7) дают выражения для s и 11 через возмущающий 
потенциал Т. 

Переходя ко второй части вывода, на основании (62.24) найдем производ­
дТ дТ 

ные dB и дL и подставим их в (64. 7). Не приводя подробностей вывода, 

напишем его результат: 

~" = - 2~ sn s ЛgQ cos А dA d,j, 1 

rj" = - 2~ in f ЛgQ sin А dA d,P I' 
о о 

(64.8) 

где 'Ф - по-прежнему сферическое расстояние от исследуемой точки до теку­
щей точки; 

А - азимут направления, по которому взято '\j,; 
Лg - аномалии силы тяжести; 
Q - функция от 'Ф, определяемая выражением 

Q = L cos2 ..!. [cosec _t+ 12sinj_- 32sin2 .!_+ 
2у 2 2 2 2 • 

+ ~ Ч' -12sin2 ! ln (sin ! +sin2 1) J. (64.9) 
1+sшт 

Выражения (64.8) называются формулами Венинг-Мейнеса, по имени rол­
.JJ:андского ученого, давшего их вывод в 1928 г. Величину Q также называют 
·функцией Венинг-Мейнеса. 

При применении формул (64.8) предполагается, что аномалии силы 
тяжести известны для всей поверхности Земли, т. е. что выполнена мировая 
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гравиметрическая съемка. В этом случае был бы возможен вывод общего 
земного эллипсоида, а формулы (64.8) давали бы значения абсолютных 
уклонений отвесной линии. 

Однако в настоящее время гравиметрическая съемка еще не завершена~ 
общий земной эллипсоид не установлен, в разных континентах и отдельных 
государствах приняты различные поверхности относимости - референц-эллиn­
соиды с различающимися параметрами и ориентировкой. Пока еще даже вьшол­
ненные гравиметрические измерения не сконцентрированы и не приведены 

в единую систему. 

Вследствие использования в качестве поверхности относимости референц­
эллипсоида в практических целях необходимо определять о т н о с и т е л ь -
н ы е или а с т р о н о м о - г е о д е з и ч е с к и ·е уклонения отвесных 

линий. 'Учитывая изложенное, полученные в этом параграфе формулы для ~ 
и т1 не решают поставленную задачу. 

Следовательно, чисто гравиметрический метод не может быть применен 
для точного вывода относительных уклонений отвесных линий. 

Если при вычислении составляющих уклонений отвесных линий ограни­
читься интегрированием в пределах зоны определенного радиуса, например 

1000 км ('Ф ~ 9°), то нельзя установить величину допущенной ошибки; она 
будет зависеть от особенностей распределения аномальных масс в данном рай­
оне, густоты пунктов гравиметрической съемки, наклона поверхности рефе­
ренц-эллипсоида к поверхности общего земного эллипсоида. Во всяком случае, 
эта ошибка легко может достигать нескольких секунд и даже десятков секунд 
и, следовательно, она будет недопустимой. 

Даже при достаточно полной густоте мировой гравиметрической съемки 
вычисление уклонений отвесной линии чисто гравиметрическим :методом пред­
ставляло бы практически трудную задачу. Необходимо было бы для вычисления 
уклонений в каждом пункте триангуляции учитывать влияние аномалий по 
всей поверхности Земли. Это составило бы в целом трудоемкую работу, хотя 
сейчас и разработаны новые методы учета аномалий дальних зон, существенно 
облегчающие вычисления. 

§ 65. Астрономо-геодезический метод вывода 
уклонений отвесных линий 

Рассмотрим не~{оторую точку А O (рис. 119) на земной поверхности, за 
которую первоначально примем поверхность референц-эллипсоида. Пусть эта 
точка - пункт триангуляции, для которого вычислены геодезические коорди­

наты В и L и геодезический азимут Ат на какой-либо предмет М. Пусть на этом 
пункте А O выполнены астрономические определения, в результате которых 
получены астрономические координаты ер ил и астрономический азимут а11, 
на тот же предмет М. Далее возьмем вспомогательную сферу с центром 
в точке А O и с радиусом, равным единице. Продолжим направление нормали 
к поверхности эллипсоида в точке А O до пересечения со вспомогательной сфе­
рой. Пусть нормаль пересечет нашу сферу в точке z, которая называется геоде­
зическим зенитом в точке А 0 • Поскольку выше мы допустили, что земная поверх­
ность совпадает с поверхностью референц-эллипсоида, то направление нормали 
к последней совпадает с направлением касательной к силовой линии нормаль­
ного поля (у), проходящей через точку А 0 • Аналогично этому продолжим до 
пересечения со вспомогательной сферой направление отвесной линии. Оче­
видно, это направление совпадает с направлением вектора силы тяжести g. 
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~ ,. 
Точка z 1 пересечения этого направления с небесной сферой будет астрономи­
ческим зенитом точки А 0 • Далее из точки А O проведем прямую, параллельную· 
оси Мира (оси вращения Земли), которая пересечет сферу в точке Р. Через т 
обозначим точку пересечения визирной линии со вспомогательной сферой при 
наведении трубы теодолита на предмет М. Соединим дугами большого круга 
точки z и z 1 с точками Рит. Тогда, вводя обозначения, будем иметь: 

mz 1 = z - измеренное зенитное расстояние на точку М; 
· А 0z 1m - вертикальная плоскость в точке А 0 , проходящая через М; 

mz = Z - <<геодезическое» зенитное расстояние, т. е. зенитное рассто­
яние, которое мы получили бы, если бы вертикальную ось теодолита направить. 
по нормали к поверхности референц-эллипсоида; 

А 0zm - плос1{ость прямого нормального сечения в А 0 , проходящая че­
рез М; 

zP = 90° - в - дуга; измеряющая угол между полюсом и зенитомr 

z 

Н-

Q 

Рис. 119 Рис. 120 

Нетрудно доказать, что эта дуга действительно равна 90° - В. Пусть 
эллипсоид, изображенный на рис. 120, представляет собой'-3емлю, тогда ЕЕ 1 -

большая полуось, лежащая в плоскости экватора: А O - .. точка на земной по­
верхности, служившая исходной для построения рис. 119. На рис. 120 угол 
ЕОА O равен широте В точки А 0 , а угол А 00Р равен 90° - В. Так как А 0z -
продолжение линии ОА 0 , а А 0Р параллельна малой полуоси эллипсоида (оси 
Мира), то угол zA 0Р также равен 90° - В. 

Возвращаясь к рис. 119, отмечаем, что дуга zP измеряет; угол между нор­
малью к эллипсоиду и направлением на точку Р, поэтому выражение 90° - В 
соответствует r е о д е з и ч е с к о й широте 'ТОЧКИ А 0• Плоскость А 0zP -
ПЛQскость геодезического меридиана точки А 0 ; v z1P = 90°-' ср - дуга, 
связанная с направJ~ением отвесной линии, поэтому 90° - ер" соответствует 
а с т р о н о м и ч е с к о й широте точки А 0 • 

A 0z1P - плоскость а стр он ом и чес к о r о меридиана точки А 0• 
L zPz 1 = Лl -угол между астрономическим и геодезическим меридианами 

точки А 0 • 

Так как астрономические и геодезические долготы отсчитываются от одного 
начального меридиана, то 

Лl="л-L; 

vzz1 = и - дуга, измеряющая угол между направлением нормали к по­

верхности эллипсоида и направлением отвесной линии в точке А O и выража­
ющая п о л н о е у к л о н е н и е о т в е с н о й л и н и и в точке А 0 ; 
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LPzz 1 = 8 - геодезический азимут плоскости А 0zz 1 , в которой нахо­
дится полное уклонение отвесной линии в точке А O; 

LPz1T = 8 1 - астрономический азимут той же плоскости. 
Проведем из z 1 дугу z1z2 , перпендикулярную к геодезическому мериди­

.ану Pz, т. е. соответствующую сечению первого вертикала на эллипсоиде. 
v zz 2 = ~ - слагающая (проекция) полного уклонения отвесной линии 

в меридиане; 

v z1z2 = 11 - слагающая (проекция) полного уклонения отвесной линии 
в первом вертикале; 

LPzm = Ат - геодезический азимут плоскости А 0zM, т. е. прямого 
нормального сечения из А O на М; 

LPz1m = ат - астрономический азимут плоскости А 0z 1m, т. е. вер­
тикального сечения из А O на М. 

Из сферического прямоугольного треугольника z1z2P (см. рис. 120) имеем: 

cos(л-L)=tgcpctg(B+s) }· 
sin 'У)= sin (л- L) cos ер 

(65.1) 

Раскладывая sin (л - L), cos (л - L) и sin11 в ряды и пренебрегая по 
малости величинами (л - L) 2 и 11 2 , получаем искомые выражения слагающих 
уклонения отвесной линии через астрономические и геодезические координаты: 

~=ер-В } 
'У) = (л - L) с os ер • 

(65.2) 

Решая треугольник zz 1z2 , который по малости элементов можно рассматри­
вать как плоский, находим следующие зависимости: 

;=исоs0 

'У) =иsin8 

tg8= l t (65.3) 

и=-6- __ 'У\_ -vie:2+ ..,..2 
cos 8 - sin 8 - ~ .• 

или, на основании формул (65.2) и (65.3), 

tg8 (л-L) cos ер 1 
(ер-В) 

и= ер-В= ('л-L)cosep ~-
cos 0 sin е 1 

и=V(ср-В)2+ (л-L)2 cos2 (j) 

(65.4) 

Найдем проекцию {) А полного уклонения отвесной линии и на вертикаль­
ную плоскость, имеющую азимут Ат. Из треугольника m 1zz 1 (рис. 121), на 
котором оставлены обозначения, соответствующие рис. 119, получаем 

,В. Ат = и cos R = и cos (Ат -0) = и cos Ат cos 0 + и sin Ат sin 8 

илиt принимая во внимание (65.3), 

{) Ат = S cos Ат+ 'Q sin Ат• (65.5) 
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Полученные формулы (65.2) и ;(65.3) астрономо-геодезнческоrо метода 

вывода уклонений отвесной линии соответствуют сделанному допущению, что 
земная поверхность совпадает с референц-эллипсоидом или в данной точке 
пересекается с референц-эллипсоидом. Рассмотрим общий случай, когда точка 
земной поверхности А не лежит на референц-эллипсоиде, а имеет высоту Н. 
В этом случае непосредственно наблюденные астрономические координаты q, и л 
определяют направление отвесной линии в точке А, которое не совпадает с на­
правлением отвесной линии в пересечении ее с поверхностью референц-эллип­
соида в точке А O (рис. 122). 

Естественно, возникает мысль редуцировать астрономические координаты 
на поверхность референц-эллипсоида или геоида по отвесной линии, с тем чтобы 
вершину угла, определяющего уклонение отвесной линии, иметь на поверх­
ности эллипсоида. В этом случае уклонение отвеса выразит наклон геоида 

Z{f) 

Рис. 121 

А 

1 

)CNi--lCR 
поdерхность 

/ Р;fаеренц-
А .JЛ uncouo / 
о 

Рис. 122 

относительно референц-эллипсоида. Но реальная отвесная линия АА 0 , про­
ходящая через точку А внутрь! Земли, - линия двоякой кривизны. Ее кри­
визна меняется не только под действием нормального поля Земли, но и вслед­
ствие неизвестных нам аномальных масс, причем изменение кривизны силовой 
линии может происходить скачкообразно. 

Таким образом, точное редуцирование астрономических координат на 
референц-эллипсоид невозможно, так как неизвестны плотности внешнего 
(по отношению к эллипсоиду) слоя Земли. Поэтому в настоящее время принято 
ва вершину угла, измеряющего уклонение отвесной линии, считать соответ­
ствующую точку физической поверхности Земли, а уклонение отвесной линии 
понимать как угол между направлением действительной силы тяжести и напра­
влением нормальной силы тяжести в этой точке. Иначе говоря, уклонение 
отвесной линии в данной точке земной поверхности - угол между нормалью 
к уровенной поверхности и нормалью к поверхности сфер опа, проходящих 
через данную точку поверхности Земли. Именно указанное понятие об уклоне­
нии отвесной линии имелось в виду в § 64 при выводе формул уклонений отвес­
ной линии гравиметрическим методом. 

При таком определении уклонения отвесной линии никаких поправок 
в астрономические координаты вводить не следует, так как их непосредственно 
наблюденные значения дают направление вектора силы тяжести в данной точке 
поверхности Земли. Однако другой вектор, образующий уклонение отвесной 
линии, - направление нормали к сферопу, или, что все равно, направление 
касательной к силовой линии нормального поля, отличается от направления 
нормали на поверхности эллипсоида; это отличие учитывается путем введения 
поправки в геодезическую широту. 
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Геометричеакий смысл этой поправки заключается в том, что геодезические 
·1{оординаты переносятся с поверхности эллипсоида на поверхность сфероnа, 
проходящего через данную точку А по силовой линии нормального поля, или 
иначе: от геодезической широты на поверхности референц-эллиnсоида осуще­
·ствляется переход к геодезической широте, отнесенной к поверхности сфероnа 
точки А. Но силовая линия нормального поля - плоская кривая, располо­
женная в плоскости меридиана, своей вогнутостью направлена к полюсу. 
Поэтому поправка вводится только в широту. 

Согласно сделанному определению, уклонение отвесной линии ~ (рис. 123) 
представляется углом (у, g); i - направление силы тяжести в точке Земли А, 
-составляющее с плоскостью экватора угол ер, равный наблюденной 

.астрономической широте в точке А; ~ - направление нормали к сферопу 
точки А, иначе, направление касательной к 
силовой линии нормального поля, проходя­
щей через точку А и составляющей с пло­
скостью экватора угол Вп. Точка А O -

проекция точки А на эллипсоид по силовой 
линии АА 0 ; Уо - направление касательной 
силовой линии АА O в точке А 0 , практически 
совпадающее с направлением прямой А п -

нормали к эллипсоиду и образующее, со­
гласно определению сфероидической гео-

-т-~....._~~__...__._ __ ___._ ___ __,___ дезии, с плоскостью экватора угол В -

Рис. 123 геодезическую широту точки А. Различие в 

направлениях А n и 'Уо составляет при Н = 
=[8000 м величину 0,0008" sin 2В [12, стр. 80). Следовательно, на рис. 123 
можно положить В = В 0 • 

С учетом сделанных пояснений можем наnиса ть 

(65.6) 

Так как из геодезических вычислений определяется геодезическая ши­
рота В, то для вывода величины s по (65.2) необходимо знать разность (В-Вп). 
Найдем эту величину как разность направлений касательных к силовой линии 
АА 0 в точках А и А 0 • 

Проведем через точку А. бесконечно малый отрезок АО, параллельный 
касательной к эллипсоиду в точке А 0 ; угол при точке А в малом треугольнике 
А00 1 , очевидно, выразит искомую разность направлений касательных, т. е. 
,{В - Вп). 
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Из треугольника А001 
(55. 7) 

В этом выражении: 
,00 1 - изменение расстояния между уровенными поверхностями при изме­

нении широты на (В - Вп), которое обозначим через ЛН; 
АО 1 - с достаточной точностью определится как элемент дуги меридиана, 

равный М (В - Вп). 
Следовательно, 

(65.8) 



1 

[ 

Для двух близких уровенных поверхностей можем написать 

ydH =dW=dc, (65.9) 

· rде dH - расстояние между рассматриваемыми уровенными поверхностями. 
Ив (65.9) следует, что 

yd2H + dydH=O. ~65.10) 

В (65.10) d 2H - изменение dH вследствие непараллельности уровенных 
поверхностей. 

Из (65.10) получим 

d2H==-~dH. 
у 

Ив уравнения Нлеро (59.34) 

у = у 45° ( 1 - ~ cos 2~) 
.. ,, можем написать 

_!:у_=~ sin2BdB. 
у 45° 

(65.11) 

(65.12) 

С учетом (65.12) выражение (65.11) с достаточной точностью перепишем таю 

d2H = -~ sin 2В dB dH. (65.13) 

Откудаt интегрируя, получаем 

ЛН = -Н~ sin 2В dB, (65.14) 

считая широту В постоянной и пренебрегая малыми величинами третьего по­
рядка, после подстановки (65.14) в (65.8) получаем оRончательно 

(В- Вп)" = - ; ~ sin 2Вр". (65.15) 

Если выразим Н в километрах, возьмем числовое значение для В = 45°, 
· а.опожим ~ = 0,0053, а поправку (В - В п)" обозначим через е ", то получим 
рабочую формулу 

(Вп-В)" = е" = 0,171Hsin 2В. (65.16) 

;l При Н = 1 км и В = 45° (Вп - В) = 0,17". Следовательно, рассматри-
__,.е:мая поправка не пренебреrаема. 
, 9 ТаRим образом, оRончательные формулы для вычисления астрономо-
.f,одезичесRих уклонений отвесных линий ~аг ИТ] аг будут иметь вид: 

H'ii s;г=~-B-0,171"Hsin~2B l~ (
65

.
17

) 
17,- У/аг=(л-L)соsВ f 

Если обозначим: 
'6-аг - составляющая уRлонения отвесной линии в произвольной пло­

_,01еости азимута А ; 
J,, · 0 аг - составляющая угла между нормалью R поверхности референц­
аллипсоида и отвесной линией той же плосRости, то 

{),аг = ~аг COS А+ У/аг sin А, 

Е>аг = (~ar+ 0,171"Н sin 2B)_cosA + fJaг sinA. 

19 П. С:. 33.RllTOB 

(65.18) 

(65~ 19) 
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Откуда 
Е>аг- {},аг = е = О, 171"Н sin 2В cos А. (65.20) 

Из формул (65.17), как и, формул (65. 18) (65. 19), следует, что для определе­
ния астрономо-гео·дезических уклонений по рассматриваемому методу в каком­
либо пункте триангуляции должны быть известны также точные астрономические 
координаты - широта и долгот ер А и Лл- :Как увидим далее, для строгого реше­
ния редукционных задач и вычисления высот точек Земли над референц-эллиn­
соидом уклонения отвесной линии должны быть известны для каждого пункта 
триангуляции 1 класса, а в горных районах и для пунктов триангуляции 
2 класса. Следовательно, для применения астрономо-геодезическоrо метода 
уклонений отвесных линий необходимо на каждом пункте триангуляции 
1 класса, а в указанных особых районах и на пунктах триангуляции 2 класса 
определить астрономические координаты. Это требование-делает практически 
неосуществимым применение астрономо-геодезического метода вывода уклоне­

ний отвеса на значительных территориях. 
Итак, оба рассмотренных метода вывода уклонений отвесных линий, взятые 

отдельно, не могут быть практически применены по разным причинам, указан­
ным выше. 

Достаточно точное решение рассматриваемой задачи дает а с т р о н о м о -
г р а в и м е т р и ч е с к и й м е т о д вывода уклонений отвесных линий, 
основанный на совместном использовании астрономо-геодезических и грави­
метрических измерений. 

§ 66. Астрономо-гравиметрический метод вывода 
уклонений отвесных линий 

Допустим, что на территории страны выполнена сплошная гравиметри­
ческая съемка и создана астрономо-геодезическая сеть. В СССР, например, 
планомерно выполняемая гравиметрическая съемка производится с 1934 r. 
и к настоящему времени ею покрыта большая часть территории нашей страны. 

Развитие астрономо-rеодезической сети СССР в виде полигонов близко 
к завершению; эта сеть оснащена пунктами Лапласа примерно через 200 км 
и, кроме того, между ними, вдоль рядов 1 класса, - через 70-100 км опре­
деляются на пунктах триангуляции астрономические широты и долготы. 

Выберем на территории страны некоторую точку С и поставим задачей 
определить в ней астрономо-rеодезическое уклонение отвесной линии путем 
совместного использования материалов астрономо-геодезических и гравиметри­

ческих измерений. В общем случае для точки С неизвестны ни геодезические, 
ни астрономические координаты; ее положение можно определить по какой­
либо топографической карте (масштаба 1 : 100 ООО и крупнее). Практшчески 
необходимо для геодезии вычислять астрономо-геодезические уклонения отвес­
ной линии тех точек, для которых известны только или геодезические или 
астрономические координаты. Для точек, имеющих геодезические координаты 
(пунктов триангуляции), уКJ1онения отвесных линий необходимы для вычисле­
ния редукционных поправок и высот пунктов; для астрономических пунктов -
для перехода от астрономических координат к геодезическим по формулам, 
вытекающим из (63.1). 

Вокруг исследуемого пункта С возьмем некоторую область cr; пусть вли­
яние аномалий этой области на величину полного уклонения отвесной линии 
равно иа; остальную часть поверхности Земли обозначим через ~. Пусть вли-
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яяие аномалий этой области будет u'l:,. Из основного закона всемирного тяготе­
ния следует, что сила притяжения уменьшается пропорционально квадрату 

расстояния; поэтому влияние аномальных масс, характеризующихся анома­

яиями силы тяжести, на величину уклонений отвесных линий по мере удаления 
от исследуемого пункта С будет уменьшаться и приобретать все более и более 
плавный характер. Поэтому можно выбрать такую область 0' 0 внутри cr, чтобы 
~ияние аномалий силы тяжести области ~ на уклонение отвесной линии в этой 

· ·о1sласти могло считаться изменяющимся линейно. 
На величину астрономо-геодевического уклонения отвесной линии будет 

влиять и различие в размерах и ориентировке между референц-эллипсоидом 
11 общим земным эллипсоидом; обозначим это влияние через би. Это влияние, 
даже при значительной его величине, будет также изменяться линейно. 

Следовательно, полное астрономо-геодезическое уклонение можно пред­
ставить в виде трех слагаемых 

Uаг = и8 + UJI+ би. (66.1) 

Поскольку последние слагаемые u'l:, и би в пределах области О' 0 изменяются 
uнейно, то целесообразно поставить задачу их совместного определения. 
()бозначая и~ + би через Ли, можем написать 

Uаг= и0 +Ли 

sаг = so + Лs ) . 
'YJaг='YJo+ Л'У) 

(66.2) 

(66.3) 

Из условия выбора области а следует сделать вывод, что влияние аномалии 
е1rлы тяжести в границах этой области должно учитываться по их действитель­
йым значениям. Следовательно, полагая аномалии Лg в пределах области О' 
вввестными, уклонения Sa и 'У\ а должны вычисляться по формулам Венинr­
Мейнеса, т. е. 

. 2Л ф 

s~ = - 2
1
n s cos а da 5 Лg Q d\j) 

о о 

2Л 'lj, (66.4) 

'У\~= - 2~ S sin ada 5 ЛgQd'Ф, 
о о 

Q" = L cos2 .!_ [cosec .!_ + 12 sin .!_ - 32 sin2 У+ 
2Vo 2 2 2 2 

+ , ~ '/J - 12 sir12 ~ ln ( sin ~ + sin2 ! ) ] . 
l +sш 2 

(66.5) 

Если область cr имеет радиус р, то радиус области cr O должен быть в 2-
3 раза меньше, т. е. Рао = ~ Ра· 

Использованием формул (66.4) и данных гравиметрической съемки в об­
.а•сти а решается задача вычисления Sa иri а по (66.3). В дальнейшем слагающие 
УRлонения sa и 'У\ а будем обозначать Sгр и 'У\ гр - по методу их вычисления. 

Формулы (66.4) в пределах ограниченной области можно упростить. 
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-Упрощение формул (66.4) и приемы вычисления по ним при 'Ф до ~ 10°' 
n риведены ниже. 

Рассмотрим вычисления вторых слагаемых в формулах (66.3) (Л ~ и Лч). 
Для их определения в области fJ O должно быть не меньше трех ас рономо­

геодезических пунктов, расположенных по возможности равномерно и не на 

большом удалении от границы области О' 0 • Для каждого из таких пунктов 
известны астрономические и геодезические координаты, т. е. ер, л и В, L. 
Поэтому для каждого астрономо-геодезического пункта можем вычислить: 

s.г = ер-В-О, 171"Н sin В, 
1"\аг = (л- L) cos В. (66.6) 

Пользуясь формулами (66.4), вычисляем для этих же пунктов гравиметри 
ческие уклонения отвесной линии, т. е. величины Sгр и 11гр· Очевидно, раз­
ности ( Sаг - Sгр) и (11 аг - 11 гр) определят поправки Л s и Л11. Между данными 
астрономо-геодезическими пунктами (по условию) эти поправки в пределах 
области cr O изменяются линейно. Поэтому, применяя линейное интерполирова­
ние, легко вычислить значения Л s и Л11 для любой точки области О' 0 , располо­
женной между астрономо-геодезическими пунктами. Если астрономо-геодези­
ческих пунктов больше трех, то интерполяционные коэффициенты определяют 
по способу наименьших квадратов и производят оценку точности величин 

Л s и Л11, 
Выше кратко изложена идея астрономо-грави:м:етрическоrо метода вывода 

уклонений отвесной линии без приведения подробностей математических иссле­
дований, выполненных при его разработке. Описанный метод выявляет достоин­
ство совместного использования материалов астроно:м:о-геодезических и грави­

метрических измерений. 
Точность определения Sаг и 11 аг изложенным: методом зависит от ошибок 

определения Srp, 11 гр и поправок Л s, Л11. Ошибки Sгр и 11 rp зависят: от 'раз­
мера учитываемой при интегрировании области cr, от ано:м:аJiьности района, 
от правильности изображения аномальных полей на гравиметрических ка ртах. 
При этом в основном влияют ошибки учета аномалий силы тяжести вблизи 
исследуемого пункта, в зоне от О до 30-50 км. Поэтому для повышения точ­
ности определения Sгр и 11 гр необходимо сгущение гравиметрической съемки 
внутри зоны этого радиуса, а также расширение области интегрирования с:; 
путем использования данных хотя бы более редкой сети гравиметрических 
пунктов. При таких условиях ошибки вывода Sаг и11 аг можно довести в равнин­
ных, неано:м:альных, районах до 0,2-0,3". Вывод уклонений отвеса в горных 
районах сильно усложняется действием: ближайших горных массивов; в этих 
районах необходима более густая сеть гравиметрических пунктов; вычисление 
Sгр и11 гр должно производиться по более точным: и сложным: формулам:, учиты-
вающим: влияние рельефа. · 

-Учитывая большую практическую значимость астроно:м:о-грави:м:етриче­
ского метода вывода уклонений отвеса, далее приводим: упрощение формул 
(66.4) для интегрирования в зоне при 'Ф от О до 9°, излагаем: применяющуюся 
методику вычислений so, 11 0 и~ Л s, Л11 в равнинном районе. 

1. Упрощепие формулы для вычисления 
гравиметрических ук.л,011,епий отвеспой липии 

При значении 'Фот О до 10° в выражении (66.5) для функции Q можно поло­

жить sin ! = О и cos ! = 1. 

292 



~ '; Тоrда получим: 

' ~t. (66. 7) 

После подстановки числовых значений р" = 206 265 и g = 981 ООО млr -
6реднеrо значения силы тяжести для Европейской части СССР - формула 
(66. 7) примет вид 

Q1 = О, 10513" cosec ~ + 0,315". (66.8) 

Для тоrо чтобы установить степень приближенности формулы (66.8), при­
ведем резулиаты подсчетов числовых значений функции Q и разностей Q - Q1 

(табл. 18). 
Таблиц а 18 

Q Q 

10 12,370" 0,008" 10° 1,591" 0,070" 
2 6,354 +О,015 15 1,212 +0.092 
3 4,354 +О,023 20 1,020 +0.100 
4 3,358 +О,031 25 0,895 +О,094 
5 2,763 +О,037 30 0,795 +О,074 

На основании табл. 18 можно получить эмпирическим путем более точное 
выражение для Q 

(66.9) 

Разности Q - Q2 для тех же величин 'Ф будут иметь значения, приведенные 
в табл. 19. 

Таблица 19 

10 +0,001• 10° -0,002" 
2 +0,001 15 -0,016 
3 +0,001 20 -0,044 
4 +0.002 25 -0,086 
5 +0.001 30 -0,142 

1 

В пределах 'Фот О до /"'о-./ 10° - величина Q2 , вычисляемая по приближенной 
fОрмуле (66.9), практически совпадает с соответствующими значениями Q, 
вычисляемыми по точной формуле (66.5), но при 'Ф > 10° значения фующии Q, 
l!аtчисляемые по указанным двум формулам, имеют значительные расхождения; 
поэтому формула (66J\) для Q 2 может употребляться только при 'Ф < 10°. 

Преобразуем Q 2 , введя вместо уrловоrо расстояния 'Ф линейное рассто­
яиие r по дуге большого круга, т. е. 

r=R•'Ф, (66.10) 

rде R - средний радиус Земли. 
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то 

JШИ 

где 

Так как 
'Ф 2 'Ф 2R r 

cosec 2 = ~+12 = -r-+ 12R и rкм = 111,2-ф, 

_ о _ р" { ( 2R r ) } r Q2 - Q1 +0,0012'Ф -¼ -r-+ 12R + 3 +О,0072 111 ,2 

А 
Q2=-+B+Cr, r 

p"R 
А=- ) 

g 1 
Зр" t. 

В=- f 
2g 1 

С= 0,000066" J 

(66.-11) 

(66.12) 

(66.13) 

Подставляя в последние выражения числовые значения р, g и R = 6371 км, 
получаем: 

В= О 315" · 
А= 1339,6" } 

С= О,0~0066" 
(66.14) 

.- dr 
Так как r =R'Ф, _то d'Ф = R • 

Подставляя в основные формулы (66.4) значение d'Ф и заменяя пределы 
интеграции, получаем: 

Г1 2Л 1 
~,, = - 2:R S S Лg Q2 cos а dr da 

о о } 
Г1 2Л ' 

1]"= - ')~
1
R \ \ ЛgQ2 sinadrda 1 

...,Jl i J J ,1 

о· 2 

(б6.15) 

где r 1 - верхний предел интеграции, равный примерно 1000 км. 
Формулы (66.15) позволяют практически достаточно точно решать задачу 

вывода уклонений отвесных линий с учетом влияния аномалий в радиусе 
ДО 1000 КМ. 

Интегрирование по формулам (66.5) не может быть выполнено аналити­
чески, так как нам известны лишь числовые значения входящих под знак интег­

рала аномалий силы тяжести Лg для некоторых дискретных точек. Поэтому 
интегрирование должно проводиться численным методом, как суммирование 

по элементарным участкам, на которые подразделяется область интегрирования. 
Число таких участков должно быть до ста точно велико для того, чтобы процесс 
суммирования приблизить к процессу интегрирования. Очевидно, каждая из 
суммируемых величин должна быть выражена ее средним значением на данном 
элементарном участке. Однако с применением метода численного интегриро­
вания возникает затруднение при подсчете влияния зоны, непосредственно 

окружающей данную точку. Действительно, функция Q при r = О обращается 
2Я 2Я 

в бесконечность, а S cos а da и S sin а da обращаются в нуль. Выражения 
о п 
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т-(66.15) обращаютсн в неопределенность, и обычный процесс суммирования 
становится невозможным. Таким образом, влияние ближайшей зоны, за кото­
рую принимают зону при r от О до 5 км, учитывают специальным методом 
отдельно от области, лежащей в пределах от 5 до 1000 км. Следовательно, 
вычисление по формулам (66.15) для зоны радиусом в 1000 км разбивается на 
две части: учет влияния ближайшей зоны от О до r 0 (5 км) и учет влияния осталь­
ной части области радиусом 1000 км и более. Рассмотрим отдельно методы 
вычислени; · поправок в каждой части. 

2. Вычисление поправок за влияние аномалий 
в центральной зоне 

Вследствие малости зоны формулу (66.12) для Q2 можно написать, огра­
А 

ничившись первым членом 7 , т. е. 

p"R Q2==-, 
gr 

(66.16) 

тогда (66.15) для центральной зоны примут вид: 

Го 2:rt ) 

11 р" 5 ~ 1 l ~ о г = - -- Лg - cos а drd а 

1 

' О 2 лg , r 
о о 

Го 2:rt 

У)"о г 0 = - -2р" S \ Лg _i_ cos а drda 
' лg J r 

о о , 

(66.17) 

Если Лg постоянно, то последние выражения обращаются в нуль; поэтому 
написанные формулы будут верны, если вместо Лg написать Лg - Лg 0 , где 
Лg O - постоянная величина, за которую в данном случае выгодно принять 
аномалию силы тяжести в исследуемом пункте. 

Таким образом, имеем для ~~, г 0 
Го 2Л 

f-" р" ~- \ Лrr--ЛRo ' d d ~о !ro == - -,)- .., cos ,а r а. 
'• ~:Тg V Г • 

о о 

Но 

1. { Лg -Лg0 ) _ д Лg 
lill ----} - • 

r--+o r J дr 

дЛg 
Выражая -д через составляющие по осям х и у, получаем 

l r 

д Лg д Лg д Л а ' • -- = -- eosa+-, _h s1na i 
дr дх ду ~ ' 

(66.18) 

(66.19) 

(66.20) 

дЛg дЛg u 

где~ и ду суть градиенты аномалии п1 лы тяжести no осям ноор;пинат х и у. 

Подставляя (66.20) в (66.18), вместо Лg- Лgо после интегрирования получаем 
r 

Е" р" д Лg 
~O,ro=-2gГo ~ (66.21) 

и аналогично 

" р" д Лg 
YJo, ro = - 2g Го fiiJ• 
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Подставляя числовое значение ~" = О, 105 ", получаем окончательно: 
.::у 

S~, Го= -0, 105"ro дд~.g } • 
(66.22) 

" 0 105" дЛg 'YJo,ro-= - ' ro~ 
дЛg дЛg б 

Значения 7fё иду легко могут ыть получены с карты изоаном.ал. 

Для их определения рекомендуется поступать следующим образом. 
Пусть О - точка, для которой вычисляется уклонение отвесной линии 

(рис. 124). Проводим направление максимального градиента, т. е. направление, 
перпендикулярное к изолиниям и проходящее через данную точку, в обе сто­
роны от точки О. Определив значения аномалий силы тяжести на расстоянии, 
равном r 0 , в обе стороны от точки О, т. е. Лg 2 и Лg 1 , получим максимальный 

~дЛg 
градиент дr , который в нашем случае равен 

( 
д Лg ) _ Лg2 - Лg1 _ 57 -35 _ + 2 2 / 

- дr о - 2ro - 10 - ' мгл км. 

Измерим транспортиром угол а между направлением максимального гра­
диента и направлением оси Ох; будем иметь: 

д Лg ( д Лg ) д Лg ( д Лg ) . 
~ = -;г;-

0 
cos а, -;[у = -;;;:--

0 
sш а. 

Значение поправки за влияние аномалий в центральной зоне мало; в то же 
время определение горизонтальных градиентов по осям х и у описанным спо-

х собом производится ненадежно, если имеется тольRо 
общая гравиметричесRая съемRа с расстоянием: 
между пунктами оRоло 33 RM. Поэтому при выводе 
уRлонений отвесных линий тольRо по материалам: 
общей гравиметричесRой съемRи влиянием зоны 
можно пренебречь. 

--~-~_:...i,{_~~-\---y Влияние центральной зоны следует непременно 
учитывать, если ставится задача получения уRло­

нений отвесных линий с ошибкой порядRа ±0,5" 
и меньше, но тогда воRруг исследуемого пункта 

должно быть определено дополнительно около 20 
гравиметрических пунктов в радиусе примерно 

Рис. 124 50 км, т. е. должна быть выполнена так назы-
ваемая гравиметрическая съемка сгущения. В этом: 

случае горизонтальные градиенты аномалий силы тяжести определяются 
надежно и учет поправок за ближнюю зону производится уверенно. 

8. Учет влияпия кольцевых аоп (при радиусе до 1000-2000 км) 
Остановимся на общей методике учета влияния аномалий силы тяжести 

кольцевых зон, расположенных вокруг данного пунRта. Задача заключается 
в суммировании и получении для некоторых малых участков, принимаемых 

за эле110нтарные, значений ЛgQ 2 cos а и ЛgQ 2 sin а, являющихся подынтег­
ральными фунRциями в выражениях (66.15). Для этой цели в масштабе 
гравиметрической карты:строят специальную сетку на прозрачной Rальке или 
целлулоиде. На этой сетке, называемой палеткой, проведены из центра 
радиальные лучи и окружности разных радиусов, разбивающие поверхность 
палетки на кольцевые секторы. Выше указывалось, что по мере удаления от 
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т 
~; исследуемого пункта влияние аномалий силы тяжести ослабевает; это обстО· 

ятельство позволяет определить величины ЛgQ 2 cos а и ЛgQ 2 sin а с разной 
точностью, в зависимости от радиуса зоны. В настоящее время принято учет · 
влияния аномалий силы тяжести в радиусе от 5 до 1000 км производить по 
частям, т. е. в радиусе: 

1) от 5 до 102,5 км; при этом употребляется палетна .№ 1; учет влияния 
аномалий производится по rравиметричесной нарте в масштабе 1 : 1 ООО ООО; 

2) от 102,5 до 305 нм; для этой зоны употребляется палетна No 2 и карта 
в масштабе 1 : 1 О ООО ООО; 

3) от 305 до 1000 нм; употребляется танже палетна No 2 и карта в масштабе 
1 : 10 ООО ООО. 

Остановимся на методах расчета палетон. 
При расчете палеток ставилось условие, чтобы влияние аномал:ий силы 

тяжести на уклонение отвесной линии каждой ячейни палетки было одинаковое. 
Но при таном методе расчета палетни величина ячеr н, находящихся под рав­
ными азимутами, получается неодинановой. Вследствие этого точность опре~ 
деления средних значений аномалий в равных ячейнах одного и того же ра:тиуса 
получается различной. Rроме того, при определении средних аномалий для 
вывода уклонений отвеса в меридиане и первом вертикале палетну необходимо 
поворачивать на 90°, что нередко вызывает путаницу при вычислении. Поэтому 
в настоящее время палетни строят тан, чтобы проводить радиусы на одинаковом 
угловом расстоянии. 

Расчет палетки в этом случае производится следующим образом. 
Для вычисления ~" по (66.15) разобьем области интегрирования!' на три 

кольцевые области приблизительно следующих радиусов: от 5 до 100 км, от 100 
до 300 км и от 300 до 1000 км. Каждую ив этих областей разделим на нонцен­
трические зоны р а в н о г о влияния. Определим радиусы этих·sон. Для этого 
ставим условие, чтобы существовали равенства: 

Гt Г! Га 

5 Q2 dr = 5 Q2 dr = 5 Q2 dr = ... = пост. = Р 
Го Г1 Г2 

или в виде конечных сумм 
Q2 dr= Р, 

rде Q - среднее значение Q 2 для каждой зоны. 
Подставляя значение Q2 в (66.23) и интегрируя, получаем 

(66.23) 

(66.24) 

l l в с 2 р в с 6 25 nrk= nrk-1+тrk-1+пrk-1+л-лrk-ur:. (6. ) 

Разобьем область интегрирования от 5 до 100 км на 16 равных секторов, 
т. е. проведем радиусы через 22,5°, а две другие кольцевые области (от 100 
до 300 км и от 300 до 1000 км) - на 24 равных сектора, т. е. проведем радиусы 
через 15°. 

Обозначим через Лg' среднюю аномалию в ячейке, лежащей в зоне с номе­
ром k и имеющей в этой зоне номер i. Переходя от интегральных формул (66.15) 
R формулам конечных сумм и учитывая (66.23), получаем 

(66.26) 
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Аналогично этому для '1 " 

16 8 24 13 

11" = - 1[~-~ ~ Лg~ sinai + 2:~ ~ ~ Лg~ sinat + 

Положим 

i=l k=l i=l k=9 

24 21 

+ 2:~ ~ ~ Лg~sin ai. 
i=l k=l~ 

1:1 = 0,005", 

2:1 = 0,002", 

2:1 = 0,0015". 

(66.27) 

(66.28) 

(66.29) 

(66.30) 

После этого по формуле (66.25) вычисляем значения rk с использованием 
для определения Р 1 , Р 2 , Р 3 выражений (66.28)-(66.30) и числовых значений 
коэффициентов А, В, С согласно (66.14). 

Рассмотрим порядок вычислений уклонения отвеса ~" в меридиане. Со­
гласно формуле (66.26), выражение для ~" состоит из трех частей, соответству­
ющих областям с радиусами от 5 до 100 км, от 100 до 300 км и от 300 до 1000 км. 

Для вычисления первого члена формулы (66.26), соответствующего зоне 
от 5 до 100 км, применяется палетка No 1 (рис. 125) i на которой окружность 
разделена на 16 секторов, а радиусы рассчитаны по формуле (66.25) при значе-

нии Р 1 , определенном из равенства 1:R = О ,005 ". 

Палетку накладывают на гравиметрическую карту масштаба 1 : 1 000 ООО 
так, чтобы центр палетки совпал с исследуемым пунктом, а линия N S палетки 
совпала с меридианом, проходящим через данный пункт. После этого для каж­
дой ячейки определяют среднее значение аномалии Лg. В пределах сектора, 
ограниченного двумя смежными радиусами, значения средних аномалий отдель­
ных ячеек суммируют, затем умножают на косинус азимута данного сектора i. 

8 

Таким образом получается величина ~ Лg7 cos ai. "8еличины, полученные для 
k=1 

каждого сектора, суммируют и умножают на 0,005 ". Вычисленное таким: обра-
зом чпсло и будет представлять собой значение члена 

16 8 

Р1 ~~ 
16R ~ ~ Лgf cos ait 

i=l k=l 

дающего уклонение отвесной линии в зоне радиуса от 5 до 100 км. Образец 
I{арты с наложенной палеткой No 1 дан в прил. 5. 

Аналогично этому вычисляют уклонение отвесной линии в первом вер­
тикале; различие заключается лишь в том, что суммы аномалий умножаются 
на синусы азимутов секторов. 

Второй и третий члены формулы (66.26) вычисляют так же, как и первый. 
Поскольку значения этих членов, представляющих собой влияние ано.1\Ш­

лий силы тяжести в зонах с радиусами от 100 до 3()0 км и от 300 до 1000 кr,.1" 
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,~_- ~меньше, чем в вове с радиусом до 100 км, постольку для определения средних 
} " аномалий принимают гравиметрическую карту в масштабе 1 : 10 ООО ООО. 
· · Соответствующая палетка изображена на рис. 126 (палетка .№ 2); принцип 

ее построения такой же, как палетки .№ 1. 

t 
N 
fб 

8 
5 
А 

Рис. 125 

Выше указано, что при наличии только общей гравиметрической съемки 
аномалии в зоне от О до 5 км могут не приниматься во внимание или учиты­
ваться приближенно. При этом полагают, что во всей центральной зоне анома­
лия силы тяжести может быть выражена формулой 

Лg=Лg0 + ( дd~r{) /г, (66.31) 

где Лg 0 - значение аномалии в определяемом пункте, а (да~g) - значение 
fОризонтального градиента аномалии, принимаемое постоянным вдоль данного 
радиуса. 
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В практике для численного интегрирования аномалий внутри пятикило­
метровой зоны или на окружности радиуса 5 км наносят восемь точек через 
равные интервалы. Определяют для каждой точки Лg и cos а, используя па-

t 
N 
24 

/2 
5 

А 
Рис. 126 

тетку No 1, на которой 'указанные восемь пунктов обозначены точками на вну­
тренней окружности. Формула для вычислений имеет вид 

k=S 
р" ~-

S;-Б = - 8g ~ Лgk cos ak (66.32) 
k=l 

или 
k-s_ 

~;-Б = -0,02628" ~ Лgk cos CX.k, (66.33) 
k=l 

300 



- k п rде Лgk -. значение аномалии в точке с номером , a,k _, 4 k; 

ТJ~-ь - вычисляют аналогично этому по формуле 

R.=8 
,, р" ~-л . 

'У/о-5 = - 8g ~ gksшak. (66.34) 
R.=1 

Если обозначить через so- 100, s100 _ 300 и s300 _ 1 000 слагаемые уклонений 
отвесной линии в меридиане, обусловленные аномалиями в зонах от О до 100 км, 
от 100 до 300 км и от 300 до 1000 км, то для вычисления гравиметрических 
уклонений ;гр и 11 гр отвесных линий получим формулы: 

: Sгр = So-100+ 6100-зоо+ Sзоо-1000 } • (66.35) 
1lгр = 'У/0-100 + 'У/100-зоо + 'У/зоо-1000 

4. Вычисление поправок аа влияние аномалий дмьних аон 
и аа переход к системе геодезических координат 

Для вычисления названных поправок, учитываемых суммарно, необхо­
димо на территории участка или вблизи него иметь астрономические пункты, 
еовмещенные с геодезическими. Рассмотрим способ вычисления этих поправок 
яа простом примере. р 

Пусть на некотором меридиане Р Р 1 , проходящем 
· .ерез ,участок abcd (рис. 127), для точек которого тре- а Ь 
6уется определить уклонения отвесных линий, имеются 
)~"Ва пункта М и N, являющиеся одновременно астро- s 
вомическими и геодезическими. 

Следовательно, имеем: 
.для пункта М 

<рм - астрономическая широта, 

В м - геодезическая широта; 
для пункта N 

(J)N - астрономическая широта, 

В N - геодезическая широта. 

s,{ 

d с 

Для пунктов М и N астрономо-геодезические 
имеют вид: 

уклонения отвесных линий 

s~=срм-Вм-О,171"Нмsin2Вм }· 

S~г=(J)N-BN-0,171"HNsin 2BN 
(66.36) 

Пусть для этих же пунктов методом, указанным в § 65, получены s~ 
и 6~- Расхождения между j S'аг и Sгр будут обусловлены неучетом действия 
.дапъних зон и несовпадением референц-эллипсоида с общим земным эллипсо­
идом, т. ·е. разности 

s~-s~=Лsм} 
s~- s~ =- лsN 

(66.37) 

будут поправками за влияние дальних зон и за переход к системе геодезических 
координат в точках Ми N. Выше указывалось, что в пределах сравнительно 
иеболъmого района эти поправки могут считаться изменяющимися линейно. 
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Для точки С, находящейся. на том же :меридиане между пунктами М и N, по­
правку Л ~с вычисляют по формуле 

rде s - расстояние между пунктами М и N; 
s1 - расстояние между Ми С. 
Аналогично этому получается и Лri с. 

(66.38) 

В общем случае, когда на территории участка имеется несколько (п) совме­
щенных астрономических и геодезических пунктов, задача вычисления попра­

вок Л ; и Лri решается следующим образом. 
Для каждого такого пункта составляют уравнения погрешностей вида 

(66.39} 

где <pj и лj - астрономические широта и долгота совмещенного астро­
номо-геодезического пункта с номером i; 

Xi, у 1 , z1 , х 2 , у 2 , z2 - интерполяционные коэффициенты. 
По трем пунктам можно составить шесть уравнений вида ~66.39), которые 

необходимы для определения коэффициентов. Обычно стремятся иметь более 
трех пунктов, и вывод интерполяционных коэффициентов производят, применяя 
способ наименьших квадратов. 

После определения интерполяционных коэффициентов х, у и z искомую 
поправку для точки k с координатами (J)k и Лk найдем по формулам: 

лs1=z1+x1cpf+Y1Ч} 
Лrit = Z2 + X2<pf + У2Ч • (66.40) 

Наиболее удобное размещение совмещенных астрономо-геодезических пунк­
тов - расположение их в вершинах многоугольника, внутри которого нахо -
дится участок. Не рекомендуется использовать такие пункты, которые рас­
положены на расстоянии более 500 км. 

Избыточное (более трех) число астрономо-геодезических пунктов исполь­
зуется и для оценки точности вывода Л ~ и Лri. 

Вычислив для каждого астрономо-геодезического пункта, согласно (66.40)r 
величины Л; и Лri , найдем разности: 

и 

31)2 

вs = {(~аг - Sгр)- Лs} } 
8'11 = { ( 11 аг - 11г р) - Л 11} 

mл;=± V ~j 
mлfl=±-. / ~ 8~ ·· V п-з 

(66.41) 

(66.42) 
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§ 6 7. Влияние у«лонений отвесных линий 
на астрономичес«ие азимуты - уравнение Лапласа 

Обратимся вновь R рис. 119, из которого следует: 

Ат=R+0} 
ат=R1 +01 . 

(67.1) 

Из треугольника zz1P, в котором угол при z 1 равен 180° - 0 1 , имеем 

-cos01 = - cos 0 cos (л- L)+ sin 0 sin (л- L) sinB. (67.2) 

Полагая, что cos (л - L) = 1, sin (л - L) = (л - L) и sin В sin ер, 
т. е. пренебрегая членами порядка (л - L)2 , (л - L)r> и (л - L) ~' получаем 

- cos01 = - cos0 + (л-L) sin 0 sin ер 
ИJIИ 

cos0- cos01 = (л- L) sin 0 sin ер; 

-учитывая формулу (65.2), получаем 

cos 0-- cos 0 1 = ·11 tg ер sin 0, 

-2 sin ; (0+ 01) sin +(0- 01) = 'У) tgep sin 0. 

Полагая, что 

_!_ (0 -f- 0) =0 и sin _!_(0-0) = _!_(0- 0) 2 1 2 1 2 1, 

nолучаем 

01-0 = У/ tg ер 
.или 

0 1 - 0 = (л - L) siп ер. 

(67 .3) 

(67 .4) 

(67.5) 

Сферический треугольник mzz 1 аналогичен треугольнику zz 1P: вершине Р 
-соответствует вершина т, углу (л - L) - угол q, сторонам (90° - В) и 
(90° - ер) - стороны Z и z, величине 0 1 - 0 - величинаtR 1 - R. 

Формулу (67.5) перепишем так: 

Е\ -0 = (л- L) cos (908 
- ер), 

аналогичное выражение для треугольника mzz 1 будет 

R 1 - R = q cos z. 

Из треугольника mzz 1 имеем 

~оэтому 

. . sinR 
s1n q = sш и sin z , 

R1-R=~inR . 
tg z 

Складывая (67.7) и (67.4), получаем 

(Н 1 -R)+ (01 -0) = и sin R 
tg z + У/ tg ер, 

(67 .6) 

(67.7) 
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или, принимая во внимание (67.1), 

ат-Ат= 1') tg ер+ и sin i~m-0) , 

а _ А = 11 t + и sin Ат cos 0- и cos Ат sin 0 
т т .• g ер tg z 

Так как и cos 0 = ~ и и sin 0 = 1'J, то 

ат-Ат= 1') tg ер+ ; sin Ат;; cos Ат 

но тt = (л - L) cos ер, тогда 

(67.8) 

(67.9) 

(bl .10) 

fJ cos Ат-; sin Ат 
Am=aт-(л-L)sinep+---'------ (67.11) tg z 

Пользуясь уравнением (67.11), можно перейти от астрономических азиму­
тов к геодезическим. 

В триангуляции 1 класса астрономические определения азимута выпол­
няют на пунктах выходных сторон базисных сетей. Зенитные расстояния по, 
выходным сторонам в большинстве случаев весьма близки к 90°; поэтому в пра­
вой части уравнения (67.11) значение tg z достаточно велико (не менее 150-
200) по сравнению с числителем, равным нескольким секундам, т. е. значение­
этого второго члена обычно не превосходит 0,02-0,03". Следовательно, вторым 
членом в уравнении (67.11) можно пренебречь. Тогда уравнение (67.11) при­
мет вид: 

Ат= ат-(л- L) sin ер ) • 
Ат= ат-'УJ tg ер 

(67.'12) 

Последнее уравнение называется уравнением Лаплас а. Геоде­
зический азимут, вычисленный по формуле (67.12), называется азимутом 
Лаплас а. 

Та~шм образом, р а з н о с т ь а с т р о н о м и ч е с к о г о и г е о д е -
зического азимутов некоторого направления в дан­

ной точке равна разности астрономической и гео­
д е з и ч е с к о й д о л г о т, у м н о ж е н н о й н а с и н у с m и р о т ы 
этой точки. 

Возвратимся к уравнению (67.11). В правую часть этого уравнения входят 
два поправочных члена: 

(л- L) sin ер и '11 cos Ат-; sin Ат 
tg z 

Первый главный член постоянен в данной точке, так как он зависит только 
от координат и не зависит от направления. Этот член выражает собой влияние 
на азимут направления несовпадения плоскостей астрономичесного и геодези­
ческого меридианов. Второй член уравнения выражает влияние на измеренное 
направление несовпадения вертикальной оси инструмента с нормалью к поверх­
ности эллипсоида. Поэтому его можно рассматривать как поправку за уклоне­
ние вертикальной оси инструмента от нормали I{ поверхности принятого рефе­
ренц-эллипсоида, которую следует вносить в измеряемые горизонтальные 

направления. Иначе говоря, второй член можно рассматривать как редукцию 
измеренных горизонтальных направлений за переход к референц-эллипсоиду · 
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Докажем, что Лапласовы азимуты, полученные в различных пунктах 
'триангуляции, можно практически считать независимыми. Представим себе 
r"sвено триангуляции 1 класса, на обоих концах которого опредсjlены Лапласовы 
азимуты. Из формул (67.12) следует~ что ошибка Лапласова азимута та зави­
сит от ошибок определения астрономического азимута та., астрономической 
долготы т'А и геодезической долготы mL. Обычно в триангуляции 1 класса 
та.= ±0,5"; тt = ±О,035 или т,. = ±0,45". Для определения mL исходим 
из оmибон передачи геодезических нuординат по ряду, так как долготы опре­
деляют последовательным вычислением координат вдоль ряда. Вспомним, что 
продольный и поперечный сдвиги в звене триангуляции 1 класса характери­
зуются в линейной мере величиной порядка 0,7 м. Соответствующая ошибка 
в долготе, вырюненная в секундах дуги, будет равна для средних широт 0,04"; 
таким образом:, mr, D !\есять раз меньше ошибок та и тл, поэтому можно напи­
сать 

V 2+ 2 • 2 • 
mл '= ~ та тл sш <:р 

Эва чения астрономического азимута а и долготы 'А на разных пунктах 
независимы. Следовательно, и геодезические азимуты, полученные по[формуле 
(67 .12), на разных пую{тах можно считать практически независимыми. 

Средняя ошибка таких азимутов с учетом оmибки астрономической долготы 
иа пунктах 1 1шасса будет равна приблизительно ±0,7". 
' При развитии триангуляции азимуты Лапласа имеют весьма важное 
значение, а именно: 

1. Обеспечивают ориентировку всех з13еньев и рядов триангуляции с ошиб­
кой одного порядка. 

2. Не допускают распространения и в значительной мере исключают 
систематические ошибки, столь опасные в большой триангуляции; ошибки 
в ориентировке триангуляции, появившиеся в одном звене, перестают оказы­

вать влияние в другом, если на стыке обоих звеньев расположен пункт 
:,Лапласа. 
· Rро:м:е того, азимуты Лапласа позволяют путем соответствующей обра-
ботки материалов триангуляции и анализа результатов исследовать величины 
и характер систематических ошибок и причины их возникновения. Малая вели­
чина систематических ошибпк на каждом пункте, в то же время существенное 
влияние их на точность триангуляции в целом делают задачу исследования этих 
.,9mибок весьма сложной, но актуальной. 

3. Доставляют триангуляции твердые азимуты, которые позволяют вво­
дить при уравнивании азимутальные условные уравнения. способствующие 
получению более точных значений всех элементов, в том числе и координат 
:,пунктов. 

4. Дают возможность осуществлять надежный контроль угловых измерений 
. , триангуляции, в частности обнаруживать такое накопление ошибок, которое 
другими путями не может быть выявлено. Действительно, свободный член 
азимутального условного уравнения включает в себя сумму ошибок углов 
ходовой линии по всему ряду. В определенных случаях отдельные крупные 
ошибки и во всех случаях малые ошибки, но действующие систематически 
и однообразно, не выявляются в свободных членах других условных уравне­
ний - фигур, боковых и базисных. Таким образом, о многих существенных 
недостатках в постановке угловых измерений и о действии систематических 
ошибок можно судить только пп свободному члену азимутального условного· 
уравнения. 
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§ 68. Влияние уклонений отвесной линии 
на измеряемые зенитные расстояния 

Обратимся к рис. 119. Нужно определить разность зенитных расстояний 
Z~- z, которая получается от несовпадения отвесной линии Az

1 
с нормалью 

к поверхности эллипсоида Az. Для этого в треугольнике mzz 1 из точки z про­
ведем дугу перпендикулярно к mz1 • Учитывая современную точность измерения 

8 
зенитных расстояний и малую величину уклонения и, 

А _,.,,'7717тm71777771177?77177?-,-.,.,.,.. можем написать: 

Ji, 
а'----- z -Z = и cos (180° -R1) = - и cos R 1 • 

Имея в виду (67.1), получаем 

(68.1) 

R 

z-Z = - и cos (ат-01) = - и соs(Ат-0), 
или 

z-Z = - и cosAm cos0- и sin Ат cos0, 

а на основании формул (65.3) 

Z-z = ~ cosAm+ 'У) sin Ат. (68.2) 

Формула (68.2) позволяет перейти от измеренного 
зенитного расстояния к геодезическому. Если вычис­
ления превышений выполнять, пользуясь этим геоде­
зическим зенитным расстоянием, то, очевидно, можно 

было бы получить превышения относительно поверх­
ности эллипсоида. Так как высоты точек земной 
поверхности вычисляют относительно квазигеоида, то 

практически поправку Z-z вводить 
в измеренные зенитные расстояния 

при вычислении высот пунктов не 

С след у е т. Однако на точность геодезического ниве-
Рис. 128 лирования уклонения отвесных линий могут иногда 

существенно влиять. 

При выводе формул тригонометрического нивелирования * участвует 
радиус дуги аЬ (рис. 128). Дуга аЬ представляет собой сечение геоида, но при­
нимается за дугу окружности с радиусом R. Прямые АС и ВС совпадают с на­
правлением отвесных линий**. При вычислении поправочного члена в формуле 

1-k 
Н2-Н1 = s ctg z+ 2R s2

, (68.3) 

где k - коэффициент земного преломления, значение радиуса R берется рав­
ным среднему радиусу кривизны. Но это было бы справедливо, если бы АС 
и ВС совпадали с нормалями к поверхности эллипсоида, кривизне которой 
и соответствует значение радиуса R, используемого при вычислении превыше­
ний из геодезического нивелирования. Вследствие уклонения отвесных линий: 

* Ф. Н. R р а с о в с R и й и В. В. Дан ил о в. <<Руководство по высшей геодезии>>. 
Ч. 1. Вып. 2. М., Геодезиздат, 1939, стр. 390. 

** Следует иметь в виду, что отвесные линии в общем случае не nересенаются; точку С 
на рис. 128 надо рассматривать KaI{ пересечение проекций линий АС и ВС на плоскость чер­
тежа, совпадающую с плосRостью нормального сечения с А на В; в рассматриваемом случае 
это замечание практического значения не имеет . 
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· кривизна дуги аЬ в общем случае не соответствует средней кривизне поверх­
ности эллипсоида, поэтому, используя указанное значение R, мы допускаем· 
оши:бку. 

Пусть отвесная линия А С совпадает с нормалью в точке А, в точке же В 
имеем уклонение отвесной линии {t, которая на рис. 128 изобr:ажена пря­
мой ВС 1 • Следовательно, при вычислении высот фактически берется значение 
радиуса R = аС, тогда как нужно было бы брать R 1 = аС 1 • Нетрудно видеть, 

t)," 
что допускаемая при этом ошибка" равна ЛR = " R. Если {t "= 5 ", с = 1 ООО" • с 

ЛR 1 
(что соответствует s = 30 км) и R = 6000 км, то ЛR == 30 км и R = 200 • 

в 1-k ф этом случае значение члена ,пг- s2 в ормуле одностороннего нивели-

1 - k п рования изменится на s2 
2
R 2 dR. ри принятых числовых данных значение· 

втой погрешности в Н 2 - Н 1 будет приблизительно равно 1 м. 
Необходимо иметь в виду, что могут быть изменения уклонений отвесны~­

линий и более 5" (см. примеры § 73). В этом случае рассматриваемая погреш­
ность соответственно увеличится. 

Однако такая ошибка в передаче высот будет при одностороннем нивели­
ровании. При двустороннем, а также одностороннем нивелировании на рас-­
стоянии до 15 км влиянием уклонений отвесных линий можно пренебречь .. 

В формуле двустороннего нивелирования поправочный член за кривизну 
Земли и рефракцию имеет вид 

Положим k 1 - k = 0,06; s = 30 км, {t" = 5", тогда получим ошибку 
около 0,01 м. Следовательно, в двустороннем нивелировании указанное влияние· 
делается пренебрегаемо малым. 

§ 69. Об учете влияния увловений отвесных линий 
при топографичесвих и инженерно-геодезических работах 

'Уклонения отвесной линии при съемочных работах вообще могут не учи­
тываться. При топоrраt!Jических работах возникает необходимость считаться 
с уклонениями, когда в качестве опорных используются астрономичес:кие 

пункты. Рассмотрим обстоятельства, которые возникают в этом случае. 
Пусть на планшете топографической съемки даны в :качестве опорных два 

· астрономических пункта; для простоты положим, что они расположены на 
одном меридиане. Расстояние s между этими пунктами на поверхности при­
ВЯтоrо референц-эллипсоида как основа для развития съемочного обоснования 
определится по формуле 

(69.п 

rде В 1 и В 2 - геодезические широты указанных двух пунктов, которые в дан­
ном случае неизвестны. 

Имея в виду, что 
В-=ср-6, (69.2). 
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,и подставляя в (69.1) вместо геодезических широт В 1 и В 2 их значения согласно 
-(69.2), получаем 

(69.3) 

Если слагающие уклонений отвесных линий в меридиане s 1 и s 2 неиз­
вестны, то использование астрономических широт вместо tеодезических по 

,формуле (69.1) вызывает ошибку в расстоянии s, равную 

;~ -~; 
~-М. (69.4) 

Величина ( 51 - 6 2), представляющая собой изменение слагающих укло-
· нений отвесных линий, в границах трапеции карты масштаба 1: 100 ООО нередко 
может достигать значения 5-6". В горных районах, а также в отдельных рай­
онах со спокойным рельефом величина ( s 1 - 6 2) может иметь значительно 
большие значения (см. примеры § 73). 

Полагая ( s1 - 52) = 5 ", получаем ошибку во взаимном положении астро­
номических пунктов, равную 150 м. Таким образом, при s = 30 км относи­
тельная ошибка расстояния, вычисленного по астрономическим координатам, 
составит 1 : 200. Отсюда следует, что при указанном расстоянии между астроно­
мическими пунктами последние не могут контролировать ходы съемочного 

обоснования - теодолитные и тахеометрические ходы и фототриангуляционные 
ряды, точность проложения которых характеризуется меньшими относитель­

ными ошибками. При увеличении расстояния между астрономическими пунк-
. тами относительная ошибка в их взаимном положении будет становиться 
меньше. Так, при s = 100 км относительная ошибка расстояния, определенная 
по астрономическим координатам, будет равна около 1 : 700. В этом случае 
астрономические пункты уже имеют известное контролирующее значение 

и могут быть использованы как опорные для увязки простейших ходов съемоч­
ного обоснования - тахеометрических ходов, фототриангуляционных рядов. 
Поэтому расстояния между астрономическими пунктами как опорными для 
топографической съемки не должны быть меньше 70-100 км. Но все же ошибки 
в положении точек съемочного обоснования относительно опорных астрономи­
ческих пунктов будут достигать значения порядка 100 м. Поэтому астрономи-
·ческие пункты могут служить геодезическим обоснованием только для тех 
топографических съемок, которые не предназначены для использования при 
детальных инженерных изысканиях и составлении технических проектов 

объектов промышленного строительства. Именно астрономические опорные 
пункты используются как основа для съемок с целью общего топографического 
изучения территории и создания топографических планов, для разработки 
,общих предварительных проектов строительства, эксплуатации природных 
ресурсов и т. п. 

В труднодоступных районах при создании карты масштаба 1 : 100 ООО 
выполнение геодезических работ встречает большие затруднения. В этом случае 
. определение опорных пунктов астрономическими методами имеет большие орга­
низационные и экономические преимущества перед геодезическими. Ошибка 
даже в 150 м во взаимном положении опорных пунктов, если они расположены 
на расстоянии 100 км, будучи равномерно распределенной на указанном про-

. тяжении, не вызовет графически заметных ошибок во взаимном расположении 
(Контуров в любой отдельно взятой части трапеции масштаба 1 : 100 ООО. 
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. t .,11. Методы картографирования отдельных районов СССР предусматривали 
;;1!:·!1:,'!Оответствующее использование астрономических пунктов в качестве опорных, 

. }.:г,оnределяемых на расстоянии от 80 до 120 км, между которыми развивается 
:}<фототриангуляция. Такое использование астрономических пункто! возможно 
: · • районах с достаточно медленными изменениями уклонении j отвесных 
~ний. 

Однако изменения уклонений отвесных линий неизвестны без специального 
1tаучения района. Поэтому при использовании астрономического метода обосно­
tWания топографических съемок необходимо предварительно провести грави­
J&етрические работы, чтобы определить изменения уклонений отвесных линий. 
tИо, помимо этих изменений, уклонения отвесных линий имеют некоторую 
.nостоянную, систематическую часть для всего района съемки, которая, согласно 
·{69.3), не влияет на взаимное положение пунктов. Но она вызывает смещение 
i:IIOeX пунктов на некоторую постоянную величину, в результате чего рамки 

· ~'Ъемочной трапеции оказываются соответственно смещенными на местности. 
·iта систематическая часть уклонений отвесных линий зависит от многих причин 

. ,., :ь первую очередь от ориентировки референц-эллипсоида и может достигать 
41амет.ных размеров - 10" и более. Поэтому, если координаты опорных астроно­
·~tических пунктов не исправлять поправками за уклонения отвесных линий, 
'1'0· при стыке планшетов съемок, выполненных на основе астрономических 
пунктов и пунктов государственной триангуляции, могут иметь место значи­
dеJiьные расхождения контуров по рамкам трапеций. 

Ошибки самих астрономических наблюдений малы по сравнению с вли­
W&ием уклонений отвесных линий; поэтому, говоря о точности опорных астро­
·,юмических пунктов, главным образом приходится иметь в виду неучтенное 
11nияние уклонений отвесных линий. 
ii,, · Наилучшее решение задачи по использованию астрономических пунктов 
{как опорных при съемке) при отсутствии опорной геодезической сети - свое-
1\J)еменная постановка гравиметрических работ и вывод уклонений отвесных 
kimий с последующим исправлением астрономических координат по формулам 
~63.1). При этом следует иметь в виду, что ошибки поправок, выводимых из 
,11равиметрических наблюдений, в зависимости от района и густоты гравиметри­
:,~ских пунктов обычно колеблются от 0,5 до 2" . 

. . ~ · В практике может возникнуть необходимость выполнения топографических 
работ и более -крупного масштаба, чем 1 : 100 ООО, в районе, значительно уда­
ленном от государственной опорной геодезической сети. В этом случае, если 
по условию задания не представляется возможность осуществить связь с госу-

, ,Аарственной опорной геодезической сетью, приходится развивать опорную сеть 
-с местным началом координат. При таких обстоятельствах целесообразно для 
,установления координат начального пункта выполнять астрономические опре-

. •ления широт, долгот и азимутов, хотя бы на одном, а лучше на нескольких 
аувктах, и после осуществления геодезических связей между ними устанавли-
11ать для одного из таких пунктов исходные координаты и азимут. Если в таком 
,районе имеется гравиметрическая съемка хотя бы в радиусе нескольких сотен 
'1tилометров, то целесообразно ее использовать для приближенного вывода укло­
"11евий отвесных линий и последующего исправления астрономических коор­
Ьват. 

'· Использование астрономических данных для определения системы коорди­
tlат и ориентировки локальной опорной геодезической сети позволит с мень­

, ~ими затруднениями в дальнейшем и большими удобствами использовать 
))еаультаты топографо-геодезических работ в общегосударственных целях. 
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Что Rасается влияния уRлонений отЕесной линии и учета действительного 
гравитационного поля Земли в инженерно-rеодезичесних работах, то надо 
иметь в виду, что быстрое развитие науни и техники, наблюдающееся в совре­
менный период, резRо изменило масштабы инженерно-строительных сооруже­
ний и обусловило повышенные требования R точности и объему геодезических 
работ, необходимых для проектирования и строительства этих сооружений. 
И если при прежних формах, масштабах и габаритах сооружений инженерно­
геодезические работы представляли собой измерительные действия, напра­
вленные, по существу, на решение чрезвычайно прос1ых по идее, чисто геометри­
ческих задач, притом обычно на плоскости, то сейчас становится необходимым 
в ряде случаев, при строительстве современных крупных сооружений, учиты­
вать влияние соответствующих элементов гравитационного поля Земли. 

Современное строи1ельство больших гидротехничесних сооружений, свя­
зс1.нных с созданием или использованием водоемов большого протяжения, 
требует учета непараллельности уровеввых поверхностей. При выполнении 
геодезических работ, связанных с nроложением тоннелей значительного про­
тяжения в горных районах, необходимо учитывать аномальные влияния, вы­
званные притяжением масс горного рельефа. В последнее время выявилась 
необходимость достижения точности конечных результатов инженерно-геодези­
ческих работ на один порядок выше, чем ранее, например при установке магни­
тов при строительстве больших ускорителей (синхрофазотронов). При опре­
деленных условиях некоторые редунции, считавшиеся ранее пренебрегаемыми, 
уже должны учитываться. 

Общее указание по учету гравитационного поля Земли при выполнении 
точных инженерно-геодезических работ состоит в том, что необходимо анали­
зировать величины реду1щий и учи'Iывать их, сообразуясь с условиями задания,_ 
особенностями техники исполнения изме:рений и, конечно, гравиметрической 
характеристикой района работ. 

В среднем для всей Земли уклонения отвесных линий составляют величину 
порядка ± 4 ". Однако в отдельных районах и при не вполне удачно выбранном 
референц-эллипсоиде они достигают нескольних десятков секунд. Значитель­
ные уклонения отвеса наблюдаются не тольно на территориях горного типа,. 

но и в районах со спокойным и равнинным характером рельефа. Это надо учи­
тывать при использовании астрономических пунктов в качестве опорных точек 

для топографических съемон. 

§ 70. Тоnог11афичесние и топографо-изостатические. 
уRлонения отвесной линии 

Изложенный выше метод позволяет с необходимой точностью вычислять 
уклонения отвесной линии по результатам измерений; при этом ошибки опре­
деления зависят от полноты и точности самих измерений. Но может оказаться, 
что один из видов измерений, например гравиметрические определения соот­
ветствующего радиуса в районе геодезических работ, отсутствует. В этом случае, 
поскольку уклонения отвесных линий вызываются неравномерным распре­
делением масс в наружном слое Земли, естественно предположить, что непосред­
ственная причина у:клонений - притяжение избыточных масс на материках 
и недостаточность притягивающих масс в о:кеанах. Но изменчивость внешних 
форм Земли - не главная причина у:клонений отвесной линии; та:ковой является 
изменение плотностей пород, образующих земную :кору. Тем не менее формы 
на ружноrо рельефа Земли о:казывают известное -елияние на зна:к и величину 
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}рлонений отвеса. Поэтому первоначально получим формулы для вычислений 
,;.t уклонений отвесной линии, вызванных влиянием только внешнего топографи­
ческого рельефа, предполагая плотность вещества его одинаковой. 

, Пусть имеем некоторую точку А на земной поверхности. Если бы окружа-
:ющая ее местность по рельефу совпадала с уровенной поверхностью точки А 
(равнина, плоскогорье),·. то, очевидно, влияние топографического рельефа 

_) отсутствовало бы. 
· Но т~чку А окружают некоторые формы рельефа, не совпадающие с уро-

венной поверхностью, например горы, имеющие значительные высоты над 

уровнем океана, или впадины, имеющие отрицательные высоты. Притяжение 
атих масс сказывается на направление отвесной линии. Определим величину 
этого влияния. 

- Возьмем в окружающем точку А рельефе в некоторой точке В элементарный 
объем d-r:, имеющий плотность б (рис. 129). Тогда элементарная масса dm этого 
объема получится 

dm =8 dт. 

Сила притяжения dF в точке А, вызванная массой dm, будет 

dF =f о dт 
r2 

(70.1) 

(70.2) 

Горизонтальная составляющая силы dF O определится 

fo dт 
dF O = dF cos v = ~ cos v. (70.3) 

Проекция горизонтальной составляющей dF O на меридиан выразится 

о dт 
dF х = f -,,- cos v cos А, (70.4) 

r-

rде А - азимут направления с точки А на точку В. 
Принимая во внимание, что 

и 

h 
tg v=­

ro 

r2 = r~ + h2 

выражение (70.4) примет вид 
г " 

о dт / r ~ 
dFx=f---11 ° cosA. 

r~ +h2 V r~ +h2 

Составляющая силы притяжения рельефа в меридиане получится 

cos А r dr dA dh 
2 1 h2 о о ro т 

или 

F = fб jil J J cos А dr0 dA dh 
х r ( h2 ) з / 2 • о 1+-

r2 
о 

(70.5) 

(70.6) 

(70.7) 

(70.8) 

(70.9) 
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h 
При h малом по сравнению с r 0 можно принять - = О и последнее выра­, 

жение примет вид 

F х = fб s s 5 ~: 0 
cos AidA dh. (70.10), 

Вычисление Fx по формуле (70.9) или (70.10) производят методом числен­
ного интегрирования. Для этого вообразим вокруг точки А (рис. 130) вер­
тикальные цилиндрические поверхности разных радиусов А Ь, Ас, Ad и т. д. 
и вертикальные плоскости Аа 1 , Аа2 , Аа3 и т. д., составляющие с направлением 
меридиана азимуты А 1 , А 2 , А 3 и т. д. Таким образом, окружающая точку А 
:местность разобьется на призмы. Высоту h каждой призмы будем считать по­
стоянной. Для определения притяжения какой-либо призмы, например а, В, 
у, б, очевидно необходимо вычислить ин- :с 
теграл (70.9) или (70.10) при пределах 
интегрирования Ап_ 1 и Ап, соответ­
ствующих азимутам направлений Аа 2 и 
Аа3 и ri и rk, соответствующих радиусам 
окружностей ii и kk. 

в 
r dr 

А~ 
_.,/ Го 

Рис. 129 

к 

У1 bcde f g '7 

Рис. 130 

k 

В результате интегрирования (70.9) получим притяжение Fx взятой призмы 

Интегрируя (70.10), получаем 

Fx=fбh(sinAп-sinAп-1)ln ;: • 

Продолжим вывод, взяв за исходное выражение (70.10). 

(70.11) 

(70:12) 

Подберем азимуты радиальных плоскостей и радиусы цилиндрических 
поверхностей таким образом, чтобы 

(sin Ап - sin Ап_1) =пост.= L } 

ln .!.!!:.._=пост. = К · 
ri 

(70.13) 

Тогда выражение для Fx примет вид 

(70.14) 
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Составляющая притяжения, располагающаяся в плоскости меридиана 

лежащих к северу от точки А, которую обозначим FГ], будет 

(70.15) 

тде ~hп - сумма высот всех призм, лежащих к:северу от точки А. 
(( Аналогичное действие F~ призм, лежащих к югу от точки А, будет 

· .:J•де ~ hs - сумма высот призм, лежащих к югу от 
.. J;;; Суммарное притяжение в плоскости меридиана вы­
r~вится так: 

1 
FNs = f8oKL {~ hN-~ hs) f. (70.17) 

От притяжения в меридиональном направлении F N s 
окружающего точку А рельефа перейдем к составляющей 
;;'уклонения отвесной линии в плоскости меридиана, вы­
·iванной этим притяжением. Обозначим это уклонение 
ntepeз S1· 
'fi. На рис. 131: AN - прое1щия на плоскость меридиана 
ваправления отвесной линии без учета влияния топогра­
фического рельефа. Это влияние представляет собой до­
полнительную горизонтальную слагающую уклонения 

:i)Твесной линии в меридиане, которая очень мала по 
rfРавнению с влиянием притяжения всей Земли. Под 
'влиянием силы FNs, направление отвесной линии А /v 
JIВМенится и пойдет по равнодействующей AN 1 . -У гол 
NAN 1 = s1 и будет выражать влияние топографичеl;кого 
ееиио отвесной линии в меридиане в точке А. 

Притяжение Земли F O выражается формул(jй 

F 4 fR з . /_; о 4 / 1·. R 
о = 3 Jt о -::Z =-- 3 }оЛ о, 

/, о 

точки 

А 

(70.16) 

А. 

Уро!Jен· 
(,,5 ная 

по!Jерх-
1-1ость 

N N1 

Рис. 131 

рельефа на укло-

(70.18) 

rце R 0 - радиус Земли в километрах, D0 - средняя плотность Земли. 
Тогда по малости угла s 1 имеем 

р 
'i:" __ NS р" 
<:,1---

Ро 

' 1J1.ли, принимая во внимание (70.17) и (70.18), 

s~= fбoKLJ~h-~--~h8 } р" 
Т fDonRo 

i'йли 

(70.19) 

(70.20) 

(70.21) 
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3 " так как 4 :Ro = 0,00773. Формулу -для [влияния рельефа на слагающую 
в первом вертикале получим аналогично 

где 

L1 == пост.= cos Ап - cos Ап-1, 

(70.22) 

(70.23) 

~ hE и ~ hw - суммы высот призм, расположенных соответственно в восточ­
ной и западной частях от меридиана точки А. 

Для вычисления влияний масс рельефа на уклонения отвесных лию1й по 
формулам (70.21) и (70.22) используется специальная диаграмма - палетка 
и выполняется численное интегрирование, подробно разобранное в § 66. При 
вычислениях плотность земной коры в среднем можно положить с\ = 2,7; 
плотность Земли D O = 5,52. 

Значения h для возвышенностей будут положительными, а для впадин 
(например, морей) - отрицат~зльными. В последнем случае необходимо учиты­
вать и массу воды. 

Полученные формулы (70.21) и (70.22) соответствуют случаю, когда h 
мало по сравнению с r. При определении влияния ближайшего к точке А рель­
ефа, при наличии значительных возвышений и обрывов в районе расположения 
точки А следует исходить из формулы (70.11). В этом случае влияние отдельной 
призмы на составляющие отвесной линии выр:1зится для s 

3 60 h . . rk+Vr:+h2 ) 

Лs =тт-л!l(sшАп-SШАп-1)ln v-- 1 
о о ri+ r;+h2 1 

и аналогично для 'У) __ _ 

3 60 h rk+ Vr:+h2 t 
Л'У)=-4 -D -R (cosAп-cosAn_1)ln v--

o л о r. , r2 , h') J 
i т i -, ~ 

(70.24) 

или, полагая в (70.19) F O = у, 

,, "р" . . rk+Vr:+h2 l 
Лs = - / hб0 (sш А п - sш А11_ 1 ) ln ----------

'\' ri+Vr; +h2 }. 

р" rk-t-Vr:+h2 1 
Л У)" =- - jh80 ( cos А11 - cos An-1 ) ln v-- 1 

'У r i + r f + h2 J 

(70. 25) 

Но попытки применить формулы вида (70.25) для вычислений уклоненпn 
отвеса не дали ожидаемого результата. Выявилось, что вычисляемые по внеш­
нему рельефу Земли уклонения отвеса в районах с крупным горным рельефом. 
в несколь:ко раз больше уклонений, получаемых по результатам измерений. 
Впервые с этим фактом столкнулись англичане при обработке материалов. 
астрономо-геодезических измерений в Индии. Можно было ожидать, что в Ин­
дии, на севере которой расположены массивы мощной и обширной системы Ги­
малайских гор, а на юге находится Индийский океан с большими глубинамиr 
должны быть большие уклонения отвесной, линии. Но в действительности это 
предположение не подтвердилось. Так, например, на пункте Rалиана, распо­
ложеппом на севере Индии, вблизи подножия Гималайского хребта, аетроно-
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·::мо-rеодезич:еское уклонение, полученное из измерений как ер - В, оказалось 
равным ±5,2"; значение же уклонения отвеса за притяжения Гималайских гор, 
-вычисленное по формулам (70.25), оказалось ±27,9". Еще более это несоответ-
-ствие проявляется вдоль береговых линий океанов, если к ним примыкают 

. районы с горным рельефом. Если, например, на берегу океана расположены 
горные образования с высотами -800 м, а глубина океанического дна равна 
4000 м, то для такого внешнего рельефа Земли для береговой полосы по форму­
лам (70.25) получаются уклонения отвеса величиной порядка 30-40", в то 
JJремя как фактически, по данным измерений, его величина, как правило, ко­
леблется в пределах 5-8". :Картина изменений уклонений отвеса в общем хотя 
и соответствует рельефу, но получается сильно сглаженной. Для объяснения 

А 

s 

Рпс. 132 

:этого явления была выдвинута г и п о т е з а и з о с т а т и ч е с к о й к о м -
11- е нс а ц и и, ил и г и п от е з а из о ст а з и и* (рис. 132). 

Схем гипотез изостазии несколько; изложим в общих чертах гипотезу, 
предложенную в середине XIX в. англичанином Джоном Праттом. 

~огласно этой гипотезе, масса вертикальных блоков земной коры с равными 
основаниями одинакова и постоянна в любой части Земли. Блоки, и меющие 
:меньший объем и соответствующие впадинам земной поверхности, должны иметь 
-большую плотность и, наоборот, блоки, имеющие большой объем и соответ­
,ствующие возвышенностям на материках, должны иметь меньшую плотность. 

Иначе говоря, р а з л и ч и е в о б ъ е м а х таких блоков к о м п е н -
,с и Р У е т с я соответствующим и з м е н е н и е м п л о т н о с т е й в е -
1Ц ест в а, из которого они состоят. 

Подобная компенсация происходит в пределах постоянной глубины зем­
ной коры Т, ниже которой располагаются слои одинаковой плотности. Поверх­
&ость, выше которой происходит указанная компенсация и давление на которую 
Расположенных выше слоев одинаково и постоянно, называется n о в е р х -
в о с т ь ю и з о с т а з и и, или n о в е р х н о с т ь ю и з о с т а т и ч е -

· е R ой к ом пен с а ц и и. Очевидно, веса столбов наружного слоя Земли 
над поверхностью изостазии, имеющих равные основания, одинаковы и по­
стоянны. 

На рис. 132 показаны три столба А, В, В, имеющие в основании одинаковую 
площадь. Столб А соответствует некоторому району, в котором поверхность 
геоида проходит вблизи земной поверхности; столбы В и В - океанической 

• Изоставия - греческое слово, означающее равновеспе. 
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впадине и возвышенности на материке. По гипотезе изостазии столбы А, В, В, 
расположенные выше поверхности изостазии S S, должны иметь одинаковую 
массу. Разница в объемах этих столбов номпенсируется t:,~:()ту~nтствующим раз­
личием плотностей пород. составляющих эти столбы. Если плотность cтo:1f5::i А,. 
имеющего некоторый средний объем, обозначить через б, то плотность столбов: 
Б и В будет б + Лб и б - Лб соответственно. 

Следовательно, основное уравнение гипотезы Пратта для всех частей 
земной коры имеет вид 

l\ (Т + hi) =пост.= а, (70.26} 
где hi - высота точRи i. 

Если взять два· столба 1 и 2, то 

61 т+h2 
°6; = T+h1 

( 70.27}' 

Следовательно, согласно данной гипотезе, п л о т н о с т ь о т д е л ъ -
ных участков земной коры обратно пропорцио­
н а л ь н а и х т о л щ и н е. 

Для определения постоянной в уравнении (70.26) возьмем точку, имеющую 
h = о. 

Тогда 
б0Т =пост.= а. (',0.28) 

По геофизическим данным, б O - средняя плотность земной коры равна 
2,67. Поэтому 

(70.29;• а= 2,67Т. 

Глубина изостатической поверхности должна быть получена из опытных 
данных. Поясним в самых общих чертах путь ее определения. Принципиально 

I П Ш он состоит в выборе такой глубины компенсации 
а'"""..,.,.,.,..,.,.,,,.,. Т, при которой наилучшим обра3ом согласовы-
h вались бы непосредственные наблюдения с ре-
Ь l'"""-'-'"'"+--r----.:~~-=-=:r-т- зультатами вычислений, основанных на гипотезе 

8 т 

с 

Рис. 133 

t изостатической компенсации. 
J;C-----+-<- Допустим, что в каком-либо районе имеются 

8 совмещенные астрономические и геодезические­

пункты, для которых, следовательно, легко вы­

числить уклонения отвесной линии. Теперь, при-
нимая гипотезу изостазии, вычисляем уклонения 

отвесных линий для этих пунктов при ра3ных 
глубинах изостатичес:кой компенсации Т. Оче­
видно, 3а глубину поверхности изоста3ии следует 

принять то 3начение, при котором вычисленные уклонения отвесных линий 
окажутся наиболее близкими :к определенному их значению из астроном:о-гео­
дезических измерений. Аналогично можно определить глубину поверхности 
изостазии, если известны для ряда пунктов измеренные значения силы тяжести. 

Определяемая таким путем величина Т получается равной примерно 100 км. 
При выводе размеров эллипсоида R.расовсRого для части астрономо-геодезиче­
ской сети уклонения отвесной линии определялись на основе гипотезы изоста­
зии Пратта; при этом глубина изостатической компенсации принята 96 :км. 

Применение изостатического метода для вывода уклонений отвеса в этом 
случае было вызвано отсутствием веобходимых гравиметрических данных. 
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Изложим один из методов вывода уклонений отвесных линий, основанныw 
использовании гипотезы изостазии П ратта. 

1 
Представим себе три столба, имеющие одинаковую площадь в основании 

· и построенные между поверхностью изостатической компенсации и физической 
веиной поверхностью (рис. 133). Первый столб соответствует материку, второй­

. поверхности, для которой высота h равна нулю, и третий - океанической 
JJiадиве. 

Положим, что плотность пород, расположенных над уровнем моря, везде 

одинакова и равна б O = 2,67. Тем самым принимаем, что массы гор компенси­
руются только в той части столба, которая расположена ниже уровня моря, 
т. е. от Ь до с. Такое исходное положение гипотезы соответствует следующей 
ф:р:зической трактовке: те массы, которые возвышаются над уровнем моря, 
в~винуты из глубины Немли; они образуют излишек, который в точности равен 
ведостатку, образовавшемуся внизу - ниже уровня моря. Поэтому вес стол­
бов остается прежним и земная кора находится в равновесии. 

, В таком случае основное уравнение гипотезы изостазии примет несколько, 
ийой вид, чем в (70.28), т. е. 

бТ +б0h =пост.= а, (70.30) 

rде б - плотность пород и столба ниже поверхности, для которой h = О. 
Заменяя а, согласно (70.28), получаем 

бТ + б0h = о 0Т, ( 70. 31) 
откуда 

(70.32} 

,_ Обозначим (6 0 - б) через -Л; очевидно, это будет недостаток плотности 
в~кной коры, компенсирующий верхние массы в высоте столба от а до Ь. 

Перепишем (70.30), положив 

6 = 60 -(<\-б) = б0 + Л, 
б0Т + б0h + ЛТ =пост.= а. 

(70.33) 

(70.34) 

Первые два члена полученного выражения соответствуют некомпенсиро-
. вав:ной земной коре. Поэтому изостатичеоки уравновеm~нную земную кору 
можно рассматривать как однородную массу плотности б 0 , в которой дополни­
_тельно равномерно размещено (ниже уровня моря) вещество отрицательной 
~щотности Л. 

Заменяя в (70.34) постоянную а, согласно (70.28), получаем 

h h 
Л=-т<\=-2,67у• (70.35) 

Последнее выражение определяет плотность этой добавочной отрицатель­
lJОЙ массы. 

Для третьего столба - океанической впадины - уравнение изоставии. 
lllleeт вид 

б (Т- t) + 1,03t = б0Т, 
rде t - глубина океана, 1,03 - плотность морской воды. 

1. Ив (70.36) получаем 
б = боТ -1,ОЗt 

T-t - • 

(70.36) 

(70.37) 
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Разноеть ( б - б 0) = Л выражается 

Л=О-Оо= (оо-1.ОЗ)t~ = 1.64t • 
T-t T-t 

(70.38) 

Из уравнения (70.37) можем написать 

00 (T-t) + 1,03t + (б-б0)t(Т-t) = б0Т, (70.39) 

·откуда следует, что компенсированную земную кору под океаном можем рас­

сматривать как вещество, имеющее нормальную плотность б 0 , к которому при­
бавлено вещество с массой Л = б - б о· 

Из изложенного следует, что для вычисления изостатического уклонения 
отвесной линии необходимо вычислить влияние на уклонение отвесной линии: 

а) топографического рельефа по формулам (70.25), 
б) компенсирующих масс части земной коры, расположенной между уров­

нем океана и поверхностью изостатической компенсации. 
Сумма полученных таким образом величин и будет изостатическим уклоне­

нием отвеса. 

Влияние некоторой призмы топографического рельефа на уклонение отвес-

ной линии, согласно (70.24), выражается формулой (при ;~ = О). 

л't" 3 р"оо h ( . А . А ) l rk 
1::,r,=-4 -R D- Slll п-Slll n-l n-. 

:rt О О Ti 
(70.40) 

Аналогично можно вычислить и влияние компенсирующих масс, если 

вместо h взять величину глубины компенсации Т (для океанов - расстояние 
от дна до изостатичес'Кой поверхности - ( Т - t) ), а вместо б - плотность до­
бавочной компенсирующей массы Л. Вследствие значительности Т для вычисле­
ния влияния компенсирующей массы Л sc следует принять полную формулу 
(70.24) как более точную, в данном случае принимающую вид 

з r" лт . . rp+Vrk+т; 
Лsс = -г -Г ~ (sш А п - sш А п-~) ln -----:===- • (70.41) 

с* п о о r i + V r i + т2 
Но, согласно (70.35), 

ЛТ=-hб0, 
:поэтому 

3 р" о rk+ Vr:+ Т2 
Лsс = - 4 пR Doo h (sin Ап -sin Ап_ 1) ln 

ri+Vr;+т2 
(70.42) 

Из сопоставления (70.42) и (70.40) получаем 

rk+ Vrk+т2 
ln---~~~~~ 

ri+ Vr; +т2 
(70.43) 

Обозначая 

(70.44) 
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1 

1 · 

получаем окончательное выражение для влияния на уклонение отвесной ли-· 
нии колонны I, как суммы влияний топе, графического рельефа и внутренних 
компенсированных масс ее 

Л~изост = л~ т + Лsс = F Лs Т• (70.45) 

Суммируя влияние отдельных блоков, как это сделано при выводе формул 
(70.20), получаем значение изостатического уклонения отвесной линии в ме­

. рид:иане 6изост• 
'Уклонение отвесной линии в плоскости первого вертикала вычисляется 

аналогично. 

Если бы принятая схема гипотезы соответствовала действительности, то 
·вычисленное значение sи~ост было бы равным реальному уклонению отвеса 
в данной точке. 

Гипотеза изостазии, следуя примерно тому же ходу рассуждений, может 
быть использована и для вычисления изостатических аномалий силы тяжести. 

Как видно, гипотеза Пратта чрезвычайно проста, что делает ее наиболее 
удобной для вычислений. Этим объясняется, по-видимому, тот факт, что глав­
ным образом гипотеза Пратта использовалась в задачах геодезии. 

Гипотеза изостазии, особенно простейшая схема ее, изложенная выше, 
вызывает и некоторые критические замечания и возражения. Так, например" 
она чрезвычайно схематична, в ней игнорируются значения сил сцепления и тре­
ния; существует ряд районов, где изостатическая компенсация отсутствует 
:и т. д. 

Имеются более сложные схемы построения гипотезы изостазии, в которых 
исключаются отдельные возражения. Так, например, в гипотезе Эри, появи­
вшейся почти одновременно с гипотезой Пратта, предполагается, что земная 
кора всюду имеет одинаковую плотность. Отдельные части земной коры плавают 
в мантии и погружены в нее тем больше, чем больше их высота над уровнем 

· океана. Погруженная в мантию каждая rлыба по закону Архимеда вытесняет 
массу мантии, равную массе всей этой глыбы. 

По гипотезе Венинг-Мейнеса, земная кора имеет двусторонние прогибы 
' в горных районах (вверх и вниз), вследствие чего изостатическая компенсация 
осуществляется в региональном масштабе в пределах всего района, а не на от­
дельных малых частях, как это должно быть по гипотезе Пратта. 

Однако при использовании различных гипотез в геодезических целях не 
получается существенных изменений во влиянии на результаты геодезических 

, измерений. Это естественно, так как при любой схеме гипотезы сохраняется ее 
о~новное условие - постоянство массы в вертикальных колоннах земной коры 
выше поверхности изостатической компенсации. По существу, предложенные 
разными учеными гипотезы изостазии отличаются между собой допускаемыми 
закономерностями в распределении притягивающих масс земной коры в отдель­
ных ее вертикальных колоннах. 

В настоящее время считается, что гипотеза изостазии в большинстве гео­
логических районов согласуется с выполненными геодезическими и гравимет­
рическими измерениями, что компенсация плотностей вещества в вертикальных 
Столбах земной коры в целом существует, а давление земной коры на некоторой 
rлубине в большинстве исследованных районов примерно постоянно. Иначе 
rоворя, имеющиеся фактические данные подтверждают в целом существование 
изостазии, т. е. равновесия масс в земной коре. 

В связи с большим развитием, которое получили гравиметрические работы, 
rиnотеза изостазии перестает играть существенную роль в решении задач 
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высшей геодезии, которое сейчас може1 уже осуществляться на основе точных 
измерений и строгой теории; гипотеза же изостазии все еще остается пока гипо­
тезой, хотя и согласующейся в среднем с данными наблюдений. 

Изостазия или изостатическая компенсэция масс в некотором поверхност­
ном слое Земли - одна из важнейших особенностей строения Земли в целом. 

Гипотеза изостазии была предложена на основании геодезических данных; 
доказательство ее справедливости основано в первую очередь па анализе и на­

учной обработке результатов астронпм:о-rеодезических и гравиметрических 
работ, как и выявление отделLных райuнов, где гипотеза изостазии не получает 
подтверждения. Тем самым геодезия дает геофизике и геологии ценнейший фак­
тический материа.1 для дальнейшей разр11ботки теории о строении Земли и про­
никновения в тайны ее структуры и развития. 



Г JI а в а XI 
высоты 

§ 71. Общие сведения 

.'!\ . Высота точек земной поверхности Н - одна из координат, определяющих 
.~11t- tJпypy Земли и отдельные ее точки относительно исходной отсчетной поверх-
1~J1ости. Если геодезические координаты В м и Lм определяют положение проек­
~<>ции точки М на референц-эллипсоиде, то высота Нм определяет отстояние 
11.i точки М от эллипсоида по нормали к нему. Тем самым высоты всех точек ЗемJr:и 
··,"} оuределяют фигуру физической поверхности Земли относительно принятого 
~~( референц-эллипсоида. 

Кроме того, высоты необходимы для определения работы, совершающейся 
в·ри движении в гравитационном поле Земли. 

Разности высот точек земной поверхности, получаемые из нивелирования, 
~пределяют разность потенциалов силы тяжести между этими точками. Если 
известно значение потенциала W O в исходном футштоке, то в результате нивели­
рования легко вычислить значения потенциалов силы тяжести в соответству-

. l)ЩИХ точках поверхности Земли по известной формуле (58.18). 
Практическая роль, которую играют высоты, заключается в следующем. 
Высоты точек земной поверхности определяют рельеф, который необхо­

АIJИО изобразить на топографических картах. Точное значение разностей высот 
· .отдельных точек поверхности Земли совершенно необходимо для проектирова­
вия и строительства различных сооружений, для различных расчетов, в которых 
а.до учитывать положение точек в пространстве. 

Знание высот необходимо для вычисления редукций в непосредственно 
,,. аамеренные на земной поверхности величины (углы, базисы) при переходе на 
ttQерхность относимости, без чего не может осуществляться строгая матема­
J1111еская обработка геодезических измерений на эллипсоиде . 

. :·tf': Требования к точности определения высот в различных целях колеблются 
:\•:~ечень больших пределах, но многие из них весьма высокие, и они могут быть 
· '"t&,спечены лишь при теоретически строгом решении возникающих вычисли-

с }1t11ьных задач. Однако вопрос о точном вычислении высот точек Земли долгое 
\.мя не был решен с необходимой строгостью; только исследования и предло­
)88JIИЯ Молоденского внесли полную ясность в этот вопрос и дали строгое его 
,;;.:.:~ние. 
}t,,/ Из непосредственных измерений получаются р а з н о с т и высот точек 
/t,или. Поэтому для вычисления высот необходимо знать высоту точки, прини­
}fltемой за начальную или исходную. Примем, что высота начальной точки из-

. (~тна (см. главу XIII) . 
. ~~'/ Геодезические высоты Н принято получать из измерений как сумму двух 
},l!ааrаемых: расстояния от референц-эллипсоида до поверхности геоида, или 
/Ьаsиrеоида и расстояния от одной из этих поверхностей до соответствующей 
t;tояки поверхности Земли. 
i ,.ц Оба указанных выше слагаемых должны быть отрезками нормали к поверх­
'( ilteти референц-эллипсоида. Поясним это геометрически (рис. 134) и приведем 
rаавные и заключительные выводы, а подробное рассмотрение и доказательства 
тх выводов дадим в последующих параграфах этой главы. 

Из рис. 134 для геодезической высоты~точки М имеем: 

2t П. С • Закатов 

Hм=H!Jv.r+~f, 
Нм=Н'k+~м. 

(71.1) 

(71 2) 
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В формуле (71.1) HL_ - о ртом е три чес к а я высота и ~fl - вы­
сота точки М над поверхностью геоида. Именно при помощи этих величин до 
последнего времени вычислялись геодезические высоты. Исследования Моло­
денскоrо показали, что принципиально строго, без привлечения гипотез о внут­
реннем строении Земли, оба слагаемых правой части выражения (71.1) не могут 
быть вычислены. Зато могут быть вычислены точно оба слагаемых выражения 

(71.2) Н1 - н о р м а л ь н а я высота и ~м - а н о м а л и я в ы с о т ы, 
высота квазиrеоида над поверхностью референц-эллипсоида. Поэтому для вы­
числения геодезических высот Н в СССР в настоящее время применяется форму­

Рис. 134 

ла (71.2), предусматривающая ис­
пользование системы нормальных 

высот НУ и аномалий высот ~-
Расчленение высоты Н на два 

слагаемых вызывается практической 
необходимостью иметь высоты от 
уровня мор я. В системе орто­
метрических высот поверхностью 

уровня моря служит поверхность 

геоида; в системе нормальных высот 

роль поверхности моря играет вспо­

моrа тельная поверхность квани­

rеоида. 

Принятие поверхности <<уровня 
морю> в качестве отсчетной поверхно­
сти для высот, используемых на прак-

тике, имеет определенный физический 
смысл,который заключается в том, что за исходную поверхность принимается 
у р о в е н н а я или r о р и з о н т а л ь н а я поверхность или поверхность, 
весьма близкая к ней. Если не принимать во внимание непа раллельность 
уровенных поверхностей ( а это всегда возможно при изображении рельефа на 
топографических ка ртах и во многих случаях использования высотных данных 
для практических расчетов), то поверхность, проходящая через точки, имеющие 
одинаковые высоты № или flY, будет горизонтальной. Это вполне согласуется 
с общепринятыми представлениями о высотах точек Земли и рельефе ее поверх­
ности. Например, в пределах некоторой области (при таком выборе рабочей 
отсчетной поверхности для высот) точки, имеющие одинаковые высоты, могут 
практически считаться находящимися на одной водной поверхности (при ее 
спокойном состоянии). Преимущество такого выбора отсчетной поверхности 
практически состоит также в независимоети определения высот от референц-эл­
липсоида - его размеров и ориентировки. По указанным соображениям, в пу­
бликуемых каталогах приводятся нормальные высоты flY реперов и центров 
триангуляций *. 

Из сказанного следует, что при вычислении высот практически приходится 
иметь дело с двумя отсчетными поверхностями: 1) референц-эллипсоида для вы­
числения геодезических высот Н, определяющих по высоте точки земной поверх­
ности относительно поверхности относимости, и 2) квазиrеоида для вычисления 
нормальных высот, используемых в практических расчетах и показываемых 
на ка ртах при изображении топографического рельефа. 

* До введения системы нормальных высот приводились ортометрические высоты. 
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Для реше~ия научных и практических задач геопезии необходимо знать 
, ысоту Н, как сумму двух слагаемых НУ и ~' с непременным выделением зна·· 
· евий каждого из них для любой точки Земли. 

Теперь укажем способы их определения. 
Точно высоту нУ определяют методом геометрического нивелирования. 

лияние непараллельности уровенных поверхностей поверхности квазигеоида 
итывается по гравиметрическим данным. Метод тригонометрического ниве­
рования практически для точного определения высот непригоден вследствие 

·езнания коэффициента земного преломления в моменты измерений. 
Для вычисления аномалии высоты ~ принципиально могла бы быть при:м:е­

~"'•на формула (62.14), т. е. 
т 

~=т (71.з) 

'= 4л~R s (Лg + бg) S (ф} da. ( 71.4) 
а 

·,, 

i~тот :метод однако практически неприменим вследствие неполноты и незавершен­
сти мировой гравиметрической съемки, так 1шк интегрирование по форму-

е(71.4) необходимо производить по всей поверхности Земли. Rро:м:е того, даже 
ри наличии материалов мировой гравиметрической съемки, используя форму­
ы (71.3) или (71.4), мы получили бы высоты ~ относительно общего з ем -
о г о э л л и п с о и д а, а не от принятого р е ф е р е н ц - э л л и -
е о и д а. Поэтому аномалии высот определяют иначе - путем последователь-
оrо вычисления малых разностей аномалий высот ( ~п- ~п- 1} по выбранным про­
илям, аналогично тому как определяют высоты при геометрическом нивелиро­

вии. Эти разности определяют особыми методами а с т р о н о м и ч е с к о г о 
а с т р о н о м о - г р а в и м е т р и ч е с к о г о н и в е л и р о в а н и я. 

н и при выводе уклонений отвесных линий, наилучшее решение задачи по 
ределению аномалий высот ~ дает метод астрономо-гравиметрического ниве­
_ рования, основанный на совместном использовании результатов астроно-
~геодезических и гравиметрических измерений. 

Геодезические высоты Нм без выделения слагаемых нУ и ~ можно получить 
метричес1ш, т .. е. только по астрономо-геодезическим измерениям. 
Действительно, пусть заданы как исходные два пункта: А (ВА, LA, Нл) 

д (Вв, Lв, Нв). "Указанные в скобках координаты определяют положение 
ух пунктов относительно поверхности референц-эллипсоида. Представим себе, 
о земная поверхность покрыта пунктами триангуляции, на которых произве­

вы измерения горизонтальных направлений и зенитных расстояний на смеж­
,_ е пункты. Допустим, что на каждом пункте также определены астрономиче­
:•:кие координаты ер и 'А. Тогда для пунктов триангуляции легко получить соста­
;яющие уклонений отвесных линий s и 11 по формулам (65.17). 
, Теперь от измеренных зенитных расстояний перейдем к геодезическим 
о6f)~рмуле Z = Z + (Z - z}. Поправка (Z - z) = s cos Ат + 11 sin Ат (см. 

Вычисляя превышения пунктов триангуляции по полученным таким обра-
. :М Z (по формулам тригонометрического нивещ1рования) и используя извест­

высоту начальной точки А, получаем г е о д е з и ч е с к и е в ы с о т ы 
:всех пунктов триангуляции. Иначе говоvя,. IЩ основании измерений только 
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геометрических элементов определится поверхность Земли относительно при­
нятого референц-эллипсоида. 

Практически такой путь изучения фигуры Земли неосуществим с до ста точ­
ной точностью вследствие ошибок в измерении вертикальных углов, вызванных 
действием вертикальной рефракции. 

Могут быть предложены и другие схемы геометрического метода изучения 
физической земной поверхности. Однако практически все они уступают по точ­
ности, или по затратам труда методу, основанному на использовании формулы 

Нм=НL+~м. 

§ 72. Системы счета высот 

Rак отмечено, для точного определения разности высот точек поверхности 
Земли применяется метод геометрического нивелирования, основанный на ис­
пользовании горизонтального луча визирования, т. е. луча, направленного 

по касательной к уровенной 
поверхности в точке наблюде­
ния. Положение этого луча 
определится при помощи 

уровня, фиксирующего каса­
тельную как перпендикуляр­

ную к направлению силы тя­

жести, т. е. отвесной линии в 
данной точке. Разность высот 

Рпс. 135 между заданными точками в 
геометрическом нивелирова­

нии определяется как сумма превышений Лh между близкими точками по ходу ни­
велирования. В дальнейшем будем считать, что методы точного нивелирования 
известны, а ошибки полевых измерений отсутствуют. Лишь при рассмотрении 
вопросов о достаточной точности формул и необходимости учета малых попра-
вочных членов и редукций будут м kz 

приниматься во внимание сред- и - - - - - ---=-- - - - k- - w 
ние квадратические ошибки из- w - - - ~~-и 
мерений. 

Вследствие непараллельно­
сти уровенных поверхностей 
идеальная и простая схема гео­

метрического нивелирования, 

употребляемая на первой ста­
дии изучения этого метода и ил­

люстрируемая рис. 135, нару­
шается и становится сравни-

тельно сложной, требующей уче- Рис. 136 
та на каждой станции наблюде-
ний влияний эллипсоидальности Земли и неравномерного распределения 
плотности внутри ее. 

Действительная схема геометрического нивелирования показана на рис.136, 
на котором приведены обозначения: и0 - отсчетная поверхность, которую при­
мем за эллипсоид вращения; Мп - нормаль к этой поверхности, Mk - прямая, 
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раллельная касательной к поверхности и 0 • Пусть и - уровенная поверхность 
Ьрмалъноrо поля Земли, проходящая через точку нивелирования (горизонт 
струмента}, и Мп 1 - нормаль к этой поверхности. Если бы действительное 

· ,; авитационное поле Земли совпадало с нормальным, то направление отвесной 
нии совпадало бы с нормалью Мп 1 , а визирный луч представлял бы касатель­

. ю Mk 1 к поверхности и; в этом случае непараллельность уровенных поверх­

. ёетей выразилась бы в отсчете по рейке влиянием угла между Mk и Mk 1 • 

о вследствие влияния аномальных масс действительное направление отвесной 

', ии представляется направлением отрезка Мп2 , перпендикулярным к реаль­
.1 уровенной поверхности W; тогда действительное направление визирного 
· а с нивелирной станции определится направлением отрезка Mk 2 • как каса­
п;ьной к поверхности W, проходящей через станцию наблюдений. Если влия-
е непараллельности уровенных поверхностей и 0 и и, 'J'; е. угол между норма-

ми к ним Мп и Мп 1 , может быть учтено сравнительно просто, по одной из 
, рмул теории нормального потенциала силы тяжести, то влияние отклонения 
овенной поверхности действительного потенциала, выражающееся в отклоне­
действительного направления отвесной линии Мп 2 от нормалей Мп 1 или 

п, таким простым способом учтено быть не может, так как оно зависит от 
ом:ального распределения масс внутри Земли. П ри_рода этоrо отклонения тре­
ет дополнительных измерений на каждой установне нивелира для учета дей-
ительного направления визирного луча - измерения силы тяжести. 

; В принципе можно представить себе и другой путь определения угла между 
'са тельными к уровенным поверхностям, проходящим через начальную точку 
.точку наблюдения: если на каждой станции нивелирования получить астро-
ические и геодезические координаты, то надлежаще вычисленные уклонения 

есной линии и будут углом между названными касательными; однако такой 
ть вычисления поправок нереален. 

Следовательно, процесс геометрического нивелирования, простой по идее 
.. ервом приближении, существенно осложняется при более строгом его рас­
Ьтрении . 
. , Непосредственно измеряемые превышения нивелированием при помощи 
lвзонтального визирного луча, перпендикулярного направлению отвесной 
и, представляют собой превышения относительно плоскости, касательной 
овенной поверхности, проходящей через горизонт инструмента. Для полу-

ия превышения относительно отсчетной поверхности должна быть введена 
равка за непа раллельность этой уровенной поверхности и поверхности от-
имости, представляющая собой влияние угла между касательными к этим 
,ерхностям по линии нивелирования; эта поправка определяется по данным 

виметрических измерений. Таким образом, при определении разности высот 
ек земной поверхности производятся измерения превышений при помощи гори-
·.тального визирного луча и измерения силы тяжести вдоль нивелирного хода. 
'.Пусть на рис. 137 изображен профиль земной поверхности, пересекающий 
ку О, служащую началом счета высот. Из геометрического нивелирования 
бходимо определить высоту точки М. 
Пусть отрезки Лh - превышения, полученные из наблюдений на последо­
·пьных нивелирных станциях вдоль нивелируемой линии ОМ. Тогда сумма 
:вдоль выбранной линии даст некоторую величину, которую обозначим через 
, т. е. 

м 

Низм = Ii Лh, 
о 

(72.1) 
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или, приняв Лh за элементарное превышение dh, 
м 

Низм = S dh; 
о 

Н изм зависит от пути нивелирования. 

(72.2) 

Действительно, пусть от О к М нивелирование выполняется по двум пу. 
тям: 1) от точки О до К и от точки К по уровенной поверхности к точке М и 
2) от точки О вдоль поверхности геоида к точке М 1 и от точки М 1 к точке М. 

Нетрудно видеть, что в первом пути нивелирования величина Низм опре­
делится отрезком ОК, а во втором - отрезком ММ 1 , причем вследствие не­
параллельности уровенных поверхностей ОК =I= М 1М. Выбирая какой-либо 

Рис. 137 

иной путь нивелирного хода, получаем третье значение величины Н изм, не рав­
ное двум предыдущим. 

Если бы уровенные поверхности были параллельны, т. е. представляли 
собой концентрические сферы, то величина Н изм = ~ Лh представляла бы вы­
соту точки М как расстояние от М до геоида по нормали к последнему, т. е. до 
точки М 1 • Такое допущение возможно только в работах малой точности (техни­
ческое нивелирование, нивелирование IV и III классов) или в точных нивели­
ровках при очень малой протяженности нивелирного хода. 

'Указанная выше неопределенность в выводе высоты Н изм, т. е. зависимость 
значения высоты точки от пути нивелирования, недопустима в точных нивелир­

ных работах на значительной территории. 
Дальнейшая наша задача - изложение теории определения высот, учи­

тывающей непа раллельность уровенных поверхностей нормального поля Земли, 
влияния аномальных масс Земли и позволяющей однозначно определить зна­
чения высот независимо от пути нивелирования. 

Напишем, как исходную, одну из основных формул, т. е. 

dW=gdh, (72.3) 

откуда для нашего случая (см. рис. 137), используя принятые обозначения, 

s dW=W0-Wм=ЛW= s gdh, (72.4) 
ом ом 
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µ.е W O и W м - значения потенциалов силы тяжести для уровенных поверх­
остей, проходящих через точ:ку О и через точ:ку М; g - значения силы тяжести 
пунктах нивелирного хода; dh - элементарное превышение. 

. Потенциалы W O и W постоянны для :каждой уровенной поверхности, по-
18тому постоянно и Л W = Jg dh. Отсюда следует, что значение J gd h не зависит 

ом 

.{e'r пути нивелирования, а толь:ко от положения начальной и :конечной его точек. 
,1 На основании (58.19) можем написать t 

s g dh 

Нм= vVo--:=Wм =ом_ ' (72.5) 
g g 

. де g - некоторое значение силы тяжести. 

Приращение потенциала силы тяжести в данной точке относительно на­
. Jiьнoro футштока, взятое с обратным знаком, называется г е о п о т е н -

:i• и ал ом. · 
Геопотенциал для точ:ки М относительно точки О будет 

-(Wм-W0)= \ gdh. (72.6) 
~. 
ом 

j,,, Следует иметь в виду, что главной хара:ктеристи:кой высоты репера является 
•f". 
;~•иенно геопотенциал, :как непосредственно измеренная величина, а не какие-

}1i~:.1lибо расстояния от данной точки до некоторых воображаемых поверхностей. 
i·ti· Если высота начальной точки не равна нулю, например, если начальным 
~[nунктом нивелирного хода является точка А, имеющая высоту НА, то будем 
.t!аиеть 
.:~t'··'' W -W 

н н _ А М 

м- А- - (72.7) 

~!-{., g 

1;:me g - по-прежнему некоторое значение силы тяжести. 
:'i~; Формулы {72.5) и (72.7) - исходные для установления различных систем 
Jtысот. 
i\ Существуют четыре системы геопотенциальных высот: п р и ближе н -
:;•ЬI е, о р т о м е т р и ч е с к и е, н о р м а л ь н ы е и д и н а м и ч е -
1jк и е. 

'.,.).);'·.'·· Рассмотрим последовательно~ теории этих систем и получим формулы для 
i;, . вычислений. 

\~ :. 

1. П риближеппые высоты 

Приближенные высоты получатся, если не принимать во внимание реаль­
гравитационное поле силы тяжести Земли. 
R вычислению приближенных высот приходится прибегать в том случае, 
вдоль линии нивелирования не производились измерения силы тяжести, 

ляющие влияние действительного поля силы тяжести Земли; вычисление 
ближенных высот используется и как промежуточный этап при вычислении 

сот в других системах. 
Иа определения приближенных высот следует, что измеренные величины 
· следует исправить только за непа раллельность уровенных поверхностей 
мального поля. 
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Обозначая Ли - разность потенциалов уровенных поверхностей, т. е. 
исходной и проходящей через данную точку; 'V - силу тяжести нормального 
потенциала и Н приб - искомую высоту, на основании (72.5) напишем 

м 

нм ио-им Ли 
приб= м = --м= 

'Ут 'Ут 

s 'У dh 
о (72.8) 

м 
где "?т - среднее значение нормальной силы тяжести на отвесной линии ММ 1 • 

2. Ортометрические высоты 

Ортометрическими высотами называются расстояния от поверхности геоида 
до точек земной поверхности, считаемые по отвесным линиям, проходящим 
через эти точки. Для точки М (рис. 137) ортометрическая высота выразится 
расстоянием ММ 1 • 

Для применения формулы (72.5) определим несколько иначе разность по­
тенциалов W O - wм. Так как точки О и М 1 лежат на одной уровенной поверх­
ности, то 

м м 

W0-Wм=И1м1 -Wм=~ gdh= i gdh. (72.9) 
о М1 

Применив теорему Лагранжа о среднем значении функции, напишем 

м м 

s g dh = g;;{ i dh = g;;{ HL, (72.10) 
М1 М1 

где g~ - среднее значение действительной силы тяжести на отрезке отвесной 
Jli 

линии М 1М, а Hi, = .\' dh, согласно определению, - ортометрическая вы­
М~ 

сота точки М . 
. Тогда для ортометрической высоты HL получим 

l\il 

s g dh 
Hg - Wo-Wм - о 
м- м - --м--· 

gm gm 
(72.11) 

Из (72.11) следует, что ортометрические высоты HL не зависят от пути 
нивелирования и ортометрические высоты точек, расположенные на одной уро­
венной поверхности, будут иметь разные значения, так как расстояния от геоида 
до уро11енной поверхности точки М не остаются постоянными и будут зависеть 
от gm, значения которых будут различными в разных точках. 

Ортометрические высоты имеют крупный недостаток принципиального 
характера - они не могут быть вычислены точно, так как входящая в формул! 
для № величина gm сложным образом зависит от распределения плотностеи 
внутри Земли, которые в настоящее время неизвестны. Величину Ж можnо 
вычислить, задаваясь той или иной гипотезой распределения масс Земли. В этом 
случае точность вычисления № будет зависеть от степени достоверности при-
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к~яенной гипотезы строения Земли. Вследствие этого не представляется воз­
можным в полной мере оценить точность получаемых высот №. 

Еt;ли применять ортометрическую систему высот, то геодезическая высота 

Нм точки М, показанная на рис. 13.4 отрезком ММ O определится 

Hм=HL+,f1 , 
rде ~:-1' - высота геоида над поверхностью относимости, которая, нак показали 
специальные исследования, таюке не может быть вычислена точно. Поэтому при 

. применении системы ортометричесних высот задача по вычислению геодезиче­
ских высот не получает точного и строгого решения. 

От этого весьма существенного недостатка свободны нормальные высоты, 
которые ввел Молоденский при раз работке общей теории исследования фигуры 
Земли. 

В практике геодезичесних работ СССР применялись ортометрические вы­
. соты; во многих странах они применяются и сейчас. В СССР и социалистических 
етранах перешли к системе нормальных высот. 

3. Нормальиые высоты 

Изложим теорию нормальных высот* неснольно подробнее, чем в § 61, 
получим удобные рабочие формулы для их вычислений. Обратимся к рис. 138. 

Рис. 138 

'f)оdенная поdерх· 
, 11ость с11пы 

~ \ m>!Jl(l'Cmt/ W• W,., 
,Нг, 

\ ::1роt1енная пolltpx· 
1HOCmb НО/J!ШЛЬНОШ 

1 потешшапа и=Wм 

н,., 

.. Пусть основная уровенная поверхность - геоид определяется уравнением 
. = W O = пост. и за поверхность относимости принят уровенный эллипсоид 
.!}>мального потенциала, для которого и = и 0 • . 

!··I'"·~ ....... ·. Потен~:иал на уровенной поверх1:ости силы тяжести {действительной), 
i : ходящеи через данную точку земнои поверхности М, обозначим через W м. 
(,;;:~браэим сечение уровенной поверхности нормального потенциала, для кото­
,;,; 1 и = W т; пусть это будет :кривая О 1М 2 , тогда 

(72.12) 

• До 1951 г. высоты, определяемыР по формуле (61.2), Молоденский называл вспомога-
1.. Ь11ы:ми; с указанного вре:иепп высоты Hr по его прецложению получили название н о р -
• ~ ь пых. 
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Обозначая через dHV элементарное превышение между уровенными по­
верхностями нt)рмального поля на отвесной линии ММ O и и:мея в виду, что 

И10-Wм= S gdh и и0-им2 = 5 ydHv, 
ОМ М0М2 

(72.13) 

можем написать 

S gdh= S ydH'V="?mHL, 
ОМ М0М2 

(72.14) 

где "?m - среднее значение нормальной силы тяжести на отрезке отвесной ли­
нии М 0М2 • 

Из (72.14) и получим основную формулу для нормальной высоты 

'V Wo-Wм 
Нм= м 

'Vm 

s g dli 
ом 

ум 
т 

Эта формула была получена В. Ф. Еремеевым. 

3 м u 1 нv 
начение "?т, т. е. нормальнои силы тяжести на высоте 2 м 

(72.15) 

от эллип-

соида, с достаточной точностью легко получится из (61.8), т. е. 

мм о 8 1Н м "?т ="?о - ,30 · 2 иэм="?о -О,154Низм, (72.16) 

где "?r - нормальная сила тяжести на поверхности относимости, вычисленная 
по нормальной формуле как функция широты Вт· 

Из (72.15) следует, что нормальная высота однозначно определяется неза­
висимо от пути нивелирования. Точки, расположенные на одной уровенной 
поверхности, в общем случае будут иметь различные высоты, так как (W O -

- W м) постоянно, но "?т изменяется с изменением широты; в частном случае 
при расположении точек на одной параллели высоты будут одинаковыми. 

Выражение (72.15) для нормальной высоты позволяет установить и физиче-
ский смысл его: из непосредственных измерений получается значение J gdh, 

ом 

равное W O - W м, т. е. разности потенциалов; по измеренной разности дей­
ствительных потенциалов силы тяжести вычисляют высоты, но в нормальном 

гравитационном поле Земли, не принимая во внимание возмущающ·его потен­
циала и связанных с ним величин аномалий силы тяжести или уклонений отвес­
ной линии. 

Следствием этого получается несовпадение геодезической высоты Нм 
с нормальной Н1 на величину 

(7?.17) 

которая, таким образом, получает смысл аномал и и -высоты. 

Нормальная высота H'fv: точки М на рис. 138 изображается отрезком от­
весной линии М 0М 2 , аномалия высоты ММ 2 , а геодезическая высота Нм, 
как расстояние ММ O, определится 

(72.18) 
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' Оба слагаемых в правой части последнего выражения для Нм могут быть 
Jf · . вычислены совершенно точно, не прибегая R использованию каких-либо гипо-

тез; оmибна вычислений Н1 и ~ зависит только от ошибок непосредственных 
измерений. 

В этом состоит главное и важное преимущество нормальных высот перед 

ортометрическими. 

Если аномалии высоты , в наждой точке уровенного эллипсоида (и = и 0) 
отложить от его поверхности вверх по нормалям, то геометрическим местом 

концов этих отрезков будет некоторая вспомогательная поверхность, которую 
Молоденский назвал R ваз иге о и дом. Тогда нормальные высоты можно 
рассматривать каR отрезни нормалей R эллипсоиду, отложенные от поверхности 
квазигеоида до физичесной земной поверхности (на рис. 138 для точки М -
расстояние ММ 3). Для поверхности океанов в формуле (7 2.15) выражение W O -

- W м = О и, следовательно, НУ = О. 
Поэтому на основании (72.18) геодезичесние высоты онеанической поверх­

ности равны аномалиям высот, т. е. 

Нм=~- (72.19 

Иначе говоря, на поверхности океанов геоид и нвазигеоид совпадают, а ано­
малии высот выражают высоту геоида или нвазигеоида над поверхностью уро­

венного эллипсоида. 

Из сравнений (72.11) и (72.15) следует танже, что квазигеоид совпадает 
с геоидом и на суше, в местах, где значения gm и Ут онажутся равными. 

Нетрудно заключить, что нвазигеоид приближенно выражает фигуру 
rеоида. 

· Путем преобразований выражения (72.15) для нУ получим более удобную 
.Формулу для практических вычислений, предложенную В. Ф. Еремеевым (22] 

Цель преобразований исходной формулы (72.15) будет занлючаться в вы­
делении (в виде отдельных членов) трех слагаемых: высоты, получаемой из ни­
велирования, поправни за непараллельность уровенных поверхностей нормаль­
ного поля и поправни за отклонения действительного поля от нормального. 
Геодезичесни такое преобразование формулы будет приближенно соответство­
вать схеме нивелирования, приведенной в начале этого параграфа. 

Напишем: 

Н1 = -4г s g dli = ~ s (g-- у: + у: - у + у) dh 
'Ут 'Ут ОМ 

Н1= s dh+ ~ s (y-y~)dk+ ~ s (g-y)dh 
ОМ 'Ут ОМ 'Ут ОМ 

(72.20) 

ЛегRо видеть, что первый член представляет собой сумму непосредственно 
,~олученных превышений из нивелирного хода, т. е. Низм; первые два члена, 
·Ваятые вместе, представляют высоту точни М, вычисленную с учетом непарал-. 
nельности уровенных поверхностей нормального поля, т. е. Нприбл, послед-
\~ИЙ член представляет собой поправку за отRлонение действительного гравита­
_ционного поля 3 емли от нормального. 

Путем сравнительно несложных преобразований В. Ф. Еремеев приводит 
Формулу (72.20) R виду, более удобному для прантичесних вычислений 

(72.21) 
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1 ,1 

! 1 

1 

1 
1 1 

1 

где у O - нормальное значение силы тяжести на уровенном эллипсоиде в пере­

менной точке; 
м u u u 

у0 - то же, но в точке, лежащеи на отвеснои линии, проходящеи через М, 

т.е.вМ0 • 
Или, принимая во ,внимание (72.8), 

Н1 = н:ибл + ~ 5 (g-y) dh. 
· ' 'Ут ОМ 

(72.22) 

Формулу для раэности нормальных высот двух точек, например М и А, 

получим как раэность Hlr_ - Hl: т. е. 

H'f.r = ~l = Н~,ибл- Нtрибл+ ~т s (g-y) dh. (72.23) 
АМ 

Сравним эначения нормальных и ортометрических высот. Имеем 

W O - W м = у;;{ HL_ = g~ HL_---' (g;;{ -yf;;) Н1, 
м 

разделим его на gm , тогда 
Wo-Wм g (gтм -'Утм) 
---- = Нм= Ht- ---------- Н1 gf;{ g{;; 

или, на основании (72.21), окончательно 
м м 

-Rlfн= s dh+ ~ J (y 0 -y~)dh+ ~ s (g--y)dh- gm -;/т H1.t. 
ОМ 'Ут ОМ Ут ОМ gm 

(72.24) 

(72.25) 

(72.26) 

Таким образом, ортометрическая высота отличается от нормальной послед­
ним членом 

м м 

H g [{'\' - tm -vm нv 
М - м- М М• 

gm 
(72.27) 

Рис. 138 пока:зыв::~ет, что (72.27) выражает отступление квазиrеоида от 
геоида, т. е. отрезок М 1М3 • 

Если взять максимальное значение · gm - Ут = 500 млr, Н = 4 км, то 
не. - нv = 2 м; при (gт-Ут) = 50 млг и Н = 500 м, № - НV = 2,5 см. 

Отсюда следует, что максимальное отступление кваэигеоида от геоида 
не превосходит 2 м, а в ·большинстве районов характеризуется величиной по­
рядка нескольких сантиметров. 

Если ход нивелирования представляет замкнутый полигон ABCDA, то 
должно соблюдаться равенство 

Jdh+ у~ J(y 0 -yA-}dh+y~ S(g-y)dh=O. (72.28) 
А А А 

. Если под суммой превышений понимать непосредственно получаемую сумму 
пр~вышений S dh, то в этом случае теоретическая невязка ~ полигона f опреде-

А . . . 

лится криволиnейным интегралом, т. е. · · 

f = s dh = - - 1
- s (y-yf) dh--

1 s (g ~y) dh. (72.29) 
'Vm 'Vm 

А А А 
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Следовательно, при вычислении невязок замкнутого нивелирного полигона 
аа теоретическую сумму превышений в них следует принимать не нуль, а вели­

чину /. 

4. Д иnамические высоты 

Нормальные высоты точек (так же как и ортометрические) одной и той же 
уровенной поверхности будут в общем случае в разных местах отличаться одна 
от другой, что в практике инженерно-геодезических работ может вызвать за­
труднения, а иногда и просчеты, если инженер-строитель при использовании 

rеодезических данных для проектирования крупных инженерных сооружений 
ие будет учитывать этого обстоятельства. 

Инженеры-строители разных специальностей, не имеющие специального 
rеодезического образования, обычно считают, например, что точки земной по­
верхности, имеющие одинаковые отметки, находятся «на одном уровне>> и соот­

ветственно ведут свои расчеты при разработке проектов тех или иных строи­
тельств. Приведем простейшие примеры. 

Допустим, что инженер, проектирующий железную дорогу, задается целью 
проложить ее в данном участке пути без уклонов, с тем чтобы сила локомотива 
не тратилась на их преодоление, а расходовалась только для преодоления тор­

мозящих сил трения. Для этого, очевидно, трасса дороги должна располагаться 
иа одной уровенной поверхности, для которой потенциал силы тяжести W = 
= пост.; расположение дороги на разных уровенных поверхностях не соответ­

ствует условиям поставленной задачи, однако проектировщик, сохраняющий 
одинаковые высоты трассы (нормальные, ортометрические), получит проект 
дороги на разных уроненных поверхностях. Для достижения поставленной цели 
было бы необходимо предварительно вычислить нормальные высоты точек на 
той уровенной поверхности, на которой намечено проложить проектируемый 
путь железной дороги. 

Рассмотрим частный пример из практики гидротехнического строитель­
ства. Необходимо запроектировать по данным нивелирования границу затопле­
иия при создании нового большого водоема. Не учитывая непараллельности 
уроненных поверхностей, можно сделать ошибочный вывод, что такой границей 
будет горизонталь, соответствующая единому числовому значению нормальной 
высоты. В действительности граница затопления будет представлять на земной 
~оверхности контур, имеющий в разных частях различные нормальные (или 
ортометрические) высоты. Ошибочно также принимать, что уровень какого-либо 
водного бассейна в спокойном состоянии имеет одинаковые нормальные высоты, 
и урезы воды на берегах везде имеют равные высоты. 

Можно предположить, что влияние непараллельности уроненных поверхно­
стей мало, а потому пренебрегаемо. Это, конечно, справедливо во многих слу­
чаях и, например, при топографических съемках непараллельность уроненных 

поверхностей не учитывается. Но когда точность определения высот имеет 
важное значение (например, при строительстве больших гидротехнических 

. комплексов) и для проектирования используются ч и с л о в ы е д а н н ы е 
· (в отличие от графических), то эти обстоятельства в необходимых случаях сле­
дует учитывать. 

~риведем, например, разности нормальных высот северных и южных точек 
· · tleRoтopыx водоемов и средние квадратические ошибки нивелирных ходов 
1 Rласса, соединяющих реперы, расположенные на севере и юге этих во­
доемов. 
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Из табл. 20 следует, что во :всех приведенных случаях (Н~ - Н1) > 
> Лh, и эту закономерность следует признать общей, особенно для водоемов, 
имеющих протяженность с севера на юг и большие высоты нv. 

Таблица 20 

Средняя 

Наименование H~-Hh квадрати111еская нv уреза 

объектов 
ошибка воды 

в мм нивелирного (средние) 
хода Лh в им 

Рыбинское водохран:и-

лище 8,4 ±6 100 
Озеро Севан . . 88 4 1900 
Озеро Байкал 165 25 450 
Озеро Кукунор 190 .......,10 3200 

Такие примеры можно распространить на другие виды строительств. 
Изложенные выше соображения должны учитываться при строительстве 

сооружений, больших по размеру используемой территории или предъявля­
ющих особо высокие требования к точности геодезических данных. 

В подобных случаях выгодно использовать д и н а м и ч е с к и е высоты. 
Эти высоты определяются исходя из следующих соображений. 

Разность потенциалов силы тяжести определяет разности высот соответ­
ствующих точек Земли. Поэтому, по-прежнему, принимая за исходное выра­
жение 

И7о-W 
Нм= - м 

g 

можно подразумевать под g нормальное ускорение силы тяжести для средней 
широты Земли, т. е. 45°. Тогда основная формула для вычисления динамиче­
ских высот n римет вид 

(72.30) 

Нетрудно из (72.30) видеть, что динамические высоты точек, расположенных 
на одной уровенной поверхности, будут одинаковы, так как в этом случае 
и числитель и знаменатель будут постоянными; динамические высоты не за­
висят от пути нивелирования. 

Связь между нормальными и динамическими высотами получится из сопо­
ставления выражений (72.15) и (72.30), т. е. 

отк.уда 
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И'о-Wм 
HL=---:--­v;;; 

Wo-Wм 
ндин 

м = 

(72 .31) 



Обозначая 

q, (72.32) 

формулу (72.31) можно записать таR: 

H'J:Jн=HL-HLq= S dh+-
1
- S ('\' 0-'\'f}dh+-1- S (g-'\')dh-H1q. 

Vm Vm 
ом ом ом 

(72.33) 

Для Rоэффициента q имеется таблица [22, стр. 47], при помощи Rоторой 
определяется последний член нУq. TaR RaR 1' 45одолжно быть вычислено для сред­
ней высоты точки М, то практически для вычисления q служит формула 

q = 1- __уо_ + 0,0003086 Нм. 
V45° 2V45° 

(72.34) 

Приведем значение 1'450, вычисленное по формуле Гельмерта, 

Динамические высоты значительно отличаются от нормальных или орто­
метричесних по мере удаления от параллели 45°. Эти различия могут достигать 
10-20 м. Для уменьшения этого различия можно вычислить динамичесние вы­
соты при ненотором '\'Rm, где Вт - средняя широта района применения дина-

:мичесних высот. 

Приведем в неснольно ином виде вывод формулы для динамической высоты. 
Рассмотрим две весьма близRие уроненные поверхности; расстояние между ними 
в RаRой-либо точRе обозначим через dh. Во всех предыдущих рассуждениях мы 
использовали массу, равную единице; теперь используем понятие <<работы, 
раэ13И'Ваемой массой единицы веса, падающей под действием силы тяжести, 
на 'расстоянии dh>>. Вес материальной точни зависит от широты места; поэтому 
для определенности этой единицы примем широту <р = 45°. Масса единицы веса 
на исходной уровенной поверхности в точне, имеющей широту 45°, будет равна 

1 -'\,-. Следовательно, элементарная работа ЛR, ноторую необходимо выпол-
145" 

вить для перемещения этой массы на высоту dh, будет равна 

ЛR=-1-gdh. 
V45° 

Представим себе на земной поверхности две точки А и М (см. рис. 140); 
работа, Rоторую необходимо затратить, чтобы поднять точну с единичной мас­
сой иэ точни А в точну М, выразится интегралом 

м 

RM =S-1- dh , 
' V g • 

А 450 

(72.35) 

Если dh выражено в метрах, за едия:ицу веса взят 1 Rr, то работа R1 
выразится в ни.лограммометрах (техничесная система единиц). 
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Возьмем вместо точки А точку О, совпадающую с футштоком:, принятым 
для начала счета высот. Тогда (72.35) для произвольной точки М примет вид 

или 

м 

Ro = --gdh м s 1 
'V 45° 

о 

(72.36) 

(72.37) 

т. е. получим в правой части выражение для динамической высоты нr;_в 
(72.30). 

Покажем, что д и н а м и ч е с к а я р а з н о с т ь у р о в н е й р а в н а 
разно ст и дин а ми чес к их высот. Выражение (72.35) можем 
написать так: 

(72.38) 

или, принимая во внимание (72 36), 

Rf =Rf-Rf, 
или ч и с л е н н о 

R M ндив Ндин 
А= М - А • (72.39) 

Следовательно, выражаясь геометрически, любые две уровенные поверх­
ности во всех своих точках д и н а м и ч е с к и р а в н о у д а л е н ы одна 

от другой. 

Напомним, что этим свойством не обладают нормальные и ортометрические 
высоты. 

Из (72.39) вытекает, что при использовании результатов нивелирования 
для инженерно-технических расчетов, связанных с учетом работы, соверша­

емой в гравитационном поле Земли, выгодно использовать систему динамических 
высот. 

Преобразуем выражение (72.37) так: 

(72.40) 

Обозначим 

тогда 

м м 

R :1 = s dh + s q' dh. (72.41) 
о о 
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В (72.41) первый интеграл численно представляет сумму непосредственно 
u нпм u 

измеренных превышении, т. е. м , а второи - д ин а м и ч е с R У ю 

лндин 

nоправку м. 

Для более простого выявления сущности этой поправки рассмотрим ее 
м 

значение в нормальном поле Земли, т. е. положим, что g = 'У· Тогда для R 0 , 

согласно (72.40), 
М Лf М М 

R ~ = s у :Б 
O 

dh = s ( 1 + q ~) dh = s dh + s q~ dh, 
о о о о 

(72.42) 

rде 

На осно:вании формулы Клеро (59.34) и (61.5) 

( в ду ) У='У,5 о 1 - 2 cos2cp- ;;н Н 

или 

V ( ~ ду ) -- = 1--cos2cp- -.-Н • 
У45 • 2 dH 

(72.43~ 

Тогда 
м м 

R:1 = s dh + s ( - ~ cos 2ср- :r Н) dh. (72.44) 
о о 

Следовательно, динамическая поправка ЛН'f:1:8 определяется суммой двух 
слагаемых: 

м м м нt-н~ 
ЛН~8 = -+ s cos 2cpdh- :~ s H_dh = -+ s cos 2cpdh- :~ 2 

о о о 

(72.45~ 
м 

Первое слагаемое - ~ f cos 2ср dh можно назвать <Ш о n р а в к о й з а 
о 

9 2 9 2 9 

' m и рот У>>; второе слагаемое ау м- 0 = -О 3086~ <Ш оправ -
дh 2 ' 2 

к ой в а высот У>>· 
При вычислении материалов государственных геодезических сетей динами-

11еские высоты не применяются. 

§ 73. Астрономическое и астрономо-гравиметрическое 
нивелирование 

. ' Астрономическое и астрономо-гравиметрическое нивелироnание - методы 
· ~nределения превышений точек квазигеоида (геоида) относительно поверхности 
референц-эллипсоида. 
1.:i_ Для уяснения сущности обоих методов нивелирования рассмотрим следу­

, tбtций простейший случай, на котором на ряду с освещением основной ицеи 
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:данного вида нивелирования просто покажем и различие между обоими мето­

дами. 

Пусть А (рис. 139) - начальная точка триангуляции, для :которой ~о = о. 
Для получения приближенной формулы допустим, что профиль земной поверх­
ности совпадает с некоторой уровенной поверхностью W А = С, т. е. нv :::: пост. 
Возьмем точ:ку А 1 , бесконечно близ:кую :к точ:ке А. Прямая А 1п 1 - нормаль 
к эллипсоиду, прямая А 1 nii_ - отвесная линия. 

Обозначим: 

{} - уклонение отвесной линии в азимуте сечения АА 1 , тогда угол при 
точке А между сечением уровенной поверхности W А = С и эллипсоидом также 
,будет {}; 

d~ - превышение точки А 1 над точкой А относительно эллипсоида; 
ds - расстояние АА 1 . 

Таким образом, 
d~ = -{}ds. 

А 

Рис. 139 Рис. 140 

(73.1) 

Геодезическая высота уровенной поверхности W А = С над эллипсоидом 
,в точке В, находящейся на конечном расстоянии s от точки А, изменится на 
величину 

(73.2) 

Это и будет искомая формула нивелирования, практически точная при 

НV ,..._, const. Для общего случая Н -v =1= const интеграл S {}ds будет главным 
АВ 

·членом формулы астрономического нивелирования; поправочный член будет 
выражать влияние непараллельности уровенных поверхностей. 

Как видно, принципиальная схема нивелирования данного вида чрезвы-
·чайно проста; существенные затруднения возникают при вычислении интеграла 

\ '6-ds, на чем и остановимся подробнее. 
~ Пра:ктически при вычислении превышений d~ под последними можно по­
·нимать превышения Л~ = ~i - ~i- l между точками, расположенными Ra 

к он е ч н ом, но д о ст ат о ч н о б ли з :к ом расстоянии s. 
Но, согласно формуле· (73.2J, для вычисления ~ уклонение {} должно быть 

известно в каждой точке нивелирования; поэтому, если расстояние между точ­
нами нивелирования принимается конечным, а закон изменения{} неизвестен, 
··то приходится задаться некоторым условием или предположением о характере 

~изменения {} в пределах этого расстояния s. Наиболее простым: и важным усло-
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вием будет линейность изменения ,О,. Из этого условия одновременно следует, что, 
смежные точки нивелирования должны быть достаточно близки. 

Опытные данные позволили установить, что поставленное условие во многих 

случаях будет выполняться с некоторой приемлемой точностью, если расстоя­
ние s между смежными точками нивелирования будет порядка 10-20 км" 
в равнинной местности с плавными и рюшомРТ)ными изменениями уклонений 
отвесных линий и 3-5 км в горных и аномальных районах. 

Однако и при таких расстояниях могут быть заметные отступления от пред­
положенного закона линейного изменения уклонения {}, снижающие точность. 
нивелирования. 

Рабочие формулы для вычисления превышений точек квазигеоида при 
некотором конечном значении s в рассматриваемом случае получатся следу­
ющим образом. 

Возьмем некоторую линию астрономического или астрономо-гравиметри­
ческого нивелирования от прежней начальной точки А до некоторой точки В. 
Пусть ММ 1 - две произвольные смежные точки этой линии нивелирования, 
(рис. 140). 

Введем обозначения: 
{}; и {}; - уклонения отвесных линий в точках М и М 1 ; • 

sм - расстояние ММ1 • 
У читывая предположенную линейность измерения {}, можем написать: 

'В'=,&м+ ks 

1 · 
{}М1 =itм + ksм (73.3), 

k= 
t}M1 -t}M 

sм 

Тогда на основании формулы (73.1) получим для интервала ММ 1 

sм ( t}м" -t}м,.) 
~1 = -5 {},м"+ 

1

8м ds= - sf (it;1 +ft~ 1 ). 

о 

(73.4) 

Рассматривая линию АВ, состоящую из отрезков, аналогичных ММ 1 ,. 

получаем для нее 

~=- ;н S it"ds=(,1+,2+,з+· .. )= 
АВ 

{}'~ + ,'}: {}'; + {}; t}; + {} ~ 
2рн S1- 2рн S2- 2р" S3- ••• (73.5), 

Остановимся на специфических особенностях и различии обоих методов. 
нивелирования. 

В методе а с т р о н о м и ч е с к о г о н и в е л и р о в а н и я уклоне­
ния{} получаются из астрономических и геодезических измерений, т. е. по фор­
.-уле 

rде 

22* 

it = ~ar cos А+ 1'Jаг sin А, 

~:., = ср-В-О,171"Н sin 2В, 

11:r = (л-L) cos В, 

(73.6), 
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А - азимут вертикальной плоскости, в которой расположен данный отрезок 
линии нивелирования. 

Отсюда следует, что в каждой точке хода астрономического нивелирования 
должны быть известны астрономические и геодезические координаты. Иначе 
говоря, если ход астрономического нивелирования. расположен по ряду три­

ангуляции 1 класса, то на каждом пункте, а в большинстве районов и между 
ними, на пунктах 2 и даже 3 класса должны выполняться точные астрономи­
чес:кие определения широт и долгот. 

При а с т р о н о м о - r р а в и м е т р и ч е с к о м н и в е л и р о в а -
н и и уклонения отвесных линий {} при вычислении интеграла J ftds опреде­
ляются по методу, изложенному в § 66. Для этого необходимо иметь сравни­
тельно редкую сеть совмещенных астрономических и геодезических пую{тов, 

для которых величины ~аг, ri аг и Ваг вычисляют по формулам (65.17) и (65.19). 
Тогда уклонения отвесных линий в точках, расположенных между астроно­
мо-rеодезическими пунктами, получаются путем интерполирования с привлече­

нием результатов гравиметричес:кой съемки. В этом случае уклонения отвеса 
между астрономо-rеодезичес:кими пунктами могут быть вычислены как угодно 
часто. Точнее говоря, уклонения отвесных линий в этом случае могут быть 
весьма точно проинтерполированы между редкими астрономо-геодезическими 

пунктами. Поэтому для астрономо-rравиметрического нивелирования инте-

грал S ftds может быть вычислен точно, без какого-либо предположения о ха­
рактере изменений ft. 

Из сказанного ясно выте:кает преимущество астрономо-гравиметрического 
метода нивелирования по сравнению с астрономическим методом. Метод астро,·· 
номо-rравиметрического нивелирования позволяет без существенных дополни­
тельных затрат труда получать высоты :квазигеоида с достаточной строгостью 
и точностью. Ошибки определения высот по этому методу могут быть (при со­
ответствующей, реально выполнимой программе полевых измерений) доведены 
до весьма малых величин. 

Идея астрономо-гравиметрического нивелирования была предложена 
Ф. Н. Красовским и разработана М. С. Молоденским, под ру:ководством кото­
рого выполнены обширные теоретические исследования по обоснованию и ана­
лизу различных сторон этого метода. 

1. Формулы астрономического нивелирования 

Приведем вывод формулы астрономического нивелирования, впервые по­

лученной М. С. Молоденским. 
Пусть дана на поверхности Земли точка М, имеющая геодезическую вы­

соту Н = jJv + ~аг над референц-эллипсоидом (рис. 141). Возьмем точку М 1, 

располож-енную от точ:ки М на бес:конечно малом расстоянии ds, имеющем 
азимут А. 

Далее пусть: 
Zгеод и Zастр - геодезический и астрономический зенит точки М; u 

Ваг - составляющая угла между Zreoд и Zастр в рассматриваемои пло­

скости; 

dH = М 1k и dh = М 1L - элементарные превышения точки М 1 над 
точкой М относительно референц-эллипсоида (Н = const) и уроненной поверх­
ности точки М (W = const) соответственно; 

dsн = Mk - проекция отрезка ds на поверхность Н = const (или и = 
= const - по малости угла е). 
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Получим проекцию ломаной MkM 1 на отвесную линию, равную отрезку 
М 1L = dh. Действительно, из рис. 141 получаем 

dh = d (нv + ~аг) cos Ваг+ dsн sin Е>аг (73. 7) 

или, пренебрегая величинами порядка 0 2 , 

Откуда 
dh = d (Hv + ~аг) +Ваг dsн = dH + 0аг dsн. 

dH = dh-0aг dsн. 

(73.8) 

(73.9) 

Из формулы (73 ,?) следует, что превышения точек земной поверхности от­
носительно референц;_эллипсоида могут определяться на основе астрономиче-

zастр ских и геодезических измерений, без 
привлечения гравиметрических дан­

ных, т . е. чисто геометрически. Дей­
ствительно, dh - превышение, полу­
чаемое непосредственно из геомет­

рического нивелирования, ds -

Рис. 141 

W•const 

Реrреренц­
зллuпсоuо 

1 

_lн" 
Рис. 142 

элемент линейного расстояния, получаемого из триангуляции, а 0 - угол, 
~ычисляемый как функция астрономических и геодезических координат по 
формуле (65.19). 

Если имеем ряд последовательных передач высоты от точки М через пре­
вышения dh между точками ММ 1 , М 1М 2 , М 2М3 , ••• , Mk_ 1, Mk (рис. 142), 
то разность высот Нм k - Нм, считаемая по нормали от референц-эллипсоида, 

определится так: 

Mk Mk 

Нмk-Нм= S dh - S E>ds. (73.10) 
м м 

Полученная формула практического значения не и.м:еет; для ее использо­
вания необходимо было бы на каждой станции нивелирования иметь астроно­
мические и геодезические координаты. 

Для решения задач высшей геодезии необходимо знать высоту Н для каж­
,доrо пункта триангуляции (полигоно~етрии) высших классов; для которых 
нормальные высоты заранее определены из геометрического нивелирования. 

Следовательно, для вычисления Нпо формуле Н = нv + ~ необходимо полу­
чить формулу для вычисления приращений аномалий высот d~, или, иначе, 
приращений высот квазигеоида над референц -эллипсоидом. 

Но если из чисто геометрических измерений оказалось возможным строго 
выразить сумму слагаемых нv + ~ = Н~ то каждое из этих слагаемых может 
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быть определено только с дополнительным использованием теории нормального 
поля Земли и привлечением гравиметрических измерений. Это понятно, так как 
нормальные высоты и аномалии высоты - функции величин, определяемых 
no результатам гравиметрических измерений на поверхности Земли. 

Переходя к выводу формулы для превышений точек квазигеоида, из (13.8) 
:напишем 

-d~аг = dH1 -dh + 0аг dsн. (73.11) 

Дифференцируя (72.20), можно получить 

f! V Н1 dyo dHV - d}i =-=- dh - ---
v 'У 

(73.12) 

Последнее слагаемое правой части выражения (73.12) перепишем так: 

или 

Н1 
dy 0 = Н1 

dy0 dsн. 
'У 'У dsн 

Проектируя отрезок dsн на меридиан, може.м написать 

dsн cos А = М dB = R dB 

1 eos А 
dsн = R dB • 

Тогда выражение (73.13) преобразуется 

нv d'Vo нv dvo 
- -- dsн = - -- cos А dsн. 

'У dsн 'У R dB 

Производную ~v; найдем из уравнения Rлеро 

'У = 'Уэ + 'Уэ~ sin2 В, 
из которого пишем :1 = ~Уэ sin 2В. 

Поэтому последний член выражения (73.12) примет вид 

Н dy() ( ~Н sin 2В ) А d 
--'У-= R / COS Sн. 

Принимая во внимание, что, согласно (65.20), 

~Н sin 2В 
R cos А = ё. = 0 аг - {} аг 

можем написать 

(73.13) 

(73.14) 

(73 15) 

(73.16) 

(73.17) 

(73.18) 

(73.19) 

(73.20) 

Науо = ё.dsн = (08г- {} аг) dsн. (73.21) 
у 

Тогда на основании (73.20) и (73.12) искомое выражение (73.11) получится 

g-v Q 
- d~аг = -'У- dh - ( о аг - {} аг) dsн + е аг dsн (73.22) 

или оRончательно 

(73. 231 
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В результате интегрирования (73.23) вдоль некоторого астрономо-rеодезиче­
скоrо хода АВ получим искомую формулу астрономического нивелирования 
высот квазиrеоида 

-(~~г- ~:г) = S {}аг dsн+ у~ S {g-y) dh. (73.24) 
АВ АВ 

:Как видим, полученная точная формула астрономичесRоrо нивелирования 
для общего случая отличается от приближенной (73.2) добавочным членом 

- (g - у) dh, учитывающим непараллельность уроненных поверхностей 1 5 . 
'Vт 
в пунктах нивелирования поверхности квазиrеоида в соответствующих его 

точках. Этот член зависит от (g - у), т. е. от аномалий силы тяжести; это под­
тверждает, что поверхность квазиrеоида относительно референц-эллиnсоида 
из одних астрономо-rеодезических измерений не определяется. 

В отношении определения главного члена формулы - S {}dsн из астроно­
мо-rеодезических измерений можно повторить лишь сказанное выше, что с не­
которым приближением он может быть вычислен при большой дополнительной 
затрате труда на астрономические наблюдения на каждом пункте триангуляции 
через 10-20 км в неаномальном районе и через 3-5 км - в аномальном. 

От этого основного недостатка свободен метод астрономо-гравиметриче­
скоrо нивелирования, вывод формулы которого приводится далее. 

2. Формулы астроnомо-гравиметричес.,,,ого nивелироваnия 
Основная идея астрономо-гравиметрическоrо нивелирования пояснена 

выше. Исходной формулой будет служить (73.24). Следовательно, задача сводится 
к определению интеграла S {} агdsн на основании астрономо-rеодезических 

АВ 

и гравиметрических измерений. 
Представим себе, что в некоторой области а, окружающей пункты АВ 

(рис. 143), имеется гравиметрическая съемка, позволяющая для любой точ:ки 
в пределах области а иметь аномалии силы тяжести (g - у); остальную часть 
земной поверхности обозначим через~-

Пусть некоторая точка С расположена на отрезке АВ. 
Можем написать 

(73.25) 

где {}g и {}f - составные части астрономо-rеодезическоrо уклонения от­
весной линии в точке С, вызванные аномалиями силы тяжести на поверхностях 
(J и ~ соответственно; Л{} - составная часть уклонения отвеса, вызванная не­
совпадением референц-эллипсоида с общим земным эллипсоидом ( составля­
ющая угла между эллипсоидами во взятом наnра:влении). 

Область а установим таким образом, чтобы влияние аномалий на {} осталь-
ной части земной поверхности:, т. е. {}g, могло быть по линии АВ признано 
практичес:ки изменяющимся линейно, нелинейная часть изменения {} в области а 
должна быть определена при помощи аномалий силы тяжести в этой области. 

Оледовательно, гравиметрические данные области а используются для 

нелинейной интерполяции уклонения {}g между точками А и В; астрономо-rео­
дезичее:кие уклонения в точках А и В служат для линейной интерполяции 

-6'~ влияния аномалий области ~ и влияния Л{} угла между референц-эллип­
соидом и гравиметричес:ким эллипсоидом. 
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Приняв во внимание (73.24) и (73.25), напишем 

-(~:г-,1г) = 5 1tadsн+ у~ 5 (g-y)dh+ S (1t.E+Лit)dsн. (73.26) 
АВ АВ АВ 

Обозначим 

-(~~ -,:) = 5 1ta dsн+ У~ 5 (g-y) dh, (73.27) 
АВ АВ 

после чего 

- (~fг- ~fr) = -(~~ - ~:) + S ({}~ + Л{}) dsн. (73.28) 
АВ 

Пусть на рис. 144 точки Au и В O - проекции точек А и В на референц-эл­
липсоид, принимаемый за плоскость. Построим прямоугольную сиетему :коор-

Рис. 143 

с Ao"t=====::-::====:::~----... • - - -х 
1 х Во 

1 

Рис. 144 

динат с началом в точ:ке А 0 ; ось х совместим с прямой А 0В 0 • С - текущая 
точна с :координатами (х, О). 

Согласно условию, ({}~ + Л{}) должна быть линейной фуннцией, поэтому 
полагаем 

(73.29) 

Тогда определяемый интеграл выразится 

1 

S ({}~ + Л{}) ds = S (а+ Ьх) dx = as + Ь ~ • 
АВ О 

(73.30) 

Для определения :коэффициенто:в а и Ь напишем выражение для подынтег­
ральной фунIЩии в точ:ках А O и В 0 • 

В точ:ке А 0 
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В точне В 0 

От:куда 

х=О, [{}.Е + Л{}]л = а. 

Х =S, t{}.E + Л{}]в = а+ bs. 

f{}-.E + Л{)-]в-[{}-.Е + Л{)-lА 
Ь=-------· s (73.31) 

Делаем nодстановну выражений ноэффициентов а и Ь в (73.30), получаем 

r [д':r1+Л{)-]в-['()1:,+Мt)А J ({}~ + Л{}) ds = {{}.Е + Л{}JА s + 
28 

s2 (73.32) 
АВ 
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5 (it~ + Лit) ds = Т [(it~ + Лit)л + (it~ + Л-б)вJ. 
АВ 

Так как, согласно (73.25), 

'lt1; + Л{} = {} ar -'ltcr, 
то (73.33) примет вид 

5 (-б~ + Л{}) ds = [(-б:г+-б1г)-(-б: +'lt~)J т. 
АВ 

После подстановки (73.35) в (73.28) получим 

-(~:г- ~~) = ~ (-бfг+ -б:Г) s-[ (~:- ~:) + (tt:--б:) ; J. 

(73.33) 

(73.34) 

(73.35) 

(73.36) 

Полученное выражение (73.36) и является формулой астроно:м:о-гравиметри­
ческого нивелирования, полученной Молоденским еще в 1937 г. 

Первый член (73.36) представляет собой формулу астрономического ниве­
лирования (бе3 учета непараллельности уровенных поверхностей), второй 
член - поправку за нелинейность и3менения уклонения{} и ра3личие в пара­
метрах общего 3е:м:ного эллипсоида и референц-эллипсоида. 

Величины -&:Г и -&t получают просто по формуле (65.18); 3начения вели­
чин tcr и {}cr можно определять методом численного интегрирования по форму­
лам Стокса и Венинг-Мейнеса, т. е. по формулам (62.26) и (64.8) или в горных 
районах по формулам Молоденского. 

Практичес1ш вычисления по формуле (73 .36) прои3водят с применением спе­
циальной эллиптической палетки. Формулу (73.36) часто используют в виде 

~fг-~iг р" _ 1 (дВ + .Q.A ),. 1 Л~I: ,, 
s - -7 v·аг ·v-аг т-s- р' (73.3 7) 

rде Л~I: - поправка, стоящая в формуле (73.36) в квадратных скобках. 
Левая часть полученной формулы (73.37) представляет собой средний на­

, клон :ква3иrеоида над референц-эллипсоидом на линии АВ, выраженный в се­
кундах дуги. 

Для вычисления высот ква3иrеоида необходимо знать высоту его относи­
тельно референц-эллипсоида в одной и3 точе:к. Эта высота определяется обычно 
в начальном пункте триангуляции способом, описанным в главе ХIЦ. Далее, 
определяя разности высот между последовательно расположенными точками 

квазигеоида по формуле (73.36), получают профиль его поверхности относи­
тельно поверхности референц-эллипсоида. Имея ряд таких профилей, соста­
вляют карту высот квазигеоида. 

Остановимся на 3ависимости между изменениями высот квазигеоида (или 
rеоида) и уклонений отвесных линий. 

На рис. 145 изображена гора в виде равнобедренного треугольника. Избы­
ток массы, обусловленный наличием горы, очевидно, вызовет уклонения отвес­
ацх линий по направлению к горе. Поверхность эллипсоида и нормали к ней 
uаображены сплошными линиями, а пунктиром показан профиль квазигеоида 
(или геоида} и направления отвесных линий. В точках а и е, достаточно удален­
ных от горы, влияние ее массы не ощущается, поэтому в данных точ:ках 

Вормаль совпадает с отвесной линией. Ближе к горе отвесные линии начинают 
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уклоняться, в результате чего поверхность квазигеоида отступает от поверх­

ности эллипсоида; у подножия горы изменение кривизны его сечения проис­

ходит наиболее сильно, этому соответствуют значительные уклонения отвесных 
линий в точках Ь и d. Отступление квазигеоида от эллипсоида, характеризу­
ющееся на рис. 145 отрезком сс 1 , может быть невелико, но этому мал ом у 
отступлению могут соответствовать б о л ь ш и е уклонения отвесных линий. 

е 

Рис. 145 

И, наоборот, в точке с, являющейся вершиной волны квазиrеоида, направле­
ние отвесной линии совпадает с нормалью к поверхности эллипсоида. Таким 
образом, приходим к выводу, что м а л ы е о т с т у п л е н и я к в а а и -
геоида от эллипсоида могут вызвать большие укло­
н е н и я о т в е с н ы х л и н и й и, н а о б о р о т, б о л ь ш и е о т с т у -
пленил квазиrеоида от эллипсоида могут не вызы­

в ат ь з а м е т н ы х у к л о не ни й от в е с а. 
Существенны характер и закономерности отступлений квазиrеоида или 

геоида от поверхности эллипсоида, конечно, при правильно подобранных его 

Азия Атлантическш1 
Азия Анерика I океан I ЕОропа 

"9011 ,.!25н ,.,0011 

О" 

Рис. 146 

размерах и ориентировке. Выше отмечено, что общие очертания фигуры квази­
геоида не совпадают с общим рельефом земной поверхности. Возникает вопрос, 
каков все же характер отступлений квазиrеоида или геоида от эллипсоида? 
Не существует ли крупных волн геоида? Немецкий геодезист Гельмерт в 90-х 
годах прошлого столетия пришел к выводу, что общих отступлений геоида от 
эллипсоида не существует. Несколько раньше профессор Московского универ­
ситета Ф. А. Слудский пришел к противоположному заключению: он указывал 
на существование общих, систематических отступлений геоида от эллипсоида. 
По исследованиям Ф. А. Слудского, повышения геоида над эллипсоидом про­
исходят в океанах, а понижения - на материках. Позднейшие исследования 
подтвердили выводы русского ученого: сейчас доказано существование общих 
громадных волн геоида, охватывающих целые континенты и океаны, отступле­

ниям геоида от эллипсоида сопутствуют общие систематические уклонения 
отвесных линий. Характерно для отступлений геоида от эллипсоида медленное 
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их изменение на огромных расстояниях, исчисляемых в тысячах километров. 

Поверхность геоида, изменяя свою кривизну по различным сечениям, всюду 

о ст а е т с я выпукл ой. Наибольшие отклонения геоида от эллипсоида 
около 150 м. На рис. 146 приведен профиль геоида, экстраполированный 
на земной экватор.· На рис. 147 показано существование больших волн геоида, 
J!Эменяющихся по долготе. Окружность изображает экватор земного эллип­
соида. Отложим от точек экватора под соответствующими долготами величины 
отклонений геоида от эллипсоида и соединим плавной кривой, которая будет 
сечением геоида по экватору*. Из рис. 147 следует, что в общем эта кривая 
приближается к эллипсу. Это обстоятель- · tООм 
ство наводит на мысль о том, что фигу­
рой Земли, наиболее приближающейся 
к геоиду (квазигеоиду), является трехос­
ный эллипсоид, а не эллипсоид враще­

ния. Долгота большой оси экваториаль­
ного эллипса равна приблизительно 0°, 
разность большой и малой полуосей этого 
эллипса приближенно может быть полу­
чена по максимальным положительным и ·i11 -----~~------\i~ 
отрицательным отклонениям геоида от эл­

липсоида, т. е. 

140+125+96+75 = 218 м. 
2 

Соответствующее этой разности сжа­
тие экваториального эллипса i будет 

. а-Ь 218 1 
l =-а-= 6 378 ООО ~ ЗOUOU • 

+-9511 

Рис. 147 

Укажем, что вывод размеров эллипсоида Rрасовского сделан с учетом 
эллиптичности экватора, причем была принята долгота наибольшего мери­

, диана 10° и i = 1 : 30 000 (эти данные приняты на основании соответствующей 
обработки материалов градусных измерений). 

Rроме указанных о б щ и х б о л ь m и х волн геоида, ~оторые вызваны 
причинами, сказывающимися во всех точках земного шара, существуют мелкие 

волны геоида (или квазигеоида). Они вызваны местными причинами, действие 
которых ограничено небольшой областью. Этими местными причинами могут 
быть горные хребты, резкое падение рельефа в береговой полосе и т. д· Местные 
отступления геоида являются малыми, но вследствие большого изменения кри­
визны уровенной поверхности они могут вызывать большие уклонения отвес­
ных линий до нескольких десятков секунд. Примеров этому много, приведем 
некоторые из них. На Западном Rавказе уклонения ~ по меридиану на расстоя­
нии около 3-00 км изменяются от +27 до -20". На меридианном профиле около 
r. Орджоникидзе уклонения ~ колеблются в пределах от +35 до -18" на рас­
стоянии около 50 км; разность уклонений на таком сравнительно малом расстоя­
нии доходит до 53 ". В районе озера Байкал разности уклонений отвесных ли-

, ний отдельных пунктов, расположенных на разных берегах озера (60 км), 

• То, что профиль геоида на рис. 147 пе везде выпуклый, не противоречит сказанному 
•ыmе, а объясняется неравенством горизонтального и вертикального масштабов. 
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достигают 40" и т. д· Приведенные примеры связаны с резкими изменениями 
формы рельефа Земли. Но наблюдаются значительные изменения уклонений 
отвесных линий и при совершенно ровном и спокойном рельефе. Ярким приме­
ром может служить так называемая <<местная московская аттракцию>, устано­

вленная профессором б. Межевого института Б. Я. Швейцером в 60-х годах 
прошлого столетия. Ниже приводятся значения уклонений s, опредешчшых 
на меридиане, проходящем через колокольню Ивана Великого московского 
Кремля: 

Троицкое, к северу на 21 км, * s - О, 6" 

Останкино. к северу на 8 км, s - 5 ,1 

Колокольня Ивана Великого, 

R·оломенское, к югу на 9 км, 

Суханово, к югу на 25 н.м, 

Матвеевское, к югу на 47 км, 

~ - 7 ,5 

s о ,о 

s + 8 ,1 

s О ,О 

* Имеется в виду от колокольни Ивана Великого. 

На обсерватории Государственного астрономического института им. Штерн­
берга (ГАИШ) в Москве, на Красной Пресне, унлонение отвеса по меридиану 
s =· -10,6", а для Лениво (б. Царицыно), расположенного на том же мери­
диане, s = О. 

Таким образом, изменения уклонений отвесных линий на меридиане, про­
ходящем через колокольню -Ивана Великого, достигают 15,6" на протяжении 
25 км, а на меридиане ста рой обсерватории Г АИШ уклонение изменяется на 
10,6" на протяжении 14 км. Подобные большие колебания уклонений отвес­
ных линий - результат изменений в плотностях пород, расположенных ниже 
поверхности Земли. 

Из этого примера следует, что спокойный и равнинный рельеф местности 
может также сопровождаться большими уклонениями отвесных линий. 



Глава XII 

РЕДУКЦИОННАЯ 

ПРОБЛЕМА 

§ 74. Общие сведения 

Под р е д у к ц и о н н о й п р о б л е м о й в высшей геодезии условимся 
понимать совокупность задач по переходу от непосредственно измеренных ве­

личин на поверхности Земли к соответствующим им величинам на поверхности 
относим ости - обычно на поверхности принятого референц-эллипсоида. 

В отдельных случаях может возникать и обратная задача: переход от изве­
стных величин на поверхности относимости на какую-либо другую поверхность 
и, в частности, на земную. По существу I если известны необходимые исходные 
данные, нет различий между прямой и обратной задачами. 

Редуцирование непосредственных измерений на поверхность эллипсоида 
необходимо для того, чтобы иметь возможность выполнить совместную мате­
матическую обработку результатов измерений, пользуясь свойствами и геоме­
трическими зависимостями, существующими между элементами поверхности 

эллипсоида. Эта математическая обработка включает: уравнительные вычи­
сления с целью получения вероятнейmих значений уравниваемых величин" 
решение различного рода математических задач по определению необходимых 
для практики функций величин, измеряемых непосредственно. Примером та­
ких задач могут служить: решение сферических и сфероидических треуголь­
ников, вычисление площадей, геодезических координат пунктов и т. п. 

Условимся, что поверхность, на которую должны редуцироваться непо­
средственные измерения, известна, т. е. заранее определена; определено также 

и положение этой поверхности в теле Земли. 
Математически не имеет значения, какая поверхность и, если говорить 

. об эллипсоиде, какие его размеры приняты в качестве поверхности относимости; 
ио практически важно, чтобы поверхность относимости имела наименьшие от­

. с.rупления от реальной Земли и была, по возможности, параллельна уровенным 
JЮверхностям реальной Земли. Тогда вычисленные на поверхности относимости 
.величины будут мало отличаться от их значений на земной поверхности. При 
малости расхождений между обеими поверхностями будут меньше (по число-

· .вой величине) и редукции. Это весьма существенно, так как при малости ре­
.JСJRций упрощаются выводы формул, облегчаются практические вычисления; 
исходные аргументы для вычисления редукций могут определяться менее 
точно. 

. Заметим попутно, что редуцирование непосредственно измеренных величин 
Jf8. пов~рхность эллипсоида является способом упрощения вычислений, позво­
,ьющим уменьшить число независимых аргументов с трех (В, L, Н) до двух 
<в, L). Можно построить теорию вычислений геодезических сетей, выражая 
Положение каждой точки функцией трех координат (В, L и Н) или прямоуголь­
lJЫХ пространственных координат (Х, У, Z). Тогда необходимость решения боль­
lВИвства редукционных задач отпала бы, но зато уравнительные вычисления 
·•· решение различных вычислительных геодезических задач существенно услож­
!р!лись бы. Поэтому проще и удобнее производить редуцирование измеренных 
1'9личин на поверхность эллипсоида и выполнять последующую математическую 
обработку результатов измерений на этой поверхности, особенно при малых по 
сравнению с радиусом Земли величинах Н - геодезических высот. 
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R решению редукционных задач, составляющих в совокупности редукцион­
-ную проблему, предъявляются некоторые общие требования. Они вытекают 
из условия сохранения в редуцированных величинах той же точности, которая 
была достигнута в непосредственных измерениях. Следовательно, ошибки ре­
.дукций и их влияние должны быть меньше в пять - десять раз ошибок самих из­
мерений. 

Для этого необходимо знать с достаточной точностью величины, харак­
-теризующие отступления реальной Земли от принятой поверхности относи­
мости, т. е. аргументы для вычисления соответствующих редукций: высоты 

-точек поверхности Земли, уклонения отвесных линий, аномалии силы тяжести. 
Эти величины должны определяться только по результатам измерений, но не 
"'Па основе каких-либо гипотетических данных. Без этого соответствующие ре­
.дукционные задачи не могут решаться точно. Выполнение этого условия пред­
ставляло серьезную проблему. До исследований Молоденского мы не имели ме-
·тода строгого определения указанных величин. Существовавшие ранее методы 
.либо были практически невыполнимы, либо основывались на привлечении дан­
ных о плотности и строении Земли, н.оторые с необходимой достоверностью 
"'Неизвестны и до настоящего времени. И сейчас по поводу определения тех или 
'ИНЫХ величин можно высказать пожелания о необходимости повышения точ-
11ости, но это следствие не слабой разработки теории, а результат незавершен­
ности или неполноценности выполненных на Земле измерений (например, неза­
вершенности мировой гравиметрической съемки, несвязанности геодезических 
-сетей разных континентов, малой плотности гравиметрической съемки в гор­
ных районах и т. п.). 

Выше приведены основы теории и соответствующие формулы, определя­
ющие исходные величины, необходимые для точного вычисления редукций. 
Поэтому будем считать исходные величины для редуцирования с необходимой: 
-точностью известными. 

При получении формул для вычисления редукций необходимо обеспечи­
-вать их точность, которая должна соответствовать точности непосредственных 

измерений. При этом ошибки в значениях редукций, вызванные неточностью 
формул, должны быть практически пренебрегаемыми по сравнению с ошибками 
измерений. При этом важно учитывать и харю:{тер (систематический или слу­
чайный) влияния ошибок редукций на редуцированные элементы геодезиче­
ской сети. 

Если влияние редукций, пренебрегаемо малое для единичного редуциро-
13ания какой-либо величины, вносит систематические искажения в геодезиче­
·скую сеть в целом, то решение об учете редукций данного вида должно быть 
сделано с учетом этого обстоятельства. Например, поправка в направление за 
высоту наблюдаемого пункта для отдельного направления обычно пренебре­
гаемо мала, но для геодезического ряда, у н.оторого стороны имеют примерно 

одинан.овый азимут, эта редун.ция будет иметь один знан.. Поэтому пренебреже­
ние этой редун.цией будет равносильно действию систематической ошибки, влия­
ние которой в целом может быть заметным. Поэтому указанная редукция в три­
ангуляции 1 класса почти всегда должна учитываться. 

Существуют два метода редуцирования результатов непосредственных из­
мерений на поверхность референц-эллипсоида - м е т о д п р о е к т и р о -
в а н и я и м е т о д р а з в е р т ы в а н и я. 

П о м е т о д у п р о е к т и р о в а н и я непосредственно измеренные ве­
личины математически редуцируются точно с поверхности Земли на поверх­
ность эллипсоида. Редукции за переход от непосредственно измеренных величив 
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к их проекциям вычисляют по формулам, выражающим указанные поправюf 
в функции величин, определяющих взаимное положение земной поверхности 
и поверхности референц-эллипсоида, т. е. геодезических высот и уклонений от­
весных линий. 

Длины измеренных базисов проектируются на поверхность референц-эл­
липсоида норм ал ям и к нему. В измеренные направления вводятся по­
правки за уклонения отвесных линий относительно нормалей к эллипсоиду. 
При вычислении поправки за высоту наблюдаемой точки принимают расстоя­
ние от объекта визирования до поверхности эллипсоида по нормали к нему 
и т. д· 

П о м е т о д у р а з в е р т ы в а н и я непосредственно измеренные ве­
личины р е д у ц и р у ю т с я н а п о в е р х н о с т ь г е о и д а. В этом 
случае редукции вычисляют в функции величин, определяющих взаимное поло­
жение земной по в е р хн о ст и и геоид а. Так, например, при ре­
дуцировании длин измеренных базисов вносят поправки за высоты, отсчитан­
ные от уровня моря, т. е. от геоида, причем редуцирование производится по 

нормалям к последнему, т. е. при помощи направлений отвесных линий. В из­
меренные углы никаких поправок не вводится. 

Редуцированные на поверхность геоида геодезические величины считаются 
как бы редуцированными на поверхность референц-эллипсоида; иначе говоря" 
при методе развертывания пренебрегают несовпадением геоида с референц­
аллипсоидом. Исследования показывают, что отступления геоида даже от паи­
лучше выбранного референц-эллипсоида могут достигать 150 м. Отсюда легко. 
сделать вывод, что пренебрегать несовпадением геоида и референц-эллипсоида 
нельзя. 

Геометрически метод развертывания можно представить так·: редуциро­
ванные на поверхность геоид а величины как бы укладываются, раз в ер -
т ы в а ю т с я на другой поверхности - поверхности эллипсоида, откуда и 
возникло название метода. 

Сравнение обоих методов редуцирования позволяет сделать следующие об­
щие выводы. 

1. М е т о д п р о е к т и р о в а н и я - строгий метод перехода от из­
меренных геодезических величин к их проекциям на поверхность референц­
аллипсоида, сохраняющий взаимное положение точек земной поверхности и со­

вдающий возможность строгой обработки сколь угодно обширной астрономо­
rеодезической сети. Для применения этого метода необходимо предварительно 
установить размеры референц-эллипсоида и его ориентировки в теле Земли. 
. При этом не требуется использования наилучше установленного референц-
1:)JIJiипсоида. Принципиально метод обеспечивает возможность строгой матема­
тической обработки и при значительных отклонениях референц-эллипсоида 
от наиболее подходящего эллипсоида, но из практических соображений, 
указанных в начале настоящего параграфа, необходимо, чтобы референц­
&JЩипсоид был лишь достаточно близок к наилучше подходящему эллипсоиду. 

2. Мет од раз в ер ты ван и я - нестрогий метод; его применение 
ВЬiаывает искажения (систематического характера) элементов астрономо-геоде­
аических сетей при их обработке, вызванные приближенностью результатов. 
решения редукционных задач. Величина этих искажений зависит от размера 
•строномо-геодезической сети и ошибочности принятых при вычислениях пара-
11,етров референц-эллипсоида. Для достижения возможно точных результатов 
обработки материалов астрономо-геодезической сети при методе развертывания 
Веобходимо, чтобы референц-эллипсоид в пределах астрономо-геодезической 
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сети был наилучше подходящим к геоиду. Однако и в этом случае искажения 
уменьшатся, но не исчезнут, так как останутся влияния отступлений геоида 

от этого эллипсоида. Таким образом, для вполне точной математической об­
работки обширных астрономо-rеодезических сетей метод развертывания не­
пригоден. 

Точное редуцирование измеренных величин на поверхность геоида требует 
знания плотностей Земли вне геоида; эти данные неизвестны, поэтому, строго 
говоря, точное редуцирование на геоид невозможно. Впрочем, ошибки, возни-
1шющие вследствие приближенности решения этой задачи, будут несравненно 
меньше :искажений, обусловленных нестрогостью метода развертывания. 

Из изложенного следует, что для обработки астрономо-геодезических сетей 
следует применять метод проектирования, что и осуществляется в СССР в на­
стоящее время. 

§ 75. РедуIЩия базиса на поверхность 
референц-эллипсоида 

Пусть на земной поверхности измерен базис между точками А и В (рис. 148) 
Наша задача - определить его проекцию на поверхность референц-эллипсоида 
нормалями к последнему в конечных т1 
точках базиса. \ 

Если АА 1 и ВВ 1 - нормали к \ 
референц-эллипсоиду, то требуется т \ 

найти длину кривой: А 1В 1 как дуги \ ь 
нормального сечения поверхности 1 
эллипсоида, имеющего азимут А . 

Возьмем некоторый малый отре- 1 

зок измеренного базиса dl (рис. 149), ~ 0 
d/0 

JеtУная ----
В по/Jер.кность а 

ds0 о:. 0 
\~ 
~ 

\t::. 
~ 

о:. 

f:3 \~ 
[ <.., 

~ ~ 
\<% 

Ьг \ 
\ 

~ ~\~ 
~ '-> \:::s ~ -::х:. 
~ ~ ~ ~ с::, \ 

п, 

п 

Рис. 149 

за который примем один пролет, равный длине инварной проволоки (24-мет­
ровой), и поставим себе целью найти его проекцию на референц-эллипсоид. 

Искомая редукция этого отрезка составится из трех слагаемых редукций: 
а) за переход к проекции отрезка на уровенную поверхность горизонта инстру­
мента (поправка за приведение к горизонту); б) за непараллельность урове:н­
ной поверхности горизонта инструмента и поверхности эллипсоида; в) за вы­
соту базиса над референц-эллипсоидом. 
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На рис. 149: 
dl - длина непосредственно измеренного отрезка аЬ; 

dl 0 - проекция отрезка dl на уровенную поверхность, проходящую через 
точку а, т. е. горизонт инструмента; отрезок dl 0 перпендикулярен 
направлениям отвесных линий тп и т1п 1 ; 



ds 0 - проекция отрезка dl на кривую аЬ 2 , параллельную нормальному се­
чению поверхности эллипсоида в плоскости базиса; 

" - угол наклона отрезка dl к горизонту точки а; 
0 - относительное уклонение отвесной линии в вертикальной плос­

кости базиса; 
dH - превышение одного конца пролета над другим, получаемое из ниве-

лирования целиков. dso ь 
Из рис. 149 непосредственно следует, что 

ds0 = dl 0-0 dH. 

(75.1) 

(75.2) 

1 Для получения проекции отрезка dl на поверх­
ность референц-эллипсоида, т. е. ds, обратимся к 

:;~,ис. 150, из которого 

ds Рл (75.З) 
ds0 = Рл +н. 

е Рл - радиус кривизны нормального сечения а 0 Ь 0 , 
вычисляемый по формуле (6.8), и Н = нv + 
+ ~-

Составим производную пропорцию 

Далее 

ds0 -ds 
ds 0 

н 

- Рл+н. 

Рис. 150 
( 

н н н н2 
ds0 -ds = +н ds0 = ( Н ) ds0 =-ds0 - - 2- dso· 

Рл Р f+- Рл Рл 
•
4 Рл 

(75.4) 

(75.5) 

Заменяя ds 0 в (75.5) через его выражение (75.2) и пренебрегая малыми вели­
вами третьего элемента, получаем 

Н н2 
dl 0 -8dH-ds= -dl0--

2 
dlo, 

,, А Рл 

(75.6) 

во внимание (75.1), 

н н2 
ds = dl cos 'V--dl0 +-dl0 -0 dН113м, 

Рл р~ 
(75. 7) 

s = S ds. (75 8) 

Учитывая требования, предъявляемые к профилю базиса, значения Н 
ожно заменить средним значением высоты базиса Н т• 

Тогда (75.8) окончательно примет вид 

s = lo+ ~т l0 + н:~ lo - С 0 dH. 
р А Рл2 J 

АВ 

(75.9) 
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Для расчета требуемой точности определения Н из {7 5. 9) напишем 

Лs ЛН 

-т;-=~· 

Для того чтобы относительная ошибка редукции базиса на поверхность 
референц-эллиnсоида была меньше 1 : 2 ООО ООО, необходимо, чтобы 

лн = лнv+л~ 
было меньше трех метров. 

§ 76. Поправка в измеренные горизонтальные направления 
за высоту наблюдаемых пунктов 

Эта поправка вытекает из геометрических соображений и обусловлена 
высотой точки визирования Н над референц-эллиnсоидом. 

Пусть с пункта А {рис. 151) наблюдается предмет В, имеющий геодезиче­
скую высоту Н 2 над поверхностью эллипсоида; пусть а и Ь - проекции точек А 
и В на поверхность эллипсоида. Если бы точка В находилась непосредственно 
на поверхности эллипсоида (Н 2 = О), т. е. в точке Ь, то азимут направления аЬ, 
который обозначим Аист, был бы равен углу между плоскостью меридиана 

А 

Рапа и плоскостью, проходящей через точки а, Ь, па. 
Р Однако благодаря тому, что наблюдаемый предмет 

В не находится на поверхности эллипсоида, а распо­
ложен на высоте Н 2 , визирная плоскость n ри наве­
дении на предмет В займет положение АВЬ'па· 
Измеренный азимут направления АВ будет равен 
углу между плоскостью меридиана АаРпа и пло-

о 
скостью АаВЬ'па. Обозначим его Аизм· Таким об­
разом, малый угол ЬаЬ', равный Аист-Аизм, будет 

Па выражать погрешность в направлении АВ, обуслов-
ленную несовпадением визирных плоскостей, прохо­
дящих через действительный объект визирования -

nь точку В и через проекцию этой точки на эллипсоид 
по нормали Ь. 

Рис. 151 
Чтобы от измеренного на земной поверхности 

направления АВ перейти к проекции этого направ­
ления аЬ на поверхности эллипсоида, необходимо ввести в измеренное на­
правление поправку б 

Из (15.1) напишем 

Согласно (26.37), приближенно 

следовательно, 

где s - длина дуги аЬ. 

354 

В2-В1 = s cos А 1 . 2 • 
Мт , 

nanь = ае2 Ms cos А1 2 cos Вт, 
т • 

(76.1) 

(76.2) 

(76-3) 

(76.4) 



Опустив из па перпендикуляр naR на нормаль в точке В, будем иметь 

(76.5) 
или 

R па = ае2 Ms cos А1 2 cos2 В2 , 
т • 

(76.6) 

где Вт заменили через В 2 ввиду малой величины искомой поправки. 
Определим угол nь Впа, :который обозначим через а, 

ae2s cos А 1 • 2 cos2 В 2 r:x=--------
MmBR 

или, полагая В R ~-а, 
z s А 2в (Х = е -м cos 1 2COS 2• 

т . 

Зная угол а и высоту Н 2 , определяем дугу ЬЬ 1 

ЬЬ 1 = Н 2е2 Ms cos А1 . 2 cos2 В2 • 
т 

(76. 7) 

(76.8) 

(76.9) 

Из треугольника ЬЬ' а, в :котором угол при точке Ь равен А 2 _ 1 - 180° 
находим искомую поправку б 

sin б ЬЬ' 

sin (А 2 . 1 -180°) = -s- (76.10) 

Оrсюда 
5:." Il 2 ,, . А А 2в 
L1 = -М е р Slll 1. 2 COS 1. 2 COS 2, 

т 

(76.11) 

где положено, что 

sin (А 2. 1 - 180°) = sin А 1 • 2 • 

Окончательно имеем 

б" = Н 2 [1]т Т sin 2А1 . 2 cos2 В2• (76.12) 

Геодезическая высота Н по-прежнему вычисляется по формуле Н =дv + 
+ ~- \ 

Если В 2 = 45°, то \ 
при Н2 = 1000 м б ~ 0,05", ' -

при Н2 = 200 м о ~О,008". 

Отсюда следует, что данной поправкой нельзя пренебрегать, особенно 
в всхолмленных и горных районах; она, :как правило, должна учитываться 
при вычислении направлений в триангуляции 1 и 2 :классов. 

Из формулы (76.12) следует, что поправка за высоту наблюдаемой точки 
ие зависит от расстояния s между пунктами А и В. Следовательно, эта поправка 
подлежит учету при развитии точной триангуляции независимо от расстояния 
между пунктами. 

§ 77. Редукция измеренных горизонтальных направлений 
при переходе к поверхности референц-эллипсоида 

Формула для вычисления настоящей редукции получена при выводе урав­
нения Лапласа (см. § 67). 

Она имеет вид 

23* 

ЛМ = и sin (А-8) _ 
tg z 

rJ cos А - ~ sin А 
tg z 

(77.1) 
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Поясним геометрический смысл этой редукции. 
Непосредственно измеренный угол на земной поверхности определяется 

двугранным углом, ребром которого является линия, совпадающая с вертикаль­
ной осью инструмента, т. е. от весн а я лини я. Угол в соответствующей 
точке на поверхности эллипсоида измеряется двугранным углом, гранями ко­

торого служат нормальные плоскости, а ребром - н о р м а л ь к n о в е р х­
н о ст и э л ли n с о и да. Угол между отвесной линией и нормалью, т. е. 
уклонение отвесной линии, вызывает необходимость введения в измеренные 
направления рассматриваемой редукции. 

Эта редукция аналогична поправке за наклон J горизонтальной оси тео­
I 

долита х = tg z; очевидно, в этом случае J соответствует величине (ri cos А -
- ~ sin А). 

Числовое значение редукции ЛМ мало, оно выражается обычно в сотых 
долях секунды. Если положить уклонение отвесной линии и = 10", sin (А -
- 0) = 1 и z = 89° 30' ((tg 89° 30' = 120), то ЛМ = О, 08", т. е. на порядок 
меньше ошибки измерения направления (0,6-0,7 "). 

Следовательно, при небольших углах наклона и средних по величине укло­
нениях отвесной линии этой редукцией, казалось бы, можно пренебречь. Так 
следует поступать и при учете редукций в одиночные направления, например 

при вычислении азимута Лапзrаса на отдельных пунктах. Но в измеренные го­
ризонтальные направления триангуляционных рядов 1 класса (или полигоно­
метрии 1 класса) рассматриваемая редукция, как правило, должна вводиться, 
так как накопление влияния ее может носить систематический характер. В этом 
случае пренебрежение настоящей редукцией заметно скажется на точности 
вычисления элементов ряда (в первую очередь на величине ошибки в азимутах 
направлений сторон и поперечном сдвиге ряда). При этом неудачно установлен­
ные размеры эллипсоида и его ориентировка вызовут постоянную систематиче­

скую часть в уклонениях отвесных линий. Но даже если размеры эллипсоида 
и его ориентировка установлены достаточно правильно, приходится иметь в виду, 

что отступления эллипсоида от геоида (или квазигеоида), вызывающие уклонения 
отвеса, носят двоякий характер: отступления местные, случайные и отступле­
ния, охватывающие значительную площадь и характеризующие собой крупные 
волны квазигеоида относительно референц-эллипсоида. Эти крупные волны 
квазигеоида будут обусловливать в редукциях систематическую часть, пре­
небрегать которой нельзя. 

Поэтому рассматриваемая редукция ЛМ, вычисляемая по формуле (77 .1), 
вводится в направления в триангуляции 1 класса. 

В горных районах, где уклонения отвесной линии достигают нескольких 
десятков секунд, а зенитные расстояния могут иметь значительные отклонения 

от 90°, учет этой редукции должен быть особо тщательным. В частности, в таких 
районах редукции рассматриваемого вида должны вводиться и в измеренные 
направления с пунктов триангуляции 2 класса. 

§ 78. Редукции, вызываемые кривизной силовой линии 

По ходу изложения вопросов, рассмотренных выше, влияние кривизны 
силовой линии на результаты непосредственных измерений, выполненных на 

поверхности Земли, уже показано. 
Не повторяя доказательств, изложим для полноты картины основные вы­

воды. 

1. Силовая линия - кривая двоякой кривизны, однако изложенная выше 

l 
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теория решения осн~вных задач вьюшей геодезии требует у ч е т а R р и -
визны силовои линии в нормальном поле силы тя­

жести, т. е. нан плосной Rривой, расположенной в плосности меридиана. 
2. Прантичесни пренебрегаемы: 
а) разность длины силовой линии, RaR нривой от данной точни М до по­

верхности эллипсоида и геодезичесной высоты Н; 
б) различие между напряжениями силы тяжести по насательной R силовой 

линии ( отвесной линии) и направлению нормали R эллипсоиду; 
в) различие между направлениями нормалей R поверхности эллипсоида, 

проведенных из точни с высотой Н и из точни пересечения силовой линией по­
верхности эллипсоида. 

Кривизну силовой линии прантичесни необходимо учитывать nри вычис­
лении слагающей унлонения отвеса в меридиане из сравнения астрономической 
и геодезичесной широт путем введения поправки - О, 171 ", Н sin 2В. 

Тогда 
~ = cp-B-0,171"Hsin2B. (78.1) 

§ 79. О редукциях силы тяжести 

При решении задач высшей геодезии на основе теории Молоденсного воз­
нинает по существу одна редунционная задача по переносу нормального зна­

чения силы тяжести по нормали во внешнем пространстве относительно притя­

гивающих масс - это редукция в свободном воздухе, вычисляемая просто по 
формуде (см. § 61) 

д~1 
дf/ Н = -О,308Н млг. (79.1) 

До появления работ Молоденсного по изучению фигуры Земли и ее внеш­
него гравитационного поля редунционная проблема граю~метрии была одной 
из труднейших, не получившей и до настоящего времени точного решения. При 
прежних взглядах на задачу изучения фигуры Земли RaR на изучение геоида 
возникала необходимость редуцирования силы тяжести с поверхности· Земли 
на геоид, т. е. через пространство, занятое притягивающими массами: Кроме 
того, при применении теории Стокса для определения фигуры геоида должно 
быть выполнено условие - отсутствие притягивающих масс вне поверхности 
геоида. Это требование ставило задачу так называемой регуляризации Земли, 
т. е. удаления внешних масс, но без нарушения физических параметров реаль­
ной Земли - ее массы, фигуры, центра тяжести и вообще внешнего реального 
гравитационного поля. Эта задача точно не решена и до сих пор, так каR она 
требует знания плотностей всех внешних масс по отношению R геоиду. По­
пытки решения задачи по определению геоида без регуляризации Земли на 
основе только выполненных измерений также не привели к положительному 
результату, так как требовались дополнительные сведения о внутреннем гра­
витационном поле Земли. 

Теория Молоденского полностью освобождает от необходимости решения 
редукционной задачи в описанном плане; в этом, в частности, ее важное научное 
и практическое достоинство. Изложенная в общем виде прежняя постановка 
редукционной проблемы гравиметрии для геодезии сейчас не представляет прак­
тического интереса. Понятие о ней приводится для сведения, как об одном 
из трудных рубежей в истории развития науки, который преодолен школой со­
ветских геодезистов. 
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§ 80. Редукционная задача при линейных измерениях 
свето- и радиогеодезическими приборами 

Ха ра:ктерная особенность измерения расстояний свет о- и радиогеодезиче­
с:кими приборами за:ключается в том, что расстояние между заданными точ:ками 
измеряют непосредственно, а не путем измерения и суммирования отдельных 

отрез:ков измеряемой линии*. Кроме того, расстояния между заданными точ­
нами определяют б е з о т н о с и т е л ь н о :к а :к о й - л и б о у р о в е н -
н о й п о в е р х н о ст и. Иначе говоря, измеренные свето- и радиогеодезиче­
с:кими приборами расстояния, или :ка:к 
еще их называют, <<На:клонные даль- В 

ностю>, в процессе измерения не свя­

заны с направлениями отвесной линии 

р 

Рис. 152 

[ 

о 

Рис. 153 

r, 

(в отличие от измерений базисными приборами старого типа, :когда длина каж­
дого пролета приводится :к соответствующей уроненной поверхности). Поэтому 
для редуцирования непосредственно измеренных свето- и радиодальномерами 

расстояний на поверхность референц-эллипсоида необходимы дополнительные 
данные. Пусть, например, измерено расстояние d между точками А и В (рис.152) 
Из простых геометричес:ких соображений следует, что для перехода от измерен­
ной на:клонной дальности d :к геодезичес:кой линии s между точ:ками А O и В O -

прое:кциями точе:к А и В на эллипсоид - необходимо дополнительно знать гео­
дезичес:кие высоты этих точе:к Н 1 и Н 2 и, :кроме того, приближенно широту 
одной точ:ки и азимут А направления АВ. Эти дополнительные данные должны 
быть получены заранее из других видов геодезичес:ких измерений. Та:ким обра­
зом, реду:кционная задача сводится :к вычислению разности (d - s), определя­
емой из геометричес:кой зависимости. 

Ка:к известно, в настоящее время свето- и радиогеодезичес:кие приборы 
для измерения расстояний подразделяются по :классу точности и дальности 

действия на два основных типа: 

а) светодальномеры и радиодальномеры, 
б) радиогеодезичес:кие системы (РГС). 

* Предполагается, что все поправки, как инструментального характера, так и за влия­
ние внешней среды, введены; измеренные расстояния - прямые. 
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Светодальномерами и радиодальномерами измеряют длины базисов, исход­
ных сторон триангуляции, сторон полигонометрических ходов и сторон трила­

терации. 

Наивысшая реальная точность измерений расстояний этими инструментами, 
характеризуется ошибкой порядка 1 : 400 ООО. "Указанная точность измерений 
достигается при расстояниях порядка 15-40 км, типичных в геодезических ра­
ботах высокой точности. В этом случае на основании выводов § 15 и 16 длину 
геодезической линии можно не различать от длины окружности, поэтому редук­

ционная задача заключается в нахождении поправки за переход от измеренного 

расстояния к его проекции на сферическую поверхность надлежаще взятого 
радиуса. 

С применением радиогеодезических систем можно измерять расстояния 
до 600-900 км, однако относительная ошибка таких измерений примерно 
на порядок больше, чем при измерении расстояний светодальномерами и радио­
дальномерами не менее 1 : 50 000-1 : 100 ООО. При измерении значительно 
более коротких расстояний (50-100 км и меньше) относительная ошибка из­
мерений расстояний при помощи РГС становится столь значительной, что этот 
вид измерений выходит из класса точных геодезических измерений. Поэтому 
редукционная задача при радиогеодезических измерениях решается простей­
шим путем: или совсем не вводится поправка рассматриваемого вида (при ма­
лых величинах измеряемых расстояний и незначительных высотах конечных 
точек), или вычисляется поправка как и при измерении светодальномерами 
и радиодальномерами, принимая Землю за сферу соответствующе установлен­
ного радиуса. 

С учетом изложенного получим выражение для редукции измеренной на­
клонной дальности на сферу радиуса R. 

Пусть S - земная поверхность (рис. 153), ЕЕ 1 - поверхность сферы 
радиуса R. Высоты конечных точек измеряемого расстояния А и В над поверх­
ностью эллипсоида по-прежнему обозначим через Н 1 и Н 2 • 

Из треугольника АВО имеем 

d2 = (R 1 +H1) 2 +(R 1 +H2)2-2(R 1 +H1)(R1 +H2)cos~. (80.1) 

Выразим угол ~ при центре сферы из решения треугольника А 0В 00, т. е. 

с2 =- 2R~ - 2R~ cos ~' 

2R 2 -с2 
cos ~ = l , 

2R~ 
(80.2) 

где с - длина хорды А 0В O• 

После подстановки (80.2) в (80.1) и простых преобразований получим 

. ~ с 
sш2 = 2R1' 

s = 2R arcsin 2~
1 

, 

с3 3с5 

s = с+ 24R2 . + 640 R 4 • 
1 1 

(80.3) 

(80.4) 

(80.5) 

(80.6) 
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Формулы (80.3) и (80.6) решают задачу. 
При редуцировании точно измеренных расстояний, произведенных свето­

дальномерами и радиодальномерами, радиус кривизны R 1 можно вычислить 
по формуле 

R 1 =- R ( 1 - ~ cos2 В cos 2А) , (80. 7) 

где R - средний радиус кривизны. 
При сравнительно малых расстояниях (d < 15 км) и средней и малой точ­

ности измерений достаточно считать R 1 = R. 
Учитывая все возрастающую точность и дальность действия новых средств 

линейных геодезических измерений, приводим более точные формулы рассма­
триваемой редукции. 

Обозначим через Сэл длину хорды, соединяющей проекции А 0В O на эллип­
соиде вращения. Без вывода напишем 

( 
Нт 2 2 Н~+Н; 2 2 Н1+2Н2 2 ';· Сэл = с 1 + ~ Yj cos А+ 2N 2 У/ cos А+ 2N 2 СУ/ tg В cosA . (80.8) 

Тогда длина геодезической линии Sс,л на поверхности эллипсоида, соединя­
ющей точки А O и В O, определится 

(80. 9) 

где R = VR 1R2; 
R 1 и R 2 - средние радиусы криви:шы в точках А O и В O• 
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Гл а в а XIII 

ГРАДУСНЫЕ ИЗМЕРЕНИЯ 

§ 81. Общие сведения 

П о д г р а д у с н ы м и и з м е р е н и я м и обычно понимают сово­
«упность астрономических, геодезических и гравиметрических работ, пред­
назначенных для определения фигуры Земли. 

Задача градусных измерений заключается в определении: 
1) параметров р е ф е ре н ц - э л лип с о и д а как рабочей координат­

ной поверхности, необходимой для решения многих задач геодезии и карто­
графии; 

2) вспомогательной поверхности - к в а з иге о и д а, весьма близкой 
к поверхности геоида на суше и совпадающей с ней на морях и океанах; 

3) действительной фигуры Земли, т. е. ее физической поверхности; 
4) параметров земного эллипсоида, наилучшим образом представляющего 

фигуру Земли в целом, - общего земного эллипсоид а. 
При рассмотрении вопросов, составляющих содержание предшествующих 

глав, считалось, что поверхность референц-эллипсоида определена, т. е. из­
вестна. Поэтому в первую очередь здесь рассмотрим решение первой задачи, 
т. е. вы в од пар а метр о в реф ере н ц - эллипсоид а. 

При оценке выводов параметров референц-эллипсоида обычно принимается 
во внимание степень близости его к эллипсоиду, наилучmе подходящему для 
всей Земли, т. е. к общему земному эллипсоиду. Это в свою очередь зависит 
от территории, на которой исполнены астрономо-геодезические и гравиметри­

ческие измерения, результаты которых были использованы при выводе парамет­
ров референц-эллипсоида. Чем больше территория, на которой произведены 
градусные измерения определенной густоты, тем больше эллипсоид, выведен­
ный на основе этих измерений, приближается к общему земному эллипсоиду. 
Поэтому задача определения референц-эллипсоида непосредственно примыкает 
к задаче определения эллипсоида, наилучшим образом представляющего фи­
гуру Земли в целом. 

Из учение поверхности к в аз иге о и да выполняется пу­
тем определения аномалий высот ~ (или уклонений отвесных линий ; 
и 'r)) относительно референц-эллипсоида методом астрономо-гравиметрического 
нивелирования. 

Изучение формы физической земной поверх­
н о с т и осуществляется путем определения н о р м а л ь н ы х в ы с о т НУ 
относительно поверхности квазигеоида или геодезических высот Н относи­
тельно референц-эллипсоида; для этого, помимо астрономо-гравиметрического 
нивелирования, необходимо выполнять геометрическое нивелирование. 

Методы решения второй и третьей задач изложены в главах Х и XI, по­
этому будем считать их известными. 

В ы в о д о б щ е г о з е м н о г о э л л и п с о и д а требует наличия 
градусных измерений всей поверхности Земли или значительной ее части. 
Ранее указывалось, что фигура геоида, помимо случайных, местных волн, имеет 
общие волны, охватывающие территории материков, влияющие на фигуру 
Земли в целом. Поэтому для решения этой задачи и необходимо градусными из­
мерениями охватить поверхность всех материков. Эти градусные измерения 
в отдельных и даже крупных частях поверхности Земли должны охватывать 
возможно большую поверхность земного шара. Водные пространства не 
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позволяют равномерно покрыть градусными измерениями всю поверхность зем­

ного шара, но на морях и океанах могут производиться работы по измерению 
силы тяжести. 

Исследования показывают, что градусные измерения, позволяющие на­
дежно определить размеры большой полуоси, в соединении с гравиметриче­
скими наблюдениями на суше и на море, надежно определяющими сжатие эл­
липсоида, дают возможность успешно решать задачу определения общего зем­
ного эллипсоида. В настоящее время градусными измерениями еще не охва­
чены все материки, а имеющиеся не связаны между собой; измерения силы 
тяжести на океанах исполнены не полностью, поэтому вывод общего земного 
эллипсоида пока еще дело будущего. Современная постановка задачи по выводу 
общего земного эллипсоида и метод ее решения изложены в § 87. 

Установим, какими параметрами определяется референц-эллипсоид. На­
помним его определение: р е ф е р е н ц - э л л и п с о и д о м н а з ы в а е т с я 
эллипсоид с определенными размерами и опреде­

л е н н ы м о б р а з о м о р и е н т и р о в а н н ы й (р а с п о л о ж е н н ы й) 
в теле З ем л и. 

Размеры эллипсоида определяются двумя параметрами - полуосями а и Ь 
или большой полуосью а и сжатием а. 

Ориентирование эллипсоида в теле Земли выполняется путем установле­
ния и с х о д н ы х г е о д е з и ч е с к и х д а т, определяющихся значе­

ниями геодезических координат, принимаемых в исходном пункте триангуля­

ции. Эти координаты В 0 , L 0 , А 0 , Н 0 , т. е. геодезические широта, долгота, азимут 
и высота в точке триангуляции, принимаемой за начальную. Они определяются 
из выражений: 

Во =.:.: (f)o - ~о - О, 171" Н O sin 2В0 ) 

L 0 = л0 - 11 0 sec ер 

А 0 =---= ех,0 -110 tg ,_р 

Но= нv+ ~о 

1 

} . 
1 
J 

(81.1) 

Таким образом, исходным и вел и чин а ми, позволяющими опре­

делить параметры референц-эллипсоида, являются: 

а, Ь, (f)o, ло, ао, HJ, ~о, 110, 'о· 
Значения ср 0 , л 0 , сх. 0 определяются непосредственно из астрономических на­

блюдений; методы этих наблюдений рассматриваются в геодезической астроно­
мии, поэтому будем считать их известными. Нормальная высота нv опреде­
ляется из результатов геометрического нивелирования; методы вычисления 

нормальных высот изложены в главе XI, § 72. Поэтому в этой главе рассмот­
рены методы определения величин а и Ь (или а и а), характеризующих размеры 
земного эллипсоида, и ~о,'У] 0 , ~о - слагающих уклонений отвесных линий и ано­
малии высоты в начальном пункте триангуляции, позволяющих по формулам 
(81.1) перейти к значениям исходных геодезических дат. Тем самым будут опре­
делены размеры и ориентировка референц-эллиnсоида в теле Земли. 

Перечисленные параметры определяют под условием возможной геоме­
трической близости поверхности референц-эллипсоида к поверхности геоида 
(квазигеоида), так как референц-эллипсоид является вспомогательной или 
рабочей координатной поверхностью, заменяющей при обработке геодезиче­
ских измерений уровенную поверхность Земли; поэтому естественно потребо­
вать возможной блиэости между этими поверхностями. 
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Математическое условие гео:метричес:кой близости референц-эллипсоида 
:к уровенной поверхности реальной Земли обычно выражают та:к: 

(81.2) 
или 

(81.3) 

В выражении (81.2) суммирование распространяется на астрономические­
пун:кты, входящие в данную астрономо-геодезическую сеть; в выражении 

(81.3) - на всю территорию, для которой известны аномалии высоты. При у:ка­
занном выборе параметров, независимо от их значений, и выполнении зависи­
мостей (81.1) малая ось референц-эллипсоида и плоскость экватора будут всегда 
параллельны оси вращения Земли и плоскости земного экватора. В общем слу­
чае центр референц-эллипсоида не будет совпадать с центром тяжести Земли. 

Принципиально возможны два ме'l ода определения параметров земного 

эллипсоида: г е омет р и чес кий, основанный на использовании астро­
номо-геодезических измерений, и физ и ч е с кий, основанный на использо­
вании гравиметрических измерений. Как и при выводе уклонений отвесных 
линий и высот, наилучшее решение дает совместное использование обоих ме­
тодов. 

При выводе размеров и ориентировки эллипсоида геометрическим методом, 
т. е. из астрономо-геодезических измерений, различают мет од дуг и м е -
тод площадей. 

М е т о д д у г основан на использовании измеренных длин дуг на земной 
поверхности и астрономичес:ких определений широт и долгот на :концах этих 
дуг. Определение размеров и ориентировки ~е:много эллипсоида из измерений 
дуг по меридианам и параллелям называют г р а д у с н ы м: и и з м: е р е -
ниями по меридиану и градусными измерениями 

п о п а р а л л е л и. Дуги могут быть связаны между собой и не иметь между 
собой связи. Из результатов определений по методу дуг определяют размеры 
эллипсоида и ориентировку эллипсоида, наилучmе подходящего н е к ф и -
г у р е г е о и д а н а :к а :к о й - л и б о п л о щ а д и, а наилучmе подходя­
щего :к п р о ф и л ю г е о и д а п о и с п о л ь з о в а н н ы м д у г а м г р а -
д у с н ы х и з м е р е н и й. 

Метод дуг был использован в § 50 для пояснения идеи вывода размеров 
эллипсоида из градусных измерений. 

М е т о д п л о щ а д е й основан на использовании а с т р о н о м о -
г е оде з и ч е с к ой сет и, по возможности равномерно покрывающей тер­
риторию, притом с некоторой определенной густотой. Густота пун:ктов астро­
номо-геодезичес:кой сети для применения метода площадей должна удовлетво­
рять основному требованию - возможности вывода размеров и ориентировки 
эллипсоида, н а и л у ч m е п о д х о д я щ е г о к п о в е р х н о с т и г е о -
и да на принятой территории, и одновременно выявлению формы, <<рельефа>> 
геоида на этой территории. Согласно исследованиям проф. Rрасовс:кого, астро­
номо-геодезичес:кая сеть, отвечающая требованиям обработ:ки ее по мет од у 
площадей, необязательно должна представлять собой сп л о m ну ю 
с· е т ь; по его исследованиям достаточно, если астрономо-геодезичес:кая сеть 

будет состоять из связанных между собой рядов триангуляции по меридианам 
и параллелям, расположенным между смежными рядами одного .направления, 

на расстоянии о:коло 200-300 :км, с определением астрономических пун:ктов 
по рядам примерно через 70 :к:и (ис:ключая горные районы). 
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Метод дуг nр:и:менялся ранее, когда градусные измерения представляли 
собой разрозненные отдеJ1ьные ряды триангуляции; примером такого ряда 
является знаменитая дуга Струве. В настоящее время. астрономо-геодезические 
сети строятся с густотой, обеспечивающей применение метода площадей. В част­
ности, вывод размеров эллипсоида Красовского был произведен по методу 
площадей. 

Однако и в настоящее время целесообразно при выводе параметров рефе­
ренц-эллипсоида использовать при обработке астронома-геодезической сети 
·отдельные значительные дуги по меридианам и параллелям. Поясним эту мысль 
при помощи рис. 154. Пусть заштрихованный прямоугольник ABCD схема­
тически представляет собой территорию, на которой развита значительная 
аетрономо-геодезическая сеть, пригодная для обработки по методу площадей . 
.h' этой большой сети примыкают по меридианным направлениям три дуги аЬ, 

А 

.D 

ь d 

а 

f 

с 

cd и ef значительного протяжения. Несомненно, присоеди­
нение этих дуг к астрономо-геодезической сети ABCD су­
щественно расширит данные для вывода размеров эллип-

соида и при надлежащей обработке приблизит этот вывод 
е В к размерам общего земного эллипсоида. 

///,'///.U// ==т,-:.,. Как метод дуг, так и метод площадей представляют 

Рис. 154 

собой по существу один метод - астрономо-геодезический, 
позволяющий определять параметры м е с т н о г о ре­

ференц-эллипсоида, т. е. земного эллипсоида, наиболее 
подходящего к квазиrеоиду для территории, на которой 

С расположены выполненные астрономо-геодезические из­
мерения. 

Фи з и ч е с к и й мет од, т. е. метод, основан-
ный на использовании одних гравиметрических измере­

ний для определения всех параметров эллипсоида, не применяется; этот ме­

тод не позволяет с достаточной точностью определить линейный или масштабный 
параметр эллипсоида, например длину большой полуоси. 

Определив независимо от геодезических измерений массу Земли, можно 
было бы получить из гравиметрических измерений и значение большой полу­
оси. Однако с необходимой точностью независимо от геодезических и гравиме­
трических данных масса Земли в настоящее время не определяется. Поэтому 
линейный параметр эллипсоида всегда выводится с использованием материалов 

геодезических измерений. 
Второй параметр, определяющий форм у земного эллипсоида, - сжатие 

может быть определен из одних гравиметрических измерений, притом с боль­
шей достоверностью, чем астрономо-геодезическим методом. При этом весьма 
важным обстоятельством является возможность получения и, следовательно, 
использования гравиметрических данных для всей поверхности Земли, т. е. 
и на с у ш е, и на океан ах. Этот метод определения сжатия непосред­
ственно вытекает из второй формулы Клеро (см. § 59). 

С большой точностью определяется сжатие также из наблюдений искус­
ственных спутников Земли. Сведения об этом методе приведены в гл. XVII. 

Существуют решения задачи по определению всех параметров земного 
эллипсоида, основанные на совместном использовании астрономо-геодезических 

и гравиметрических данных. 

Приведем основные характеристики программы градусных измерений, осу­

ществляемой в СССР. 
Градусными измерениями в СССР являются ряды триангуляции 1 класса, 
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прокладываемые по меридианам и параллелям на расстоянии около 200 км 
и образующие полигоны периметром 800-1000 км. Длины базисных сторон 
определяют в местах пересечения рядов, т. е. через 200 :км; астрономические 
определения (широты, долготы и азимуты) - на двух пун:ктах каждой базис­
ной стороны. Через каждые 60-100 :км в промежут:ках между базисными сто­
ронами на пун:ктах триангуляции определяют широты и долготы. Гравиметри­
ческие пункты определяют в порядке производства общей гравиметрической 
съемки со средней густотой один пункт на 1000 :км 2 , обеспечивающей выполне­
ние астрономо-гравиметрического нивелирования по всем рядам астрономо­

rеодезической сети СССР. Кроме того, вдоль отдельных рядов триангуляции 
1 класса производят дополнительное сгущение гравиметричес:кой съемки. Одно­
временно в геодезических целях используют результаты специальных грави­

метрических измерений, выполняемых, например, при разведке полезных ис­
копаемых. 

Ряды, по которым с большей точностью производят астрономо-гравиметри­
ческое нивелирование, называются гл а в н ы ми дуг а ми град у с -
н ы х и з м е р е н и й СССР или о с н о в н ы м и л и н и я м и а с т р о -
н о м о - г р а в и м е т р и ч е с к о г о н и в е л и р о в а н и я. 

На всех пунктах астрономо-геодезичес:ких сетей определяют нормальные 
высоты. Программная точность измерений астрономо-геодезической сети СССР 
1 класса характеризуется показателями, приведенными на стр. 7. 

Постанов:ка работ по градусным измерениям в СССР имеет ряд важных 
достоинств: они охватывают громадную территорию, произведены в весьма ко­

роткий срок, что обеспечило однообразие выполнения программных требований 
и и., высо:кую точность; в состав градусных измерений на территории СССР 
входят работы по астрономо-гравиметричес:кому нивелированию. 

Совместная постанов:ка астрономо-геодезических и гравиметрических ра­
бот является весьма существенной особенностью градусных измерений в СССР, 
которая при высоком уровне техничес:кого исполнения позволяет отнести по­

следние к наиболее современным. Эта программа градусных измерений впервые 
стала осуществляться в СССР. 

Отметим, что с :конца сороковых годов начР лось развитие триангуляции 
2 класса внутри полигонов 1 :класса с точностью, близкой :к триангуляции 
1 класса. 

Градусные измерения не являются отдельной частью основных астрономо­
геодезических и гравиметричес:ких работ, выполняемых в стране. Они предста­
вляют органичес:кую часть и следствие исполнения первоклассных триангуля­

ционных работ для создания опорной геодезической сети в государстве, необ­
ходимой для картографирования его территории и для других практических 
нужд. Запросы практики и науки не вступают в противоречие, а, наоборот, 
взаимно дополняют друг друга, обеспечивая в :комплеRсе наилучшее разреше­
ние обеих задач. 

§ 82. Градусные измерения по меридиану и параллели, 
метод дуг 

Идея определения размеров и сжатия земного эллипсоида из градусных 
измерений по меридиану и параллели освещена в § 50. Хотя метод дуг в на­
стоящее время применяется мало, он имеет методичесRое значение и в наибо­
лее простом виде иллюстрирует решение задачи по выводу параметров земного 

эллипсоида на основании астрономо-геодезичес:ких измерений. 
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Пусть имеем ряд триангуляции 1 класса, на концах которого исполнены аст­
рономические определения широт, долгот и азимутов (рис. 155), проложенный 
между точками А и В приблизительно по направлению меридиана. 

Для дальнейшего составления уравнений градусных измерений по мери­
диану необходимо определить длину и азимут геодезической линии, соединя­
ющей конечные точки звена, и затем получить проекцию этой линии на мери­
диан, проходящий через одну из ее конечных точек, например через точку А, 
т. е. получить длину дуги меридиана между параллелями, имеющими широты 

А 

IP 
1 

Рис. 155 
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Рис. 156 

(() А и (()в. Для указанной цели произведем 
Е следующие предварительные вычисления: 

1. Уравнивание ряда за условия фигур, 
базисов и, если возможно, азимутов и окон­
чательное решение треугольников. 

2. Вычисление длины D и азимута Т 
геодезической линии, соединяющей конечные 
точки ряда А и В. 

Вывод длины и азимута геодезической линии может производиться путем 
последовательного вычисления полярных координат точек Ь, с, d, ... , В 
с началом координат в точке А. Полярными координатами будут азимуты и 
длины линий АЬ, Ас,, Ad, ... , АВ. Очевидно, полярные координаты точки В 
и будут искомыми значениями D = АВ и Т = LPAB. 

Длину и азимут геодезической линии дуги можно получить также из реше­
ния обратной геодезической задачи по дуге АВ после вычисления координат 
пунктов ряда. 

3. Проектирование на меридиан АР дуги D при помощи параллели точки В 
или вычисление расстояния АВ 1 = s между параллелями точек А и В. Будем 
иметь 

s = D cos Тт+Лs, 
где Лs - поправочный член, 

Т Ав+Твл ± 1800 
Тт,= 2 • (82.1) 

Обычно дуга, по которой производится градусное измерение, состоит из 
нескольких частных дуг АВ, ВС, CD и т. д· (рис. 156). Тогда соответственно 
получаем длины дуг меридианов s1 , s2 , s3 , s4 и т. д., которые в дальнейшем бу­
дем рассматривать как н е п о с р е д с т в е н н о и з м е р е н н ы е. 
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Проентирование дуг АВ, ВС, CD на меридиан совершается с ошибной 

Лs = -Dsin TmdTm. (82.2) 

При Тт = 10° и dTm = ±4" 

1 1 1 
Лs = - D G. 50 ООО = - D -з-оо_о_оо-' 

или при D = 200 нм 
Лs= 0,7 :м. 

Эта ошибка пренебрегаемо мала по сравнению с ошибнами астрономичесних 
данных, входящих в уравнения градусных измерений, и влияниями унлоне­
ний отвесных линий. 

При градусных измерениях по параллели порядон предварительной об­
работни геодезичесних материалов остается в основном таним же, нан и при 
градусных измерениях по меридиану. Он отличается тольно тем; что предвари­
тельно для наждой частной дуги вычисляют ее длину по параллели по средней 
широте этой дуги. Таним образом, для дуги по параллели в целом отдельные 
частные дуги ее будут отнесены R разным широтам. Длины этих частных дуг 
приводят н длине дуги параллели, имеющей среднюю широту для всего ряда 
по параллели. Обозначим: s1 , s2 , s3, ••• , sk - длины дуг параллелей, отне­
сенные R средней широте наждой дуги <р 1 , <р 2 , <р 3 , ••• , <J)k соответственно 
{рис. 157); S~, Sz, ... , Sk, - ДЛИНЫ ДУГ параллелей, отнесенные R средней ДЛЯ 
всей дуги широте <р 0 • Тогда на основании (8.2) исномая длина неноторой 
дуги sk вычислится из отношения 

s; V1-e2 sin2 <J)k sec <J)k 

si: = У 1- е2 sin2 ер O sec <ро 
(82.3) 

В результате будем иметь значения для всех частных дуг градусного из­
мерения по параллели, отнесенные R одной широте. 

После указанной предварительной обработни материалов градусных из­
мерений переходят R составлению и решению уравнений. 

Для получения уравнений градусных измерений по меридиану напишем 
формулу (7 .11) для длины дуги меридиана 

__ (В 2 -В1)" (1 ( 1 3 2В ) 2} 
s - а р" t - \ т+т cos т е . (82.4) 

В формуле (82.4) В 2 и В 1 - геодезичесние широты, отнесенные R о п р е -
д е л я е м о м у эллипсоиду, а и е - исномые значения большой полуоси и экс­
центриситета о п р е д е л я е м о г о эллипсоида. Обозначим: 

а=а0 +Ла ) 
2 ' (82.5) 

е2 = е 0 + Ле2 

где а 0 и е~ - неноторые приближенные значения большой полуоси и нвадрата 
энсцентриситета эллипсоида, принятого при обработне градусных измерений. 

Подставим значения (82.5) в формулу (82.4) 

s=a0 (В~-;,,В 1 )" {1- (-¼-+ ~ cos 2Вт) е~}+ 
-1,:- Ла (В2-В1)" f1 ( 1 + 3 2В ) 2 ) (В2-В1)'' {( 1 + 3 2В )} Л 2 

р" . 'l - 4 4 cos т е O J-- а0 р" 4 4 cos т е . 

(82.6) 
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Найдем выражение для длины радиуса кривизны меридиана М0 на эллип­

соиде с параметрами а 0 и е 0 при средней широте Вт = В1 ! в2 
: 

м::~ = а0 (1-е~} (1- е2 sin2 Вт)-3 / 1 = а0 (1-е~) ( 1 + ~ е~ sin2 Вт), 

НО 

. 2в - 1 1 2В SШ m - 2 - 2 COS m, 

поэтому 

м::~ = а0 (1- е~) { 1 + ~ е~ (-} ---½- cos 2Вт)} } 
м::~ = ао \ 1 - ( 1 + : cos 2Вт) е~} · 

Разделив (82.6) на (82.7), получим 

(82. 7) 

Л:- 0 р" = (В2 - В 1)" + (В2 - В1)" ~: - (В2 - В1)" (-¾-+ ~ cos 2Вт) Ле2 . (82. 8) 
т 

Выражение-.!., р" представляет собой с принятой точностью разность mи­
Мт 

рот точек на эллипсоиде с размерами а 0 и е 0 , соответствующую расстоянию s 
и средней широте Вт. 

Обозначим 

s ,, (во о) мо р = 2-В1 . 
т 

На основании формулы (65.17) имеем: 

В1 = ср1 - 61 - О, 111:: s~n 2В1Н 1 ) ' 

В2 = ср2 - 62- О, 171 sш 2В2Н2 

где (J) 1 и (J) 2 - астрономические широты точек А и В дуги, 

(82.9) 

(82.10) 

; 1 и 62 - слагающие уклонений отвесных линий в меридиане в этих же 
точках, отнесенные к поверхности искомого эллипсоида, 

Н 1 и Н 2 - высоты этих точек. 
Теперь уравнение (82.8) примет вид 

(в:-в:)" = {(ср2 -bl- (ср 1 - bl}-0, 171" (Н2 sin 2В2-Н 1 sin 2В1) + 
(82.11) 

откуда 

62 = ;1 + {(cp2-(f)1)" -0,171" (sin 2в:н2-sin 2в;н1)-(в:-в:)"} + 
(82.12) 
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В последнем уравнении в коэффициентах при неи3вестных ра3ности широт 

(В 2 - В 1) 3аменены чере3 (В; - В~), а Вт - чере3 В'/п, что практически вполне 
допустимо. 

Уравнение (82.12) следует рассматривать как уравнение погрешностей .. 
Вводим обо3наче:ния: 

{((])2 -ср1)'' -(В~ -В~)" -0,171" (Н2 sin 2В~ -Н1 sin 2В~)} = l, 

(В~-ВП =р, 

-(В~ -В~)(-¼+ 1 cos 2Вт) = q, 

тогда уравнение (82.12) примет вид 

62 = 61 + р Ла + q Ле2 + l . 
ао 

(82.13) 

Если данная дуга градусного и3мерения состоит и3 п частных дуг АВ, ВС ,, 
CD, . . . , то для каждой и3 них будем иметь уравнение, аналогичное уравне-­
нию (82.13): 

,: t . Ла Л 2 
'::>2 = '::>1 + Р1-- +q1 е + l1 

ао 

;з = s2+ Р2 ~: + q2Ле2 + l2 

;4 = ;3 + Рз Ла + q3 Ле2 + l з 
ао 

Sn = ;п-1 + Рп-1 Ла +qп-1Ле2 + lп-1 
ао J 

(82.14) 

Роль погрешностей в этих уравнениях играют величины ; 1 , ; 2 , •• ·~ 

Sn - слагающие уклонений отвесных линий в меридиане, так как ошибки: соб­
ственно астрономических наблюдений бq, nренебрегаемо малы, в 10-20 ра3 
меньше ука3анных уклонений отвесных линий. 

Рассматривая величины ; 1 , ; 2 , ••• , Sn как случайные ошибки (что, как 
увидим далее, не вполне правильно), не можем, однако, решать уравнения 
{82.14) по способу наименьших квадратов, так как эти уравнения не не3ависимы; 
каждые два смежных уравнения содержат общие величины S· Для того чтобы 
уравнения (82.14) обратить в не3ависимые, поступим следующим обра3ом: 
сложим первое уравнение системы (82.14) со вторым; сумму первого и второго 
уравнений с третьим и т. д·, получим: 

~2 = ;1 + Р1 ~: +q1 Ле2 + l 1 

Sз = ;1 + (Р1 + Р2) 1: + (q1 + q2) Ле2 + l1 + l2 

(;, = (;1 + (р1 + р, + р3) ~= + (q1 + q,+ q3) Ле• + 11 + 12 + 13 ~. (82.15), 

,: Ла 
'::>п = S1 + (Р1 + Р2+ Рз+ · · •+ Рп-1) --;;;-.+ 

+ (q1 + q2+ q3 + · · · + qп-1) Ле<2+ l1 + Z2+ lз+, · · + la-1 
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·Если обозначить: 

Р1 =Р1; 

Р1+ Р2=Р2; 

Р1 + Р2 + Рз = Р з; 

l1 = L1; 

l 1 + l2= L2; 

l1 + l2 + l3 = L3; 

q1 =Q1; 

q1 + q2= Q2; 

q1 + q2+ q3 = Q3; 

l1 + l2+ lз+ · · · + ln-1 = Ln-1, 

то уравнения (82.15) примут вид: 

~1 = 61 

62 = 61 + Р1 Ла +Q1Ле2 + L1 
ао 

~з=s1+Р2 ~: +Q2Ле2 + L2 

S4 = ~1 + Рз Ла +Qз Ле2 + Lз 
ао 

Sп = ~1 + Р n-J Ла + Qп-1 Ле2 + f"п-1 
ао J 

(82.16) 

Уравнения (82.16) независимы между собой, если рассматривать ~1 как 
неизвестную величину, подлежащую определению. Очевидно, эта система мо­
жет рассматриваться как система независимых уравнений погрешностей, реше­
ние которых следует производить по способу наименьших квадратов. Эти урав-

Ла Л пения содержат три неизвестных: ~1 , -, е2 • 
ао 

Геометрически выражения· (82.16) представляют собой уравнения градус-
ных измерений для дуг АВ 1 , АС 1 , AD 1 , АЕ 1 (см. рис. 160). В этом легко убе­
диться, подставив в уравнения С82.15) значения коэффициентов р, q и l. 

Появление третьего неизвестного ~1 понятно: уравнения (82.16) реша­
ются по способу наименьших квадратов под условием ~ ~2 = min, или, иначе 
говоря, под условием наибольшего приближения искомого эллипсоида к гео­
иду. Но для этог'о недостаточно определить только размеры эллипсоида, еще 
необходимо установить и в з а и м н о е р а с п о л о ж е н и е эллипсоида и 

геоида, т. е. соответствующим образом о р иен тир о в ат ь эллипсоид от­
носительно геоида. Определив s1 , тем самым определим геодезическую широту 
первой точки дуги по формуле 

(82.17) 

Последним уравнением определяется направление нормали к поверхнос'!'и 
эллипсоида относительно направления нормали к геоиду в плоскости мери-
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диана в начальной точке; тем самым определяется положение меридианного 
сечения эллипсоида относительно меридианного сечения геоида при совпадении 

плоскостей ·обоих сечений. 
Уравнения (82.16) решают по способу наименьших квадратов обычным 

Ла 
путем: составляют три нормальных уравнения с тремя неизвестными: 61 , - ,._ 

ао 

Ле2 , из которых и определяют значения последних. Значения величин 6 для 
остальных пунктов вычисляют из уравнений (82.16). 

Ошибку единицы веса вычисляют по формуле 

(82.18) 

Очевидно, эта величина одновременно будет средним квадратическим зна­
чением случайного м е с т н о г о уклонения отвесных линий в меридиане ,J;аН­

ной дуги. 
Вычисление размеров эллипсоида указанным путем и его ориентирование 

в меридианной плоскости приводят к определению эллипсоида, наилучшим 
образом подходящего к геоиду по данной меридианной дуге. 

Изложенный метод обработки градусных измерений соответствует м е т о д у 
раз в ер ты ван и я. Действительно, в свободном члене уравнения (82.12) 
величина (В; - В~) вычисляется по формуле (82.9) при помощи дуги s на эл-
липсоиде с размерами и сжатием а. 0 и ei, тогда как длина дуги s, определяемая 
выражением (82.4), относится к искомому эллипсоиду с размерами а и е2 • До 
разработки Красовским предложений о переходе к методу проектирования из­
меренные на земной поверхности расстояния приводились :к уровню моря, т. е. 
редуцировались на поверхность геоида, полагая, что несовпадением геоида 

и наилучше подходящего к нему эллипсоида можно пренебрегать. Таким обра­
зом, в нашем выводе при вычислении (В;-в;) дуга s, отнесенная к поверхности 
геоида, откладывалась, р а з в е р т ы в а л а с ь на другой поверхности -
поверхности эллипсоида с параметрами а 0 и е~. Вызываемая этим погрешность 
в свободном члене уравнения (82.12) зависит от приближенности принятых ве­
личин а 0 и е~ и от пренебрежения несовпадением геоида с искомым эллипсои­
дом. При обработке больших дуг и вообще обширных астрономо-геодезических 
сетей эта неточность в обработке будет приводить к заметным ошибкам в выво­
дах параметров референц-эллипсоида. 

Улучшения результатов вывода параметров эллипсоида при применении 
метода развертывания можно было бы добиться определением искомых величин -
при помощи двух приближений, а именно: определить изложенным путем а, 

е2 и 61 и принять их значения за а 0 , е~, после этого повторить уравнивание 
звеньев на поверхности эллипсоида с этими размерами и вновь решить уравне­

ния градусных измерений (в которых изменятся только свободные члены) , 
и получить во втором приближении искомые величины а, е2 и 61 · В этом случае 
поrрешность вывода будет обусловлена только несовпадением наилучше подхо­
дящего эллипсоида с геоидом. Решение, свободное от этой погрешности, полу­
чится при применении метода проектирования. 

Метод развертывания, несмотря на его недостатки, рассматривается в на- -
стоящей книге по двум причинам: во-первых, все выводы размеров земного,, 
эллипсоида, выполненные до настоящего времени, были произведены по этому 
методу; во-вторых, применение метода развертывания неизбежно для опреде­

жения параметров эллиnс.оида в начальном этапе изучения общей фигуры Земли. 
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Получив из вывода с применением метода развертывания параметры референц­
эллипсоида в первом приближении, можно для более точного их определения 
применить строгий метод проектирования. 

Если градусное измерение исполнено по параллели, то ход рассуждений 
при выводе уравнений погрешностей такой же, как и для градусных измерений 
по меридиану. Разница заключается в том, что вместо разности широт входят 
разности долгот, умноженные на косинус широты данной дуги параллели, 
и вместо слагающих уклонений по меридиану слагающие уклонений отвесных 
линий в первом вертикале. Не приводя вывода, напишем уравнения градусных 
измерений по параллели в окончательном виде: 

111 = 111 1 
112= 111 + Р~ Ла +Q~ Ле2 + L~ 

ао 

11з = 111 + Р; Ла +Q; Ле2 + L; 
ао 

!. 
+р, Ла Q' л2 L' 11п = 111 п-1--+ п-1 е + n-1 

ао 

, где коэффициенты Р', Q' и L' определяются из выражений: 

1 и далее: 

р; = (L~ - L~) cos В0 ; q~ =-½ (L~ - L~) cos В0 sin2 В0 , 

р; = (L~ - L~) cos В0 ; q~ = + (Li- L~) cos В0 sin2 В0 , 

z: = [ (л2- л1) - (L~ - L~)] cos В0 , 

z; = [(л3 -л2)-(Ц-L~)] cosB0, 

р~ = р~; 
Р;=р~+р;; 

Р~-1 = р~ + р~ + · · · + Р~-1; 

L; = l~ + z;, 

L~-1 =Z~+z;+ ... +z~-1-

(82.19) 

Однако из уравнений (82.19), составленных для некоторой одной дуги ad 
, (см. рис. 157), состоящей из частных дуг аЬ, Ьс, cd, нельзя определить Ла и Ле2 , 
из измерения дуги параллели как дуги окружности можно определить ее ра-
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диус, т. е. r, и, зная широту параллели, вычислить только размер большой полу­
оси и, конечно, 11 1 , 

Для определения всех величин_ - а, е2 и 11 1 необходимо иметь минимум две 
дуги параллели, расположенные под существенно разными широтами. 

Поправку астрономичесн:ого азимута за уклонение отвесной линии в на­
чальной точке дуги вычисляют по формуле 

ЛА = 11 1 tg ср 1 • (82.20) 

В приведенных выводах уравнений градусных измерений размеры эллип­
соида определялись большой полуосью а = а O + Ла и квадратом эксцентри-
ситета е2 = е~ + Ле 2 • Было бы нетрудно вместо Ле 2 в указанные уравнения 
ввести Ла, т. е. поправку к некоторому приближенному значению сжатия. Эта 
замена может быть произведена на основании формул: 

е2 =2а-а2, 

Ле2 = 2 Ла - 2а Ла. 

Приведенные выше уравнения градусных измерений по меридианам: и па­
раллелям не являются вполне строгими, так как при их выводе мы ограничи­

лись использованием главных членов коэффициентов при неизвестных Ла и 
Ле 2 • :Конечно, это не изменяет принципиальной стороны вывода. 

Практически вывод размеров эллипсоида производится из совместной об­
работки градусных измерений по меридианам и параллелям. Задача решается 

под условием~ ; 2 + ~'У} 2 = min. Одновременно получаются поправки ; 1 и 
'У} 1 sec В 1 в астрономические координаты того пункта, который принимают за 
начальный. Обозначая через В 0 , L 0 и А O геодезические координаты началь­
ного пункта триангуляции и геодезический азимут с этого пункта, получаем:: 

Bo=<v1-,-s1 } 
L 0 = л. 1 - YJ 1 secB0 • 

А0 = а1 - 1'/ 1 tg В0 

(82.21) 

Выше изложен чисто астрономо-геодезический метод определения разме­
ров, сжатия и ориентировки эллипсоида из градусных измерений по мери­
дианам и параллелям. Для этого метода характерно то, что за случайные 
ошибки измерений принимают слагающие астрономо-геодезических уклонений 
отвесных линий. Принятие при выводе уравнений величин s иri как единствен­
ных ошибок геодезических и астрономических измерений вполне обосновано, 
.так кю~ влияние ошибок этих измерений пренебрегаемо мало по сравнению 
с уклонениями от:весных линий. Действительно, длина дуги звена триангуля­
ции 1 класса определится с ошибкой около ±0,7 м, что в разности широт соот­
вететвует величине ± О ,02 "; собственно астрономические определения широт 
и долгот характеризуются ошибками порядка ±0,3 и ±0,5" соответственно. 
Эти ошибки пренебрегаемы по сравнению с уклонениями отвесных линий, 
средняя величина которых равна 4-5 ". Однако предположение о случайном 
характере уклонений отвесных линий не обосновано, оно условно. Следова­
тельно, строго говоря, применение на основе этого предположения способа наи­
меньших квадратов для нахождения неизвестных а, е 2 , s и 'У} под условием 

минимума{~ ; 2 + ~'У} 2 } также не обосновано, так как уклонения si и 'У} i 
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зависимы между собой. Но при использовании результатов тольRо астрономо­
геодезичесRой сети описанное решение задачи - единственно возможное. Rроме 
того, несмотря на принципиальную нестрогость таRого решения задачи, оно 

приводит R результатам, достаточно близRо определяющим размеры и ориен­
тировRу эллипсоида в г р а н и ц а х р а с п о л о ж е н и я и с п о л ь з о -
ванных дуг град у сны х измерений. Чем больше территория, 
поRрытая астрономо-геодезичесRой сетью (или чем больше протяженность дуг 
градусных измерений), тем больше оснований считать уRлонения отвесных ли­
ний случайными величинами и тем меньше влияет на результат уRазанная не­
строгость решения задачи. 

В изложенном методе обработRи градусных измерений предполагается, 
что ряды триангуляции 1 Rласса, служащие дугами градусных измерений, пред­
варительно уравнены и из последующей обработRи определяются тольRо пара­
метры земного эллипсоида. Предварительно уравнивают ряды для получения 
более точных значений длин дуг меридианов и параллелей, используемых для 
вывода размеров сжатия и ориентировRи эллипсоида. 

Осветим в общих чертах использование гравиметричесRих материалов 
и гипотезы изостазии при астрономо-геодезичесRом выводе параметров эллип­

соида. 

Допустим, что независимо от материалов астрономо-геодезичесRой сети 
в астрономичесRих пунRтах RаRим-либо методом определены абсолютные уRло­
нения отвеса Sаб и 11 аб и, тогда используя их, можно вычислить геодезические 
Rоординаты: 

В
0 = cp-s36 -0,171" sin 2ВН } 

L0 =л-11а6 sеС(р . 

Ao=CX-'llaбtgcp 

(82.22) 

ПосRольку уклонения Sаб и11 аб определены относительно нормали R поверх­
ности общего земного эллипсоида, то и геодезические Rоординаты, вычисленные 
по формуле (82.22)~ будут отнесены R поверхности общего земного эллипсоида. 
Используя при составлении уравнений градусных измерений вместо ер, 'л геоде­
зичесRие Rоординаты В0 , L O , очевидно, из решения этих уравнений найдем по-

правRи за переход от принятых приближенных значений а 0 и е~ R а и е2 общего 
земного эллипсоида. В этом случае в уравнениях градусных измерений вида 
(82.16), (82.19) величины s и11 должны быть заменены б~ и б11, т. е. ошибками 
определения Sаб и 11 аб • 

Принципиально значения уклонений отвесных линий, близRие R абсолют­
ным, могли бы быть получены: 

а) путем вывода их значений по формулам Венинг-Мейнеса с использо­
ванием материалов гравиметричесRой съемRи п р и у с л о в и и в ы п о л -
н е н и я е е н а в с е й з е м н о й п о в е р х н о с т и; 

б) путем вычисления топографо-изостатических уRлонений отвеса по фор­
мулам § 72 п р и у с л о в и и п о л н о г о с о о т в е т с т в и я г и п о -
тезы изостазии действительному строению Земли 
и р а сп р е д е л е н и ю п л о т н о ст е й в е е т е л е. 

Но оба пути вывода <<абсолютных>> уRлонений отвеса сейчас праRтичес1ш не­
применимы: первый - вследствие незавершенности мировой гравиметриче­
ской съемRи, а второй - вследствие приближенности гипотезы изостатической 
Rомпенсации, несоответствия ее в отдельных районах земного шара действитель­
ному распределению компенсирующих масс в зем,IIОЙ Rope и невозможноети 
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выявления неправильностей строения глубинных частей земной коры в равнин­
ных районах. 

Первый путь - принципиально строгий метод решения данной задачи, 
поскольку он основан на использовании результатов точных измерений. 

Второй путь - приближенный, неточный, поскольку его применение осно­
вывается на гипотезе, лишь в общем находящей себе подтверждение. 

Специальными исследованиями установлено, что использование топографо­
изостатических редукций целесообразно при отсутствии гравиметрических 
данных, особенно в районах горного типа [27] и [31]. В этом случае применение 
гипотезы изостатической компенсации улучшает выводы параметров земного 
эллипсоида. При наличии же гравиметрической съемки, в пределах зоны не­
которого радиуса, следует от,~::~ть предпочтение методу вывода уклонений от­

веса, основанному на использовании гравиметрических данных. 

Остановимся на последнем несколько подробнее. 
Пусть вокруг астрономических пунктов астрономо-геодеsической сети 

имеются гравиметрические определения в зоне некоторого радиуса r. 
Если астрономические координаты этих пунктов исправить за 
влияние уклонений отвеса, вычисленных по аномалиям силы тяжести, опре­
деленных из измерений на территории этой зоны, то ошибки вычисленных грави­
метрических уклонений будут зависеть: от неучета аномалий дальних зон (т. е. 
аномалий в области вне зоны радиуса r) и от ошибок вывода уклонений отвеса 
по аномалиям, взятым вокруг астрономического пункта зоны радиуса r. 

Если вокруг астрономических пунктов учесть гравиметрические поправки, 
вычисленные по аномалиям силы тяжести в зоне радиуса около 1200 км, то 
средняя квадратическая ошибка их определения составит величину порядка 
3,5" [40]. Следовательно, средняя квадратическая ошибка остаточных ошибок 
градусных измерений, т. е. б~, и 611, при учете указанным образом гравиметри­
ческих поправок будет характеризоваться величиной порядка ± 3-4 ", тогда 
как без такого учета эти ошибки доходили бы во многих районах до значения 
10-20". Таким: образом, переход от астрономических координат к геодезиче­
ским путем введения гравиметрических поправок, вычисленных по аномалиям 

зоны ограниченного радиуса, существенно повышает точность определения раз­

меров и ориентировки земного эллипсоида. Но следует иметь в виду, что учет 
гравиметрических поправок ~гр и 11 гр sec ер, вычисленных по аномалиям зоны 
указанного ограниченного радиуса, исключает влияние в основном только 

местных или областных отступлений геоида от эллипсоида. Поскольку 
при выводе этих поправок не были учтены аномалии дальних зон, постольку 
они и не отражают влияния волн геоида большого протяжения относительно 
эллипсоида. Геометрически учет таких поправок означает выравнивание про­
филя геоида путем сглаживания мелких неровностей его поверхности, не из­
меняя, однако, общих наклонов геоида относительно эллипсоида. Следовательно, 
выведенный с учетом гравиметрических поправок в астрономические коорди­

наты эллипсоид будет местным, т. е. наиболее подходящим для территории 
расположения астрономо-геодезической сети (или дуги); но его вывод будет 
освобожден от влияния случайных, мелких искривлений, могущих внести те 
или иные искажения в окончательный вывод. По этому поводу Ф. Н. Красов­
ский приводит простую и образную аналогию: <<Так, для правильного получе­
ния уклона некоторого участка шоссе, мы при нивелировании шоссе, конечно, 

пе ставим рейку на случайные выбоины>> [31, стр. 417]. Введение гравиметриче­
ских поправок ~rp и 11 гр sec ер в астрономические координаты как раз и озна­
чает устранение <шыбоию> геоида, т. е. его выравнивание. 
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При завершении в СССР общей гравиметрической съемки и выполнении 
детальных гравиметрических съемок вокруг астропунктов представится воз­

можность для значительной части астропунктов увеличить радиус зоны для 
вычисления Sгр и11 гр в два-три раза и даже более. В этом случае ошибки урав­
нений градусных измерений, т. е. величины б~ и 811, уменьшатся примерно 
до 2 "; при этом существенным явится и больший учет влияния значительных 
по притяжению волн геоида. 

Использование гравиметрических данных для исправления астрономиче­
ских координат не изменяет, по существу, рассматриваемого метода как астро­

номо-геодезического; гравиметрические данные в этом случае играют, хотя 

и важную, все же в сп о м о г а т е л ь н у ю р о л ь. 

Если для вывода параметров эллипсоида взять k дуг градусных измерений 
по меридиану, не имеющих между собой связи, то из совместной обработки та­
ких материалов будут получены, по существу k референц-эллипсоидов, име­
ющих один а к о вые размеры, но разную ориентир о в к у. 

Математически это выразится в том, что из решений уравнений вида (82.12) 
по k дугам получены будут k + 2 независимых неизвестных а, е 2 , ; 1 , s~, ... , 
s1' где s 1' s~' ... ' s1 - уклонения отвеса в меридиане в первой точке каж­
дой дуги. 

Такой вывод параметров эллипсоида более ценен, чем вывод из одной дуги, 
однако степень приближения их к параметрам общего земного эллипсоида, 
вследствие не учета влияния больших волн геоида или неполного их учета, 
будет неясной; оценка точности по формуле (82.18) будет формальной, харак­
теризующей лишь степень приближения к геоиду (квазигеоиду) по профилям 
использованных дуг (как в и случае одной дуги). 

Например, значение полуоси а эллипсоида Бесселя получено формально 
с ошибкой ± 210 м, тогда :как в действительности эта ошибка в несколько раз 
больше. 

Из изложенного следует, что вывод единых исходных геодезических дат 
из совместной обработки дуг, не связанных между собой, как и астрономо-гео­
дезических сетей, невозможен. Такая совместная обработка дуг (и сетей) целе­
сообразна для вывода только размеров эллипсоида. 

§ 83. У равнения градусных измерений 
при применении метода развертывания; 

метод площадей 

Если вывод размеров, сжатия и ориентировки эллипсоида производится 

из обработки а ст р он ом о - г е оде з и ч е с к ой сет и, отвечающей тре­
бованиям: применения м е т о д а п л о щ а д е й 

А 8 С О (см. § 81), то вывод уравнений градусных изм.ере­

Е 
F н 

N м 
/] 

Рис. 158 

к 

о 

ний основывается на использовании дифференциаль­
ных формул. 

Пусть на рис. 158 изображена некоторая ас­
трономо-геодезическая сеть в виде системы рядов 

триангуляции 1 :класса, образующих полигоны. 
В местах пересечения рядов, т. е. в точ:ках А, В, С, 
D, Е, F, . . . , К, ... , О, исполнены астрономи­

ческие определения 1 класса и получены :координаты пун:ктов (J), л и ази­
муты направлении а. Вычислим геодезические :координаты этих точек 
и азимуты с них на некотором референц-эллипсоиде, размер и форма которого 
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характеризуется большой полуосью а 0 и сжатием а 0 • При вычислении примем 
за исходный пункт точку А с геодезическими координатами В~, L~ и геодези­
ческим азимутом А~. Обозначим через а = а 0 + Ла и а = а 0 + Ла параметры 
эллипсоида, наиболее подходящего по своим размерам и ориентировке к гео­
иду в пределах той территории, на которой расположена астрономо-геодезиче­
ская сеть. 

Пусть астрономо-геодезическая сеть уравнена и по уравненным элементам 
вычислены длины и азимуты геодезических линий, соединяющих смежные узло-
ЕЫе точки сети А, В, С, D, ... , К, ... , О и геодезические координаты этих 
точек В13 , L13 , Ав, ... , В1с, Ц, Ak . . . 

Введем обозначения: В 1 , L 1 , А 1 , .•• , Bk, Lk, Ak - геодезические коор­
динаты точек А, ... , К на искомом эллипсоиде; s 1, 11 1 , ••. , s,,,, 11 k - соста­
вляющие уклонения отвесных линий относительно нормалей к искомому эллип­
·соиду в тех же точках. 

Задача заключается в определении большой полуоси а и сжатия а наибо­
.лее подходящего эллипсоида (или поправок Ла и Ла) и поправок в принятые 
;исходные геодезические данные. 

Указанные величины определяют по-прежнему под условием геометриче­
·ской близости искомого эллипсоида к геоиду, выражающимся уравнением 

-~ ( ; 2 + 11 2) = min. Для этого необходимо выразить s и 11. для всех точек как 
функции искомых величин Ла, Ла,; 1, 1ъ и полученные уравнения погрешностей 
решить по способу наименьших квадратов. Составим эти уравнения. 

Для исходного пункта: 

ДЛЯ 'J\ОЧКИ К: 

B1 =B~+dB1 =(p1 -~1 I 
L 1 = L 1 + dL1 = л, 1 - r1 1 sec ср 1 } ; 

А 1 = А; + dA 1 = а1 -111 tg cr1 J 

Bk =В~ +dBk=cpk-Sk I 
Lk = L~ + dLk = л,k- rJk sec cpk 

1
. 

Ak=Ak+dAk=ak-'YJktgcpk J 

(83.1) 

(83.2) 

В этих уравнениях dB, dL, dA - поправки геодезических координат и ази­
мута при переходе от системы координат на референц-эллипсоиде к системе 
координат на искомом эллипсоиде. 

Из уравнений (83.2) получим: 

Sk = crk-в:-aвk , 
'rJkSOC <j)k = J..k-~:-dLk \. 

rJktgcpk=ak-Ak-dAk J 

(83.3) 

Второе уравнение, умноженное на sin cpk, обращается в третье, если под 
Ak понимать азимут Лапласа (что и бывает в действительности), поэтому третье 
уравнение - следствие второго и его использовать не следует. 

Для выражения неизвестных величин dBk и dLk воспользуемся дифферен­
циальными формулами. Так как эти величины обусловлены различием в полу­
оси и сжатии эллипсоидов на Ла и Ла соответственно и различием в их 
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ориентировRе (т. е. в исходных геодезичесRих данных в пунRте А на dB 1 , dL 1 
и dA 1 ),то можем написать 

( о) ( о) ( о) ( о) ) авk авk авk авk I 
dBk= ав: dB1+ аА: dA 1 + да Ла + 7ia Ла 

1 

dL = dL + ( a(~k ) dB + ( az:~k ) dA + ( az:.k ) Ла + ( az:.k ) Ла JI. 
k 1 дВ 1 1 дА1 1 \ да ди. 

(83.1!) 

Обозначая производные в первом уравнении (83.4) через р, а во втором -
через q, получаем: 

( дВk ) = pi.k. 
да з ' 

( 
dl~.k ) = 1.k• 
дВ~ q1 ' 

( дl~.k ) = 1.k• 
да qз ' 

( 
дВk ) = 1.k• 
дАО Р2 ' 

\ 1 

( дl~.k ) = 1.k 
да q4 · 

С этими обозначениями и с учетом формул (83.4) уравнения градусных из­
мерений (83.3) примут вид: 

~k = cpk -Щ - p~·k dB1 - p~-k dA1 - Pi.k Ла - P1·k Ла } 

'Y)k sec (()k = Ak- L•-dL1 - q~-k dB1 -q~-k dA 1 - q~-k Ла- q~-k Ла . 

Из (83.1) получим: 
dB1 = cr1 -В~ - G1 } 
dL1 = л1 - L~ - f) 1 sec ср 1 • 

dA 1 = а1 -А 1 -fJ 1 tg cr1 

Принимая во внимание (83.6), уравнения (83.5) переписываем таR: 

Sk = cpk -Bk- p~-k (cr1 -В~)+ p~·ksз - p~-k (а1 -А~)+ ) 

+ p~·k111 tg <V1 - P1·k Ла-- p~-k Ла 

'Y)k sec cpk = Лk - Еk-(/ч - L;) + 111 sec <р1 - q~-k (ср1 - В~)+ 

+q~·ks1 -q~-k (а1 - А;) +q~·kЪ tg cr1 - qi.k Лa-q~-k Ла 

(83.5) 

(83.6) 

(83.7}' 

Если референц-эллипсоид ориентирован в исходном пунRте по астрономи­
чесRим данным, то <р 1 = В~; л 1 = Ц; а 1 = А~. В этом случае уравнения (83 .. 7) 
примут более простой вид: 

Sk= cpk-Bk + Pi'kS1 + p~·k111 tg ср 1 -p~-k Ла-р~-k Ла } 

( • k [1 k ] (83.SJ 'Y)k sec ({)k = Лk- Lk)+ q~· s1 + + q~· sin ср1 11 1 sec Ч\ - qi·k Ла- q~-k Ла · 

Уравнения (83.7) и (83.8) - оRончательные; о вычислении Rоэффициентов р 
и q будет сRазано ниже. Эти уравнения представляют собой ш и р о т н о е 
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' 
1и д о л гот но е уравнения градусных измерений, составленные для пунк­
-та К; для всех остальных пунктов В, С, D, ... , О эти уравнения будут иметь 
.аналогичный вид. Для начальной точнл сети А получим следующие уравнения: 

(83.9) 

Решая уравнения (83.8), составленные для всех точек, вместе с (83.9) по 
,способу наименьших квадратов при условии ~ ( s2 + 11 2) = min, находим раз­
меры и ориентировку искомого эллипсоида, т. е. 

а= а0 + Ла) 
а= а0 Ла ' 

в 1 = ч 1 ·-- s1 } 
L1 = Л.1 - 'YJ1 sec cr1 • 

А1 = aJ -'111 tg cr1 

(83.10) 

(83.11) 

Уравнения (83.8), составленные для точек В, С, ... , О, отнесены к на­
·чальной точке триангуляции А, следовательно, коэффициенты р и q соответ­
·Ствуют геодезическим: линияl\I, соединяющим каждую из точек В, С, D, Е, ... , 
К, ... , О с начальной точкой триангуляции А. Длины этих геодезических 
линий для такой территории, как СССР, будут выражены сотнями и тысячами 
километров. Коэффициенты р и q, обозначающие частные производные в уравне­
ниях (83.4), очевидно, - не что иное как коэффициенты, стоящие перед dB1 , 

.dA 1 , Лсх и Ла в дифференциальных формулах. 
Но при выводе упомянутых формул в главе V имелись в виду расстояния, 

,соответствующие длинам: с т о р о н т р е у г о л ь н и к о в триангуляции, 

·т. е. расстояния, во много раз меньшие расстояний, с которыми приходится 

иметь дело при вычислении коэффициентов р и q. Поэтому для их вычисления 
,следует пользоваться более точными дифференциальными формулами [31, 
·Стр. 278-291 И 339-342]. 

При выводе уравнений градусных измерений (83.7) и (83.8) ошибками 
·в определении астрономических координат <р, л., а и в результатах вычислений 
·геоде.зических координат В0 , L 0 и А O можно пренебречь, так как они малы по 
·сравнению с величинами s и 11 . Если астрономические координаты были пред­
варительно псправлены гравиметрическими поправками, то под величинами s 
и11 следует понимать погрешность этих поправок, т. е. б s и 811, 

Изложенный метод составления уравнений градусных измерений также 
.основан на методе развертывания. 

§ 84. Методы установления исходных геодезических дат 

Здесь рассмотрим методы установления исходных геодезических дат для 
отдельной триангуляции. 

Простейшим образом ориентирование референц-эллипсоида может быть 
произведено по одному астрономическому пункту. Рассмотрим этот случай. 
Пусть на пункте А, принимаемом за исходный, произведены астрономические 
определения широты <р 0 , долготы л. 0 и азимута направления а0 с пункта А на 
пуннт В. Прантически ориентирование эллипсоида по одному астрономиче­
сному пункту производится просто: полагают, что геодезические координаты 
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в начальной точне равны астрономичесним и высота геоида над эллипсоидом 
в этой точне равна нулю, т. е. 

В0 =cp0 -0,171"sin2B0H~) 
L 0 ='A0 Н0 =Н0 • 

Ао=ао 

(84.1) 

Рассмотрим геометричесний смысл таного ориентирования референц-эл­
.липсоида. Равенство геодезических и астрономических координат в исходном 

р, Р, 

Рис-. 159 

р 

Рис. 160 

пункте означает, что в этом случае направление нормали к поверхности рефе­

ренц-эллипсоида совпадает с направлением отвесной линии; эллипсоид в данной 
точке касается геоида. 

Пусть на рис. 159 представлено тело Земли: жирной кривой показано се­
чение геоида плосностью астрономичесного меридиана точки А; линия Р Р 1 -

ось вращения Земли; Аап - направление отвесной линии. Угол между Ап 
и Р Р 1 равен 90° - <р 0 • Точка а - проекция точки А на поверхность геоида. 
Угол между плоскостью астрономического меридиана АР Р 1 и вертикальной 
плоскостью, проходящей через точни А и В, - астрономический азимут а 0 • 

Найдем на поверхности выбранного эллипсоида (рис. 160) точну, в ноторой 
нормаль к поверхности составляет с малой осью Р Р 1 угол 90° - ср O и нормаль­
ное сечение а 1 Ь 1 , имеющее азимут а 0 • Теперь ориентирование эллипсоида в теле 
Земли можно представить себе следующим образом: расположим эллипсоид 
тан, чтобы точка а 1 совпала с точкой а, а нормаль а 1п 1 - с отвесной линией ап. 
После этого эллипсоид может еще вращаться вокруг линии ап. Для того чтобы 
окончательно определить его положение в теле Земли, совмещаем плоскость 
нормального сечения а 1 Ь 1 с плосностью вертикального сечения аЬ, после чего 
п.лоскость геодезического меридиана а 1рр1 совместится с плоскостью астроно­
мического меридиана арр 1 , и положение эллипсоида будет вполне определено. 
Это положение эллипсоида показано на рис. 159 пуннтиром. При этом малая 
есь эллипсоида будет параллельна оси вращения Земли, и энватор эллипсоида 
займет положение, параллельное земному экватору. 
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Указанный прием ориентирования эллипсоида носит название о р и е н -
тир о ван и я по одном у а стр он омическом у пункт у. 

Тан нан унлонения отвесных линий различны в разных точнах земной 
поверхности и размеры референц-эллипсоида не равны размерам общего зем­
ного эллипсоида, то эллипсоид, ориентированный по разным астрономичесним 
пуннтам, будет занимать различное положение в теле Земли. В силу того, что 
местные уклонения отвесных линий могут быть весьма значительны, можно, 
ориентируя эллипсоид по одному случайно выбранному астропуннту, придать 
ему грубо неверное положение в теле Земли. 

При неправильной ориентир овне эллипсоида получаются систематичесние 
отступления эллипсоида от геоида, притом все возрастающие по мере удаления 

от исходного пуннта. Это в свою очередь вызовет систематичесние относитель­
ные унлонения отвесных линий, выводимые астрономо-геодезичесним путем. 
Таной харантер отступлений поверхности референц-эллипсоида от геоида при­
водит н увеличению значений редунций длин и углов, вследствие чего увели­
чатся несовпадения значений элементов, измеренных непосредственно и вычис­
ленных на поверхности референц-эллипсоида. При нестрогой обработне триан­
гуляции (например, при методе развертывания) неправильная ориентировна 
эллипсоида вызывает дополнительные иснажения уравненных элементов триан­

гуляции. 

Если в одном районе вычислить триангуляцию с ориентировной эллип­
соида по одному астрономичесному пуннту, а в другом районе - с использо­
ванием тех же размеров эллипсоида, но ориентированного по другому астроно­

мичесному пуннту, то на соединении этих двух триангуляций могут получиться 
грубые расхождения в значениях ноординат одних и тех же пуннтов, ноторые 
повленут за собой недопустимые разрывы (или перенрытия) в топографичесних 
материалах. Бывали случаи, ногда эти расхождения в ноординатах достигали­
порядка 900 м. 

Причиной ненадежности ориентирования эллипсоида по одной астрономи-­
чесной точне являются местные унлонения отвесных линий. Ошибни собственна 
астрономичесних наблюдений могут быть сведены н величинам, меньшим 
+О,5 ", в то время нан унлонения отвесных линий достигают 4-5" и более. 

Для небольших стран вопрос о выборе исходных rеодезичесних дат не имеет 
прантичесного значения, так нан неправильный выбор этих дат начинает сна­
зываться при известном удалении от исходного пункта. Для таной огромной 
территории, нан СССР, вопрос правильного установления исходных геодези­
чесних дат имеет важнейшее практичесное значение. 

Задача установления исходных геодезичесних дат В 0 , L 0 и А O сводится 
н определf.Jнию слагающих уклонения отвесной линии в исходном пуннте. 

Для э1'оrо могут быть применены два способа. 

П е р в ы й с п о с о б занлючается в выводе уклонений s и 11 из обра­
ботки градусных измерений (§ 82); из решения уравнений градусных измере­
ний определяют слагающие уклонений отнесных линий s 1 и 11 1 для начальной 
точки одной из дуг градусного измерения или астрономо-геодезичесной сети. 

Тан кан уравнения градусных измерений решают под условием~ ( s2 + 11 2) = 
= min, то, выводя из этого условия для исходного пункта значения so и 11 0 , 

тем самым ориентируем эллипсоид не по одному пункту, а п о в с е м 

8. с т р о н о м и ч е с н и м п у н н т а м, участвующим в обработке градус­
ных измерений. 
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Благодаря этому ослабляется влияние местных случайных уклонений от­
весных линий в отдельных астрономических пунктах на вывод ; 0 и 11 0 • При 
таком выводе исходных геодезических дат обеспечивается более близкое распо­
ложение референц-эллипсоида к геоиду в пределах той территории, которая 
охвачена данными градусными измерениями. 

В т о р о й с п о с о б основан на использовании гравиметрических дан­
ных. Пусть на пункте, принимаемом за исходный, определены с возможно боль­
шей точностью астрономические координаты q> 0 , л 0 , а. 0 • Пользуясь формулами, 
выражающими уклонения отвесных линий в функции аномалий силы тяжести, 
~получаем для исходного пункта гравиметрические уклонения отвесной линии 

~~Р и 11?. Тогда исходные геодезические даты вычисляют по формулам: 

B0 =<:p0 -s~-0,171•sin2BH0 1 
L 0 = л0- 11~ sec <:р 0 1

. 
Ao=a.o-fl~Ptg<:po J 

(84.2) 

Точность такого вывода исходных геодезических дат зависит от ошибок 
.астрономических определений на исходном пункте и от ошибок вывода грави-

метрических уклонений sгр и 11 ~Р. Поэтому для применения этого способа не­
обходимо знать аномалии для всей Земли и во всяком случае в зоне радиуса 
больше 1000 км. Поскольку гравиметрическая съемка проведена не во всем 
мире, то влияние дальних зон не может быть учтено. Rак указывалось в главе Х. 
на значения уклонений отвесных линий большое влияние оказывают аномалии 
силы тяжести в зоне радиуса от О до 30-40 км; поэтому необходимость точного 
учета аномалий в'этой зоне требует постановки вокруг данного пункта cne-

D · циальной съемки для надежного 
------Е вывода горизонтального градиента 

силы тюкесrи. 

Таким образом, применение этого 
способа для установления геодези­
ческих координат исходного пункта 

в настоящее время наталкивается на 

затруднения в связи с незаверmен-

Рис. 161 ностью мировой гравиметрической 
съемки. Тем не менее этот способ 

заслуживает серьезного внимания, поскольку влияние дальних зон незначи­

тельно, а развитие гравиметрических работ в большинстве стран происходит 
весьма интенсивно. 

Rроме того, результаты, полученные этим способом в сочетании с исход­
ными геодезическими датами, выведенными из градусных измерений, позволят 
иметь независимый контроль. 

Однако установление для исходного пункта величин so и 11 0 , а следова­
тельно, и В 0 , L 0 , А O еще не определяет положения референц-эллипсоида по 
высоте. Определение высоты ~о геоида (квазигеоида) над эллипсоидом в началь­
ной точке производится также под условием их максимальной близости. Если 
-обозначить через ~ высоты геоида (квазигеоида) над референц-эллипсоидом в от­
дельных пунктах градусных измерений, то условие их близости обычно пишут 
в форме 

(84.3) 
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Пусть на рис. 161 А, В, ... , G - точки дуг градусных измерений, для 
которых определены уклонения отвесных линий относительно выбранного ре­
ференц-эллипсоида. 

Применяя метод астрономо-гравиметрического нивелирования, вычисляем 
превышения поверхности геоида (квазигеоида) относительно поверхности ре­
ференц-эллипсоида для каждой пары смежных точек дуги А, . . . , G. Полагая: 
высоту поверхности геоида в точке А равной ~0 , получаем следующие выраже­
ния для высот поверхности геоида (квазигеоида) в точках А, В, С, . . . G: 

~А= ~О ) 

~в= ~о+ hлв 1 
~с= ~о+ [hлв + hвс] • 

~G=~o+[hAв +hвс+ ... +ha] 

(84.4} 

Решая уравнения (84.4) под условием !i~ = О, находим искомое ~0 • 

Кроме метода раздельного определения величин В 0 , L 0 , А O и ~0 , возможно 
их совместное определение ( § 87). 

§ 85. У равнения градусных измерений 
при применении метода проектирования 

Допустим, что для обработки триангуляции принят некоторый референц-­
эллипсоид с размерами а 0 , а 0 и ориентировкой, определяемой координатами 
в исходном пункте В 0 , L 0 , А 0 , ~~- Эти параметры референц-эллипсоида можно­
получить по одному из рассмотренных выше методов *. Пусть все геодезически& 
измерения, выполненные до и после вывода референц-эллипсоида, редуцированы 
на поверхность референц-эллипсоида и последующая обработка измерений про­
изводилась по методу проектирования. Предположим, что встала задача опре­
деления новых размеров и ориентировки эллипсоида, наилучшим образом под­
ходящего к территории, на которой выполнены астрономо-геодезические игра­
виметрические измерения. Эту задачу можно сформулировать как определе­
ние поправок к параметрам первоначально установленного референц-эллиnсо­

ида - а 0 , а 0 , В 0 , L 0 , А 0 , ~~-
Координаты начальной точки астрономо-геодезической сети на поверх-

ности искомого эллипсоида определятся выражениями: 

В0 + бВ0I= ср0 --s0 -0, 171" sin 2В0Н O 1 
L 0 + OL 0 = л0 -11 0:sес ср 0 
Ао + оАо = СХо --110 tg ({)о ' 

~~+ 0~о= ~о 

(85.1), 

rде s0 , 11 0 - составляющие уклонений отвеса относительно нормали к поверх­
ности наиболее подходящего эллипсоида; 

* Таним образом, в начальной стадии изучения фигуры Земли применение метода раз 
вертывания неизбежно для определения в первом приближении параметров земного эллип­
соида. 
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~о - высота геоида (квазигеоида) по отношению к той же поверхности. 

Для произвольного астрономо-геодезического пункта сети будем иметь: 

В+ оВ= ep-s- 0,171'sin2BH 1 
L + oL = л--УJ sec ер 

А + оА = а - 'YJ tg ер ' 

''+о'=' 

(85.2) 

rде В, L, А, ~, - геодезические координаты, отнесенные к первоначально уста­
новленному референц-эллипсоиду; 

оВ, бL, бА, {j~ - поправки, обусловленные переходом к искомому эллип­
соиду. 

Иначе говоря, левые части уравнений (85.2) представляют координаты 
взятого астрономо-геодезического пункта, отнесенные к поверхности искомого 

наилучше подходящего эллипсоида. 

Поставим целью составить уравнения градусных измерений таким образом, 
чтобы поправки за изменение ориентирования эллипсоида выразить через 
разность прямоугольных пространственных координат центра наилучше под­

ходящего эллипсоида и первоначально установленного референц-эллипсоида. 
За начало прямоугольной пространственной системы координат примем центр 
референц-эллипсоида с размерами а 0 и а 0 ; оси координат расположим так, как 
указано в § 3. Тогда указанная разность определится координатами Ох 0 , 
оу 0, бz 0 центра искомого эллипсоида (предполагается, что выполнено условие 
параллельности оси вращения Земли и малых осей обоих эллипсоидов). 

Положение некоторой точки геоида (квазигеоида) в этой системе коорди­
нат может быть определено через геодезические координаты относительно ре­
ференц-эллипсоида соотношениями: 

х= (N + ~~) cos Bcos L ) 

У= (N + ~') cosBsin L ~, 
z =N (1-е 2) sin в+~, siнB J 

(85.3) 

rде В, L, ~, - координаты этой точки геоида относительно первоначально 
установленного референц-эллипсо:1:J;а; 

N - радиус сечения первого вертикала на этом же эллипсоиде. 
Пусть для той же точки геоида, но относительно искомого эллипсоида 

прямоугольными координатами будут: х + ох, у+ оу, z + бz; изменения ко­
ординат ох, бу, oz вызваны изменениями геодезических координат, большой 
полуоси и сжатия. 

Поэтому можем написать: 

дх дх дх дх ~ дх ~ 
ОХ= дВ оВ + дLOL + д[ o~+fia ua+ fiaua 

о = .!JLoв + .!JL oL + .!1!_ о" +.!1!_ о + !J!.... о у дВ дL д~ ':> да а да. а (85.4) 

о - _!!!__ ов + -23_ oL ·+ !!_ 01- +.!:_о + .!!__ б z - д В д L д~ \, да а да. а 

Напомним, что при условии параллельности оси вращения Земли :малой 
оси эллипсоида, обеспечиваемой соблюдением уравнения Лапласа на астроно­
мо-геодезических пунктах, третье уравнение в системах (85.1) и (85.2) является 
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следствием второго. Поэтому в правой части полученных выражений (85.4) 
члены с cSA. отсутствуют. 

Вычисляя частные производные из выражений (85.3) и обозначая 6а' = 
ба ~ , ба 

= а' ua = 1-а' получаем: 

бх = N cos В cos Lба' + М cos В cos L sin2 Вба" -

-(М + ~)sin В cos LбB-(N + ~) cos В sin LбL + cos В cos Lб~ 

бу=N cosBsin Lба' + М cosBsin L sin2 Вба' -

- (М + ~) sin В sin LбВ + (N + ~) cos В cos LбL + cos В sin Lб~ 

бz = N ( 1 - е2) sin Вба: - М ( 1 + cos2 В- е2 sin 2 В) sin Вба' + 

+ (М + ~) cos ВбВ + sin Вб~ 

(85.5) 

Решим эти уравнения относительно изменений геодезических координат 
f,B, бL, cS~, тогда 

б~ = cos В cos Lбх + cos В sin Lбу + sin Вбz - ) 

-N (1- е2 sin2 В) ба"+ М (1 -е2 sin2 В) sin2 Вба' 

8В= - .i1- sinBcosLбx- .i1- sinBsinLбy+ ~ cosBбz+ 

+ Z. е2 sin В cos Вба" + (2 - е2 sin2 В) sin В cos Вба" 

8L = - t sec В sin L8x+ t sec В cos Lбу 

r · 

J 

(85.6) 

При этом были опущены члены, выражающие влияние отступлений геоида 
от эллипсоида, т. е. члены с~-

Применяя уравнения (85.5), для исходного пункта будем иметь: 

8х = ох0 = N O cos В0 cos L0ба' + М0 cos В0 cos L 0 sin2 В08а' -
-M0 sin В0 cos L 08B0 -N O cos B0 sin L0бL0 +cos B 0 cos L 08~0 

бу = бу0 :::::8 N O cos В0 sin L 08a' + М O cos В0 sin L 0 sin2 В0ба' -
- .М O sin В0 sin L 0бВ0 + N O cos В0 cos L0бL0 + cos В0 sin L 08~ 

бz = 8z 0 = N O (1-е
2) sin Воfю' -

--М O (1 +cos2 В0 - е2 sin2 В0) sin В0ба' + М O cos В 0бВ0 + sin В08~0 

, (85.7) 

Величины бх 0 , 6у 0 , 6z0 , выражаемые зависимостями (85.7), представляют 
собой координаты центра наиболее подходящего эллипсоида в системе про­
странственных прямоугольных координат, отнесенных к центру и осям рефе­

ренц-эллиnсоида. 

Из (85.2) легко получить: 

~ = ~бВ +(ср-В)-0,171" sin:2вн } 
11 = -бL + (л-L)cosBJ . 

~ = ~ю + О~ 
(8.5.8) 
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Подставляя в (85.8) выражения для изменений геодезических координат 

бВ, бL, б' согласно (85.6), находим искомые уравнения градусных измерений:-

;" = ~; sin В cos L8x0 + ' sin В sin Lбу0 -- ' cos Вбz0 - р"е 2 sin В cos Вба' -
-р" (2-е2 sin2 В) sinB соsВба} + (ср-В)-0,171" sin 2ВН, 

У/"= ~ sin Lбх0 - ~ cos Lбу0 + (л- L)" cos ер, 

~ = cos В cos L8x0 + cos В sin Lбу0 + sin Вбz0 -

-N (1-е2 sin2 В) ба' +М (1--е2 sin2 В) sin2 Воа./ + ~,,. 

(85.9) 

(85.10) 

(85.11) 

Отметим, что уравнения градусных измерений (85.9)-(85.11) соответ­
ствуют случаю, когда для редуцирования результатов измерений на поверх­
ность референц-эллипсоида применен метод проектирования. 

Решая уравнения (85.9) и (85.10) под условием минимума ~ ( s2 + 112) 
или уравнение (85.11) под условием минимума ~ , 2 , или все три уравнения 
совместно, получаем параметры эллипсоида, наилучшим образом подходящего 

Р, 11 = _ к фигуре геоида в окрестности расположе-
-----~- 'JJ (r~. /,J. z; ния данной астрономо-геодезическо}i сети. 

Вывод полученных уравнении градус­
ных измерений был сделан по Изотову [27, 
стр. 64-68]. 

Нетрудно видеть, что уравнения (85.9) и 
t-'------,1-Н;..,.._;.-2:..::Л:-:!!:..-\---4 Е, (85.10) соответствуют уравнениям (82.16) и 

Р' 
Рис. 162 

(82.19), полученным ранее. , 
Выражение (85.11), как уравнение гра­

дусных измерений, играет важную роль. 

Из него наиболее точно определяется по­
правка к большой полуоси ба, т. е. линей­
ный параметр эллипсоида. Из уравнения 
(85.9) этот параметр определится с меньшей 
точностью вследствие малой величины коэф-
фициента, стоящего при ба'. 

Заметим, что из уравнения (85.11) путем образования ~ - ,, легко полу­
чается выражение влияния ошибок параметров эллипсоида на отступления от 
него геоида (квазигеоида). 

Как отмечалось, из материалов астрономо-геодезических сетей сжатие а 
определяется со значительно меньшей точностью, чем из результатов наблю­
дений искусственных спутников Земли или гравиметрических данных. 

Если в первую очередь определить из этих наблюдений сжатие а, то, по­
лагая его известным (ба = О), уравнение (85.11) примет вид 

~ - ~,, = [cos В cos Lбх0 + cos В sin Lбу0 + sin Bбz0] -N (1-е2 sin2 В) ба". (85.12) 

Первые три члена_в правой части уравнения (85.12) суммарно выражают 
изменения аномалии высоты,i~ вследствие изменения элементов ориентировки 
эллипсоида: второй член - то же, но вследствие изменения большой полу­
оси а. 

Учитывая большую роль, Rоторую играет уравнение (85.12), укажем при­
ближенный, но простой геометрический путь e:ro вывода. 
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Пусть РЕР'Р - эллипсоид с центром О и размерами а 0 и а0 (рис. 16~). 
Возьмем второй эллипсоид Р 1Е 1Р~Р 1 с размерами а + ба и а 0 , центр ноторого 
смещен относительно первого эллипсоида, а оси параллельны. Начало системы 
ноординат возьмем в точне О. - центре первого эллипсоида. Координаты центра 
второго эллипсоида (точни О') пусть будут бх 0 , бу 0 , бz 0 ; они будут выражать 
{вместе с условием параллельности соответствующих осей обоих эллипсоидов) 
ориентировну второго эллипсоида относительно первого. 

Возьмем на втором эллипсоиде неноторую точну М 1 с ноординатами х, у, 
z и соединим ее с центром начала ноординат, т. е. точной О. Обозначим ОМ 1 
через р, а радиус-вентор ОМ через р 0 • Пренебрегая различием в направлениях 
радиуса-вентора и нормали (равным мансимально 11,8' согласно § 4), можно 
е достаточной точностью положить, что (~ - ~') равно Лр = р - р 0 • 

Для определения Лр напишем уравнение второго эллипсоида 

(х-бх0)2+(у-бу0)2 ~ (z-бzo)2 = 1. (85.13) 
(а0 +ба)2 [(а 0 +ба)2 (1-2а0)] 

Преобразуя это уравнение и принимая во внимание, что 

р2 =х2 +Y2+z2, 
получаем 

р-ао -+-- -- ----- • _ [t + ба . бх0х + бу0у + бz 0z az2 ] 
ао а~ а~ а~ а~ 

Далее, имея в виду, что 

х = р cos В cos L } 
у = р cos В sin L , 
z =psinB 

(85.14) 

(85.15) 

(85.16) 

и пренебрегая различием между р и а 0 , в ноэффициентах при поправнах полу­
чаем 

р = а0 +ба+ cos В cos Lбх0 + cos В sin L8y0 + sin B8z0 - аа0 sin2 В. (85.17) 

Напишем на основании (59.15) уравнение первого эллипсоида в виде 

Ро - ao-(Шosin2 B. 

Сравнивая последние два выражения, находим 

Лр = ~ - ~' 8а + cos В cos L8x0 +cos В sin L8y0 + sin B8z0 , 

~. е. уравнение (85.12), если положить, что 

N (1-- е2 sin2 В) 8а' = V1 - е2 sin2 В 8а ~ ба. 

(85.18) 

(85.19) 

Полученные в настоящем параграфе уравнения могут быть использованы 
Rан дифференциальные формулы для вычисления поправон в ноординаты гео­
дезичесних пунктов за переход от одного референц-эллипсоида н другому или, 
иначе, за переход от одной системы ноординат н другой. Таная задача, в част­
ности, может возниннуть при следующих обстоятельствах: имеются две изоли­
рованные триангуляционные сети, ноторые были вычислены с применением 
различных параметров эллипсоидов. Требуется вычислить поправки н ноорди­
натам одной системы за переход к другой. Для решения этой задачи необходимо 
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знат:ь разности параметров обоих референц-эллипсоидов, т. е. ба, ба, бВ 0 , 

oL 0 , 8~ 0 • Тогда, переходя от этих разностей к поправкам ориентирования 
бх 0 , бу 0 , бz 0 , посредством выражений (85.6) находим искомые поправки 
координат за переход от одной системы к другой. 

Обычно разности ба и ба всегда известны; для вычисления разностей 
бВ 0 , бL 0 , б~ необходимо наличие геодезической связи между исходными 
пунктами обеих триангуляций; эта связь может быть осуществлена путем опре­
деления хотя бы одного пункта одной системы в другой. Тогда задача решается 
соответствующим применением тех же формул. Если ба и ба известны, а бх 0 , 
бу 0 и бz 0 неизвестны, тогда поправки бВ, oL и б~ можно вычислить только за 
влияние разностей ба и ба. 

В этом случае неучтенное влияние различия параметров ориентирования 
обоих референц-эллипсоидов войдет в результаты вычислений (например, при 
решении прямой или обратной задачи) как ошибки определения вычисленных 
величин. Но тогда по формулам (85.7) и (85.6) можно приближенно рассчитать 
величину этих ошибок путем использования при вычислениях некоторых воз­
можных предельных различий в элементах ориентирования. Так как в среднем 
уклонения отвеса характеризуются величиной ± 4 ", а колебания высоты геоида 
относительно эллипсоида лежат в пределах 100-150 м, то максимальное раз­
личие бВ 0 , бL 0 обеих систем координат может быть принято ±6-8" и б~ 0 
= ±100 м (это различие может быть большим, если ориентирование одного из 
референц-эллипсоидов выполнено по одному астрономическому пункту, распо­
ложенному в районе со значительными или большими уклонениями отвеса). 
Рассчитанные по формулам (85.6) и (85.7) значения оВ и oL с принятием на­
званных числовых значений оВ0 , OL0 и 0~0 будут характеризовать возможные 
ошибки результатов вычислений, вызванные неучетом различия в параметрах 
ориентирования обоих эллипсоидов. 

Если геодезическая связь между триангуляционными сетями, вычислен­
ными с принятием различных местных референц-эллипсоидов, по каким-либо 
причинам не может быть осуществлена, то п р и н а л и ч и и м и р о в о й 
г р а в и м е т р и ч е с к о й с ъ е м к и переход к одной системе координат 
может быть осуществлен следующим образом. 

Для одного астрономо-геодезического пункта в каждой триангуляции на 
основе материалов гравиметрической съемки вычисляют по формулам типа 
формул Венинг-Мейнеса <<абсолютные>> уклонения отвесной линии, после чего 
переходят по известным формулам (63.1) к геодезическим координатам обоих 
пунктов. Если при выводе уклонений отвеса использованы материалы мировой 
гравиметрической съемки, то вычисленные указанным образом геодезические 
координаты этих пунктов, относящиеся к разным триангуляциям, б у д у т 
о т н е с е н ы к е д и н о м у э л л и п с о и д у - к общему земному эллип­
соиду. Тем самым будет осуществлена связь между обеими системами координат. 

Далее, в зависимости от условий поставленной задачи, нетрудно получить 
поправки к той или другой системе координат. Точность решения задачи изло­
женным методом будет определяться ошибками астрономических определений 
и ошибками вывода уклонений отвеса, зависящими главным образом от полноты 
использованных гравиметрических данных. Если при выводе уклонений отвеса 
будут использованы гравиметрические данные не для всей поверхности Земли, 
то ошибка в осуществлении такой связи будет зависеть от различия влияния 
аномалий силы тяжести неучтенных зон. Эта ошибка может быть и весьма ма­
лой - практически пренебрегаемой и весьма заметной - в зависимости от 
взаимного расположения обеих триангуляционных сетей, полноты использова-
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ния гравиметрических данных, расположения зон, аномалии которых не были 
учтены при выводе уклонений отвеса относительно обоих астропунктов, и 
т. п. Ожидаемое значение этой ошибки в общем: виде не может быть определено, 
но оно может быть с достаточной точностью рассчитано в к а ж д о м к о н -
к р е т н о :м: с л у ч а е. 

Изложенный путь решения задачи возможен при использовании грави­
метрических данных на весьма значительной части земной поверхности, охва­
тывающей, в частности, расположение обеих триангуляционных сетей; исполь­
зование только местных гравиметрических съемок (вокруг взятых астрономи­
ческих пунктов) не может привести к решению поставленной задачи и с этой 
точки зрения бесполезно. 

Изложенные соображения в части решения частной задачи позволяют сде­
лать один важный вывод общего характера: по за вершении :м: и ров ой 
гравиметрической съемки создается возможность 
с о е д и н е н и я в е д и н у ю с и с т е м у в с е х т р и а н г у л я ц и й, 
р а с n о л о ж е н н ы х н а р а з л и ч н ы х к он т и н е н т а х, б е з 
непосредственных геодезических связей между 

н и :м: и. 

Однако непосредственные геодезические связи необходимы для наиболее 
точного вывода параметров общего земного эллипсоида; чем обширнее триан­
гуляция, использованная для составления уравнений градусных измерений 
(85.9), (85.10) и (85.11), тем надежнее определены параметры а (или W0 - и0 ), 
бх0 , бу0 , бz0 • 

§ 86. Общие сведения о выводе параметров земного эллипсоида 
из астрономо-геодезических и гравиметрических данных 

Решение задачи по выводу параметров земного эллипсоида и элементов 
гравитационного поля Земли рассматриваемым методом должно основываться 
на совместном: использовании астроно:м:о-геодезических и гравиметрических из­

мерений; эти измерения, конечно, должны быть выполнены на значительной 
территории; при этом возможно использование измерений, выполненных на раз­
ных континентах и без непосредственной связи между собой. 

Резкое различие в возможности выполнения астрономо-геодезических се­
тей и гравиметрических работ на поверхности Земли (возможность развития 
геодезических сетей только на суше, а гравиметрических работ на всей земной 
поверхности) приводит к тому, что влияние астроно:м:о-геодезических данных на 
вывод параметра сжатия а, определяемого гравиметрическими измерениями, 

становится весьма малым, практически неощутимым, а совместные определе­

ния становятся формальными. При наличии гравиметрической съемки на всей 
поверхности Земли или на большей ее части значение сжатия и при совместном 
использовании всех данных фактически определяется грави:м:етричесним:и дан­

ными. Гравиметрические работы, получившие развитие значительно позже астро­
номо-геодезических, в настоящее время далеко превзошли последние по охвату 

земной поверхности. 
Исследования В. Ф. Еремеева и М. И. Юркиной по этому вопросу показы­

вают, что в то время как гравиметрическая съемка с той или иной плотностью 
покрывает значительную часть поверхности Земли, градусные измерения, уже 
использованные для выводов местных эллипсоидов, покрывают малые доли 

земной поверхности. Поэтому один из возможных путей решения рассматри­
ваемой задачи заключается в следующем. 
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Сжатие земного эллипсоида определяется из гравиметрических данных 
(см. § 59). Из градусных измерений определяются параметры, которые не могут 
быть вычислены из гравиметрических измерений, - полуось а и элементы 
ориентирования. До последнего времени этот путь и являлся наиболее целесо­
образным и был использован при выводе параметров эллипсоида Красовского. 
Нес1{олько более подробное решение этой задачи рассмотрено в § 87. 

В настоящее время такой путь устарел; наиболее точно сжатие определяется 
из наблюдений искусственных спутников Земли (глава XVI). 

§ 87. Основные формулы определения параметров эллипсоида 
по астрономо-геодезическим и гравиметрическим данным 

Положим, что сжатие Земли известно, гравиметрические работы выполнены 
на всей поверхности Земли или на большей ее части, имеется большая астро­
номо-геодезическая сеть; высоты астрономо-геодезических пунктов определены 

относительно начального футштока. Обработка астрономо-геодезической сети 
произведена по методу проектирования на некотором (предварительно уста­
новленном) референц-эллипсоиде. 

По результатам астрономических и геодезических измерений вычисляем 
аномалии высот ~ = Н - Hv и составляющие уклонений отвесных линий 

~=cp-B-0,171"sin2BH~} 
11 = (л - L) cos В ' (S? · 1) 

которые относятся к первоначально установленному референц-эллипсоиду. 
Из результатов гравиметрической съемки по формулам Стокса и Венинг­

Мейнеса (или по более точным формулам Молоденского) для каждого астрономо-

геодезического пункта вычисляем ~' i, ~, которые уже будут отнесены 
к искомому земному эллипсоиду. 

Далее из указанных вычислений получаем ~ - [ ~ - [ 11 - 11. Тогда 
на основании уравнений (85.9), (85.10), (85.11) пишем уравнения градусных 
измерений в виде 

~ -i -с:--: ~ sin В cos Lбх0 + ~ sin В sin L8y0 -
1
~
1 

cos Вбz0 - е 2 siн В cos Вба', 

- 1 1 
11 -YJ = - ysin L8x0 - N cos L8y0 , 

(87 .2) 

(87 .3) 

~-i = cosB cos Lox0 + cosB sin L8y0 +sinB8z0 -N (1-е2 sin2 В) 8а'. (87.4) 

Решение уравнений (87 .2) и (87 .3) или уравнений (87 .4) по способу наи­
меньших квадратов и приведет к выводу искомых параметров земного эллип­

соида. 

Если выполнена мировая гравиметрическая съемка, то уклонения ~ и 11, 
а также аномалии ( будут отнесены к общему земному эллипсоиду, т о г д а 
решение этих уравнений приведет к выводу пара­
м е т р о в о б щ е г о з е мн о г о э л л и п с о и д а. 

Нетрудно получить уравнения, в которых в качестве неизвестного вместо оа 
будет величина (W O - и 0). Для упрощения вывода решим задачу только с глав­
ными членами. Примем 
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тогда 

откуда 

уа= И7 , 

ба= dW = vVп-ип • 
V V 

Полагая 

N (1-е2 sin2 В) ба'= V1 -е2 sin2 В ба~ ба 

и принимая во внимание (87.5), уравнение (87 .4) примет вид 

~ _ ~ = TV п-ип + cos В cos L8x0 + cos В sin L8y0 + sin B8z0• 
у 

( 87 .5) 

(87.6) 

Дифференцируя (87.6) по В и L, получаем уравнение для определения 
(W O - и 0), 8х 0 , 8у 0 , 8z 0 по разностям уклонений отвесных линий 

(87 .8) 

Решаяуравнения(87.6), (87.7)и(87.8),находимнеиsвестные,т. е. W 0 - и 0, 
бх 0 , бу 0 , бz 0 • 

Заметим лишь, что разность (W O - и 0 ) надежно определяется только 
из (87 .6); из (87. 7) эта величина определяется неуверенно вследствие малости 
ноэффициента при ней. 

Описанный в этом параграфе метод определения параметров земного эллип­
соида следует считать основным, обеспечивающим наиболее точное решение 
задачи. 

§ 88. Референц-эллипсоид Нрасовсного. 
Исходные геодезические даты триангуляции СССР 

Исследования проф. Ф. Н. Красовского, основанные на анализе и обра­
ботне материалов триангуляций, исполненных R 1930 г., поRаsали, что эллип­
соид Бесселя заметно отступает от размеров эллипсоида, наилучшим образом: 
подходящего для территории СССР. Проф. Ф. Н. RрасовсRий пришел к выводу, 
что большая полуось эллипсоида Бесселя преуменьшена; это полностью под­
твердилось последующими исследованиями, ногда было установлено, что боль­
шая полуось по Бесселю ошибочна на величину 850 :м:. 

Исходя из большого научного значения исследований по установлению 
размеров и формы Земли, проф. Ф. Н. RрасовсRий в начале тридцатых годов 
приступил R работе по выводу размеров эллипсоида на основании имеющихся 
материалов градусных измерений. Сначала эта работа выполнялась лично 
Ф. Н. RрасовсRим, затем под его руководством продолжалась научными работ­
никами ЦНИИГ АиR. Непосредственное участие в этой большой работе при­
нимал проф. А. А. Изотов. Исследования, продолжавшиеся почти 10 лет, по­
зволили в 1940 г. рекомендовать для вычислений триангуляции новые размеры 
эллипсоида, вполне подходящие для территории СССР. После обсуждения 
результатов работы в научных и производственных Rругах эти размеры эллип­
соида были утверждены Постановлением Совета Министров СССР от 7 апреля 
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1946 г., а эллипсоиду было присвоено имя Красовского. Размеры этого эллип­
соида следующие: 

большая полуось а-= 6 378 245 м, 

полярное сжатие а-= 1 х 298,3. 

При получении указанных размеров земного эллипсоида были использо­
-ваны градусные измерения СССР, Западной Европы и США. Материалы гра­
дусных измерений СССР, протяженность дуг которых составляла к тому вре­
ыени около 40 ООО км, были впервые использованы для вывода размеров эллип­
соида. Таким образом, для вывода новых значений размеров земного эллипсоида 
были использованы более обширные материалы, чем для всех других вы­
водов. Это уже дает основание утверждать, что размеры эллипсоида Красов­
ского в то время были наиболее приближающимися к размерам общего земного 
эллипсоида. При составлении уравнений градусных измерений применен 
<<метод площадей>>; при этом использованы результаты гравиметрической съемки 
для исключения местных волн геоида - для предварительного его <<Выравни­

ваю1ю>. Такое привлечение гравиметрических данных для обработки градусных 
измерений было осуществлено впервые; оно оказалось возможным благодаря 
применению разработанного в СССР метода астрономо-гравиметрического ни­
велирования и наличию общей гравиметрической съемки. Лишь для незначи­
тельной части астрономо-геодезической сети СССР, использованной для вывод'а 
размеров эллипсоида, вместо гравиметрических поправок вводились топографо­
изостатические редукции. К использованию теории изостазии пришлось при­
бегнуть в отдельных районах, где гравиметрическая съемка еще не была за­
кончена. 

При вычислении размеров эллипсоида Красовского были применены раз­
личные варианты обработки имеющихся материалов градусных измерений; 
указанные выше значения размеров эллипсоида Красовского получены из 
варианта, признанного наилучшим. Анализ результатов вычислений размеров 
эллипсоида из различных вариантов решения задачи позволил сделать ряд 

выводов и заключений, имеющих большую научную ценность в деле изучения 
общей фигуры Земли. Проведенные исследования дают основания считать, 
что размеры эллипсоида Красовского определены с ошибками в большой полу­
оси около ±60 ми в полярном сжатии не более одной единицы в зна:м:енателе. 

Указанную точность вывода размеров земного эллипсоида следует считать 
высокой, отвечающей научным и практическим требованиям. 

Надлежащее установление исходных геодезических дат для астрономо­
геодезической сети СССР (вследствие чрезвычайно большой протяженности 
территории СССР) имеет также большое практическое значение. Порядок работ, 
выполненных в 1942-1943 rr. по установлению исходных геодезических дат, 
в общих чертах заключался в следующем. 

Из обработки материалов градусных измерений в СССР были установлены 
широта В 0 , долгота L 0 и азимут А O для исходного пую{та, за который принят 
центр круглого зала Пулковской обсерватории. Для решения этой задачи (в от­
личие от задачи вывода размеров референц-эллипсоида) были использованы 
только материалы триангуляции СССР. Для вывода исходных rеодезичес1шх 
дат необходимо, чтобы исходный пункт имел непосредственную надежную связь 
с используемыми градусными измерениями. Так как триангуляции Западной 
Европы и США такой связи с триангуляцией СССР не имели, то градусные 
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измерения этих стран и не могли быть использованы при решении настоящей 
задачи. 

Rроме того, для нонтроля и независимого получения иным путем исход­
ных геодезичесних дат был применен астрономо-гравиметричесний метод, для 
чего в центральных районах страны, на специально выбранном пуннте были 
выполнены с высоной точностью астрономичесние определения. Для обе­
спечения надежного вывода унлонений отвесных линий по гравиметричесним 
данным вонруг этого пуннта выполнена гравиметричесная съемна сгущения. 

Астрономичесние ноординаты пуннта и азимут направления исправлены 
поправнами, вычисленными по гравиметричесним данным. Полученные таним 
путем геодезичесние ноординаты сопоставлены с геодезичесними ноординатами, 

переданными из Пулнова; их сходимость получилась в пределах оmибон опре­
делений. 

Уназанный метод вывода исходных геодезичесних дат осуществлен впервые 
в Советсном Союзе. 

Таним образом, вывод параметров референц-эллипсоида :Красовсного был 
основан на применении методов, описанных в § 82-84. Методы, изложенные 
в последующих параграфах, были разработаны позднее; они не могли быть 
применены танже и вследствие отсутствия в тридцатых годах необходимых 
данных, в первую очередь достаточных материалов гравиметричесних съемок. 

Следовательно, харантерными чертами вывода размеров эллипсоида :Красов­
ского являются: 

1) раздельный вывод размеров эллипсоида и исходных геодезических 
дат; 

2) применение астрономо-геодезического <<метода площадей>>; 
3) установление размеров эллипсоида из несвязанных значительных астро­

номо-геодезических сетей и вывод исходных геодезических дат из триангуляции 
СССР - из всех астропунктов; 

4) использование имеющихся гравиметричесних материалов для испра­
вления астрономичесних ноординат за местные уклонения отвеса, а при отсут­

ствии этих материалов для этой цели - гипотезы изостазии. 
Последние выводы параметров земного эллипсоида, основанные на исполь­

зовании новейших материалов и методов, дают результаты, близние к значе­
ниям параметров референц-эллипсоида :Красовского. Это позволяет сделать 
важное заключение, что параметры эллипсоида :Красовского установлены удачно, 
близки R параметрам общего земного эллипсоида и отвечают требованиям, 
предъявляемым к референц-эллипсоиду, нак основной ноординатной поверх­
ности. 
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Гл а в а XIV 

УРАВНИВАНИЕ 
АеГРОНОМО-ГЕОДЕЗИЧЕСКОЙ СЕТИ 

§ 89. Общие сведения 

Уравнивание больших астрономо-геодезических сетей, в частности сети 
СССР, наиболее обширной по сравнению с сетями других государств, предста­
вляет собой большую научно-техническую задачу. Число треугольников 
астрономо-геодезической сети СССР определяется многими тысячами. 

R уравниванию астрономо-геодезической сети СССР, как сети высшего 
1\ласса и основы для развития геодезических сетей более низших классов, 
nредъявляются строгие требования. В результате уравнивания должны быть 
получены максимально возможные точные значения всех ее элементов и в наи­

большей степени устранены влияния систематических ошибок. Конечно, ка­
чество и точность геодезической сети зависят в первую очередь от качества по­
левых измерений. Н о е с л и с т р о г и м у р а в н и в а н и е м н е л ь з я 
с д е л а т ь с е т ь, и м е ю щ у ю н е в ы с о к у ю т о ч н о с т ь п о л е -
в ы х и з м е р е н и й, б о л е е т о ч н о й, т о х о р о ш у ю в п о л е -
вом исполнении сеть можно испортить примене­

нием неправильных методов и приемов ее обра­
ботки. Поэтому, учитывая значение астрономо-геодезической сети, 
необходимо для ее математической обработ1ш применять продуманную и научно 
обоснованную программу и методику. Недостатки математической обработки 
астрономо-геодезической сети проявятся при обработке сетей всех после­
дующих классов. Эти недостатки, в виде дополнительных ошибок исходных 
данных, отрицательно повлияют на точность всех геодезических сетей после­

дующих классов. 

Rак показали исследования проф. Красовского, одним из важнейших 
условий правильной математической обработки астрономо-геодезической сети, 
а следовательно, и всей геодезической сети в целом является применение м е -
то да пр о е кт и ров ан и я. В этом случае уравниваемые элементы сети 
на поверхности референц-эллипсоида находятся в определенной и точно установ­
ленной зависимости с результатами непосредственных измерений на поверх­
ности Земли. Свободные члены условных уравнений, составленные с исполь­
зованием проекций измеренных элементов на эллипсоид, являются функциямн 
т о л ь к о о ш и б о к и з м е р е н и й и не зависят от неточностей раз­
:\lеров п формы референц-эллиnсоида и его ориентировки в теле Земли. Условные 
уравнения, составленные с использованием правильно редуцированных на по­

верхность эллипсоида измеренных величин, - математичесr{и строгие зависи­

мости, точно вытекающие из геометрических свойств соответствующих фигур 
на поверхности эллипсоида. Поправки измеренных величин получатся одинаково 
точными независимо от принятых параметров референц-эллипсоида (при при­
менении метода развертывания, как указывалось ранее, эти неточности и раз­

личия в параметрах референц-эллипсои:да вызывают дополнительные и сложные 
деформации: элементов сети). Следовательно, при применении метода проек.ти­
рования строгость математической обработки астрономо-геодезической сет11 
не пострадает, если будут взяты при ее уравнивании и не наилучшие размеры 
эллипсоида, что весьма существенно и важно. Правда, каr{ уже отмечалось, 
практически необходимо, чтобы референц-элли:псои:д геометрически был до­
статочно близок к геоиду. Во-первых, тогда расхождения между вычислен-
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ными элементами на поверхности референц-эллипсоида и их действительными 
значениями на земной поверхности будут наименьшими, что практически весьма 
существенно во многих случаях использования геодезических координат; 

во-вторых, чем ближе располагаются указанные поверхности одна к другой, 
тем меньше редукции и, следовательно, с меньшей точностью нужно знать 
исходные величины для вычисления редукции. 

Заметим, что в случае необходимости перехода после уравнивания сети 
к другим размерам и ориентировке эллипсоида никаких затруднений не воз­
никнет; задача будет заключаться в перевычислении уравненных координат 
при помощи дифференциальных формул, причем без каких-либо нарушений 
строгости вычислений. 

Одновременно заметим, что применение метода проектирования требует 
до уравнивания сети установления размеров и ориентировки референц-эллип­
соида. 

Итак, первая стадия математической обработки астрономо-геодезической 
сети - редуцирование измеренных величин на поверхность эллипсоида (глава 
XII). 

После редуцирования выполняется уравнивание астрономо-геодезической 
сети. В этой части обработки обширных астрономо-геодезических сетей возни­
кают существенные трудности. 

Метод строгого уравнивания астрономо-rеодезической сети путем совмест­
ного решения всех возникающих в сети условных уравнений под условием ми­
нимума суммы квадратов поправок направлений (или углов) до настоящего 
времени не мог быть применен вследствие его громоздкости. Возможности его 
применения открываются сейчас на основе использования быстродействующих 
электронных машин. Однако вопросы применения электронно-счетных машин 
к решению своеобразных уравнений, возникающих в астрономо-геодезической 
сети, еще требуют научных исследований и экспериментов; кроме того, как 
указывает проф. Ф. Н. Красовский [31], имеются сомнения в том, что результаты 
такого уравнивания будут наилучшими. 

Учитывая огромные трудности, возникающие при совместном уравнивании 
всей астрономо-геодезической сети под условием минимума суммы квадратов 
ошибок непосредственно измеренных величин, можно представить себе метод 
последовательного уравнивания сети по <<частям>>, когда каждая часть после 

уравнивания рассматривается как твердая. Этот способ уравнивания в чистом 
виде не может быть признан целесообразным, так как при его применении нару­
шается совместность уравнивания, что может вызвать дополнительные искаже­

ния отдельных элементов и частей триангуляции. 
Астрономо-геодезическая сеть СССР, как известно, по построению пред­

ставляет собой систему приблизительно квадратных полигонов, стороны кото­
рых равны в среднем 200 км. В вершинах полигонов (т. е. в пересечениях рядов 
триангуляций 1 класса), расположенных по меридианам и параллелям, имеются 
определенные из базисных сетей или из непосредственных измерений твердые 
значения длин сторон триангуляции и азимуты Лапласа. Благодаря наличию 
выходных сторон и азимутов Лапласа астрономо-геодезическая сеть разбивается 
на определенные и достаточно независимые части, которыми являются звенья 

триангуляции 1 класса, т. е. части рядов между двумя смежными вершинами 
полигонов 1 ~шасса. 

В связи с этим имеются основания р а с с м а т р и в а т ь р е з у л ь -
таты измерений в каждом звене триангуляции 
1 класса независимо от результатов измерений 
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в д р у г и х з в е н ь я х. Поэтому :возникла мысль заменить треугольники 
каждого отдельного звена г е од е з и ч е с к ой лини е й, соединяющей 
конечные точки звена. В этом случае кю{ бы независимыми и непосредственно 
измеренными величинами принимаются длины и азимуты этих геодезичес1<их 

линий; астрономо-геодезическая сеть обращается в систему полигонов, в которых 
измеренными величинами становятся длины и азимуты сторон полигонов. 

Идея замены отдельных звеньев триангуляции геодезическими линиями 
была предложена известным немецким ученым Гельмертом еще в прошлом 
,столетии; им же был разработан метод обработки астрономо-геодезической сети, 
:включающий одновременно уравнивание ее и вывод размеров и ориентировки 
:земного эллипсоида. Для обработки астрономо-геодезической сети СССР спо­
·СОб Гельмерта вследствие громоздкости не мог быть использован; кроме того, 
:этот способ обработки сети основан на применении метода развертывания. 
По Гельмерту, предполагается, что измерения редуцированы на поверхность 
г е о и д а, а редукции за переход от геоида к эллипсоиду пренебрегаемы. 

§ 90. Понятие о методах уравнивания 
астрономо-геодезической сети СССР 

Разработка предложений по уравниванию астрономо-геодезической сети 
СССР и соответствующих методов была выполнена профессором Ф. Н. Rрасов­
ским. При этом он использовал идею замены звеньев триангуляции 1 класса 
геодезическими линиями. В первом варианте разработанного Ф. Н. Rрасов­
ским метода уравнивания и примененного при обработке первых 9 полигонов 
триангуляции 1 класса в 1930-1932 гг. предусматривался следующий порядок 
уравнительных вычислений. 

1. Строгое уравнивание каждого звена триангуляции 1 класса за возни­
кающие в нем условия, включая базисные и азимутальные. Результатом этого 
этапа уравнительных вычислений будет вывод по уравненным направлениям 
длины и азимута геодезической линии, соединяющей конечные точ1<и звена. 

2. Совместное уравнивание образовавшейся после первого этапа вычисле­
ний системы полигонов, образованных геодезическими линиями, за координат­
ные или полигональные условия с присоединением азимутальных условных 

уравнений. Результатами выполнения этого этапа вычислений будут уравнен­
ные значения длин и азимутов геодезических линий - сторон полигонов. 
Имея уравненные значения длин и азимутов сторон полигонов триангуляции 

1 .- класса, вычисляют координаты вершин полигонов, значения которых уже 
будут окончательными. 

3. Вставl{а отдельных звеньев между твердыми вершинами полигонов с при­
соединением базисного и азимутального условных уравнений. Эта вставl{а может 
выполняться по методу 'Урмаева. Результатами последнего этапа вычислений 
будут окончательные геодезические координаты всех пуНI{ТОв триангуляции 

1 нласса. 
При выполнении второго этапа - уравнивания полигонов - длина гео­

дезической линии, соединяющей I{Онечные ТОЧI{И звена триангуляции 1 класса, 
и азимут этой линии (точнее, углы ~ - разности азимутов геодезических ли­
ний и азимутов выходных сторон в вершинах полигонов, см. § 89) принимаются 
I{aK непосредственно измеренные независимые величины. 

В действительности это, конечно, не так: длины и азимуты геодезичесl{ИХ 

линий не независимы, они являются сложными функциями одних и тех же 
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величин - уравненных направлений или углов в данном звене триангуляции 
1 класса, а следовательно, они не являются независимыми. 

Указанное допущение - отступление от правил способа наименьших 
нвадратов, согласно которым условные уравнения должны составляться, 

принимая за измеренные и независимые величины направления (углы) на 
каждом пункте. В то же время изложенный выше способ Красовского имеет 
существенные достоинства. При его применении соблюдается требование сов­
местности уравнивания всей сети в целом; выполнение этого требования вполне 
осуществимо даже для такой обширной сети, как астрономо-геодезическая 
сеть СССР. В Руководстве по высшей геодезии Красовского содержится указание 
о том, что, по некоторым данным, при замене звеньев триангуляции 1 класса 
геодезическими линиями деформации будут меньшими, чем при совместном 
уравнивании всех направлений (углов) сети - <шри наличии слабых мест>> 
в том или ином триангуляционном ряде. Конечно, такие <<слабые места.>> всегда 
могут быть в большой астрономо-геодезической сети. Вывод длин и азимутов 
геодезических линий раздельно из каждого триангуляционного звена, учиты­
вая сравнительно высокую точность определения длин и азимутов исходных 

сторон, имеет достаточно веские основания. Если считать эти определения без­
ошибочными, то вывод длин и азимутов значений, независимо для отдельных 
.звеньев, должен считаться точным. 

Проф. Красовский, много занимавшийся вопросами уравнивания астро­
номо-геодезических сетей, придавал большое значение возможно точному 
выводу длин и азимутов геодезических линий, соединяющих конечные точки 
.звеньев. Он, в частности, считал весьма важным уменьшение координатных 
невязок в полигонах при их совместном уравнивании. Для этой цели он раз­
работал ряд новых предложений, основные из которых приняты при втором 
уравнивании астрономо-геодезической сети, выполненном к 1945-1946 гг. 
Эти новые предложения проф. Красовского, реализованные при втором уравни­
вании, предусматривали следующий порядок и программу уравнительных 
вычислений: 

1. Уравнивание звеньев триангуляции 1 класса за условия только фигур, 
полюсные и базисные. 

2. Составление азимутальных условий по каждому звену с использованием 
при этом п р е д в а р и т е л ь н о у р а в н е н н ы х углов, полученных 

в результате выполнения пункта 1; совместное решение всех азимутальных 
условий с нахождением поправок в долготы и астрономические азимуты на пунк­
тах Лапласа. 

3. Вторичное уравнивание звеньев триангуляции по н е п о с р е д с т -
в е н н о и з :м: е р е н н ы м н а п р а в л е н и я м за условия фигур, бази­
-сов и азимутальное; при составлении азимутальных условий астрономические 
долготы и азимуты исправляются поправками, найденными при выполнении 
пункта 2. После уравнивания вычисляют длину и азимут геодезической линии 
для каждого звена триангуляции 1 класса. 

4. Уравнивание полигонов и окончательное вычисление координат вершин 
полигонов. 

5. Вставка звеньев триангуляции между вычисленными, согласно пункту 4, 
Rоордината:м:и вершин полигонов, исходными сторонами и азимутами Лапласа. 

Из сравнения этой программы уравнивания астрономо-геодезической сети 
,с изложенной ранее следует, что общий план уравнивания остался прежним: 
1) вывод длины и азимута геодезической линии по звену, 2) уравнивание 
полигонов и 3) вставка ряда. Но в последней программе уравнивания длина 

397 



1 1 1,1 

•• V 

и азимут геодезическои линии получаются после третьего этапа вычисления. 

Это усложнение программы вызвано введением второго этапа, позволяющего, 
получить поправки в измеренные астрономические долготы и азимуты с целью 

ослабления влияния систематических ошибок, повышения точности определе­
ния длин и азимутов геодезических линий и уменьшения невязок в полигональ­
ных условиях. 

Выше изложены основные соображения и сведения о методах уравнивания 
обширной астрономо-геодезической сети на основе главным образом исследо­
ваний проф. Ф. Н. Красовского; более глубокие и обширные соображения 
по этому вопросу читатель найдет в трудах Ф. И. Красовского [31] и [32]. 
Вопросом уравнивания обширной астрономо-геодезической сети занимались 
и другие ученые, как, например, проф. А. А. Изотов, проф. Б. Н. Рабинович'" 
проф. И. А. Урмаев, инж. Д. А. Ларин и др. 

В работах названных ученых содержатся выводы азимутальных, полиго­
нальных и других условных уравнений. 

Уравниванию триангуляции 1 класса СССР уделено большое внимание. 
Это объясняется высокими требованиями, предъявляемыми в СССР к геодези­
ческим работам, и обширностью астрономо-геодезической сети. В средних 
и малых по размеру территории странах этот вопрос теряет свою сложность, 

и решение рассматриваемой задачи осуществляется достаточно просто. 
Приведенные здесь сведения отражают передовые научные идеи и большой 

опыт СССР. 
В недалеком будущем встанет задача выполнения нового совместного 

уравнивания астрономо-геодезической сети СССР. При разработке и устано­
влении программы будущего совместного уравнивания сети СССР должен быть 
учтен ряд новых обстоятельств, из которых, в частности, следует отметить сле­
дующие: 

уравниванию должна подвергнуться астрономо-геодезичес:кая сеть, зна­

чительно превосходящая по числу пунктов и протяженности ту сеть, которая 

была уравнена в сороковых годах; изменившиеся соотношения точности изме­
рений в сетях 1 и 2 классов; возможность и необходимость использования ЭВМ; 
привлечение и использование наблюдений ИС3 и результатов их обработки и др. 

В заключение отметим следующее. Уравнительные вычисления преследуют 
две цели; устранение несогласий в геодезических построениях, вызванных 
ошибками измерений, и получение вероятнейших значений измеренных эле­
ментов сети и их функций. Первая цель должна достигаться во всех случаях 
в результате уравнивания; при достижении второй цели допускались те или 
иные отклонения, причем иногда приводящие к значительным деформациям, 
не соответствующим точности полевых измерений, но допустимых с точки зре­
ния практических требований. В связи· с возросшими современными требо­
ваниями к точности геодезических сетей на получение вероятнейших значений 
элементов сети должно быть обращено значительно большее внимание. Взаим­
ное положение уравненных пунктов всех классов должно получиться не менее 

точно, чем положение, определяемое по результатам непосредственных из­

мерений. 
Не исключен в дальнейшем при некоторых обстоятельствах и отказ от урав­

нивания вообще; при соответствующей точности полевых данных уравнивание 
может оказаться не только ненужным, но даже вносящим некоторые дополни­

тельные искажения или погрешности в результативные данные. 



111. 

АСТРОНОМИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ГЕОГРАФИЧЕСКИХ КООРДИНАТ 

НА ЗЕМНОП ПОВЕРХНОСТИ 

Гл а в а XV 

ЭЛЕМЕНТЫ СФЕРИЧЕСКОЙ АСТРОНОМИИ 

§ 91. Общие сведения 

Астрономические работы играют важную роль при решении научных и 
практических задач геодезии. 

Перечислим кратко основные случаи использования астрономических 
широт, долгот и азимутов в геодезии. 

1. Астрономические определения широт и долгот на соответствующих 
пунктах триангуляции являются важной составной частью г р а д у с н ы х 
измерений, имеющих целью определение размеров и формы Земли 
в целом. 

2. Астрономические определения широт и долгот пунктов вместе с резуль­
татами геодезических измерений позволяют изучать геоид. Именно из сопо­
.ставления астрономических и геодезических координат и вывода уклонений 
.отвесных линий возможно п о с т р о е н и е п р о ф и л е й г е о и д а от­
носительно референц-эллипсоида. 

3. Астрономические наблюдения доставляют значения исходных геодези­
ческих координат для начального пункта триангуляции, от которого произво­

дят вычисление координат всех последующих пунктов. Иначе говоря, астроно­
мические координаты позволяют осуществлять ориентировку референц-эллип­
соида в теле Земли и определяют географическое положение триангуляции, 
а следовательно, и планшетов топографической съемки на поверхности 
Земли. 

4. Астрономические азимуты после введения в них поправки за уклонения 
{)Твесных линий (азимуты Лапласа) контролируют в триангуляции и полигоно­
метрии угловые измерения, обеспечивают постоянство ориентировки триангу­
ля.ции и повышают точность определения координат пунктов. 

5. Астрономические наблюдения позволяют определять координаты точек 
.земной поверхности как опорных пункт о в топографических съемок. 
При этом надо учитывать, что координаты астрономических пунктов искажены 
влиянием уклонений отвесных линий; поэтому пользоваться астрономическими 
пунктами в качестве опорных можно только при съемке в масштабе 1 : 100 ООО 
и более мелких масштабах. Но именно в этих масштабах производятся съемки 
в труднодоступных районах и создание обоснования съемок в виде сети астро­
номических пунктов целесообразно с организационной и технико-экономиче­
ской стороны. 

6. Астрономичесн.ие азимуты, определяемые на точках теодолитных ходов, 
являются хорошим независимым контролем измерений и обеспечивают суще­
ственное повышение точности этих ходов. 

7. Астрономические наблюдения являются средством: определения гео­
графических координат корабля на море и самолета в воздухе. 
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Изложенное показывает разнообразие и важность применения и исполь­

зования координат пунктов и азимутов направлений на земной поверхности, 
определяемых методами астрономии. 

Астрономия - одна из древнейших наук; она имеет своим предметом изу­
чение природы, движения и распределения небесных светил и устройство 
Вселенной в целом. Астрономия - очень обширная наука; в настоящее время 
она разделяется на отделы, каждый из которых представляет собой по существу 
самостоятельную область знания. 

Астрономические работы, выполняемые в геодезических целях и имеющие 
своей задачей определение географических координат на земной поверхности, 
основываются на двух отделах астрономии: с ф е р и ч е с к о й астрономии 
и п р а к т и ч е с к о й астрономии. 

С ф е р и ч е с к ой а ст р он ом и ей называется отдел астрономииt 
в котором рассматриваются видимые движения светил, способы определения 
их положений на небесной сфере с применением различных систем координат 
и закономерности явлений, наблюдаемых с земной поверхности и происходя­
щих в результате движения Земли вокруг Солнца и вращения ее вокруг оси. 

П р а к т и ч е с к о й а с т р о н о м и е й называется отдел астрономии, 
в котором рассматриваются методы и приемы астрономических измерений, 
инструменты, употребляющиеся при производстве этих измерений, а также 
способы обработки астрономических измерений, служащих для определения 
координат светил на небесной сфере и географических координат точек земной 
поверхности. 

Другие разделы астрономии - н е б е с н а я м е х а н и к а, а с т р о -
физ и к а, к о смог он и я - изучают движение светил, физические и хими­
ческие их свойства, развитие небесных тел и Вселенной в целом. 

В настоящей главе рассматриваются вопросы сферической и практической 
астрономии, знание которых необходимо для определения географических 
координат точек земной поверхности. 

§ 92. Системы координат, употребляемые в астрономиv 

Астрономические широты и долготы точек земной поверхности и азимуты 
направлений определяются из соответствующих наблюдений небесных светил -
Солнца и звезд. Для этого необходимо знать положения светил как относительн<> 
Земли, так и относительно друг друга. Эти положения светил могут быть опре­
делены в целесообразно выбранных системах координат. 

Принять для определения положения светил одну из обычно применяемых 
в математике систем линейных координат не представляется возможным, так 
как для этого необходимо точно знать линейные расстояния от некоторой точки, 
принимаемой за начало координат, до Земли и до всех светил; и даже если бы 
они были известны, то при вычислениях встретились бы непреодолимые прак­
тические трудности. Rроме того, расстояния от Земли до всех звезд чрезвычайно 
велики по сравнению с размерами Земли, и практически их можно считать 
одинаково бесконечно большими (исключением из этого положения являются: 
некоторые ближайшие к Земле звезды и в особенности Солнце, расстояние 
от Земли до которого в среднем равно 149 500 ООО км). Поэтому достаточно 
знать направление на к аж до е с в е т ил о. Отсюда вытенает 
целесообразность следующего вспомогательного построения, позволяющего 
определять положение светил. Построим сферу произвольного радиуса; центр 
этой сферы пусть совпадает с той точкой, в которой находится наблюдатель. 

400 



Впрочем, последнее условие не имеет значения, тан RaR расстояния до звезд 
велини по сравнению с радиусом Земли и радиусом ее орбиты, и, следовательно, 
за центр вспомогательной сферы можно принимать любую точну Земли и ее 
орбиты. Далее, будем считать, что все светила сnроентированы прямыми ли­
ниями из центра этой вспомогательной сферы на ее внутреннюю поверхность. 
Задача занлючается в определении положения nроенции светила на этой сфере, 
называемой н е б е с н о й с ф е р о й. 

Положение любой точни на небесной сфере определяется RaR пересечение 
двух больших нругов, построенных известным образом. Проводя через данную 
точну нруги, будем иметь различные системы ноординат. Эти нруги целесооб­
разно располагать в nлосностях, взаимно nерnендинулярных. Положение :ка­
ждого из двух нругов, проходящих через данную точ:ку сферы, определяется 
дугой, отсчитываемой от соответствующего 
большого :круга, принимаемого за начальный. 

Rан известно, Земля вращается вонруг 
своей оси с запада на востон. У наблюдателя, 
находящегося на земной поверхности, соз­
дается впечатление, что все небесные тела -
звезды. Солнце, планеты движутся с во­
стона на запад. Вращение Земли вонруг 
своей оси называется с у т о ч н ы м д в и -
жен и ем, тан на:к промежутон времени, 

в течение которого Земля делает один обо­
рот относительно внешней точни, прини­
мается за единицу времени, называемую 

С у Т R а МИ. 

Рассмотрим системы Rоординат, приме­
няющиеся в астрономии; они различаются 

положением больших нругов, принимаемых 
за начальные. 

z 

Nt...:-...,L-~-..:_Jr-1r-+---~s 

d 

z, 
Рис. 163 

1. Г о р и з он т н а я с и ст е м а R о о р дин а т. Построим вспо-
могательную сферу (рис. 163). Продолжим отвесную линию в точне наблю­
дения А до пересечения со сферой в точнах Z и Z 1 • Эти точни называются соот­
ветственно точнами зенит а и надир а. Большой нруг, nлосность. 
которого nерnендинулярна R линии ZZ 1 , примем за первый основной нруг, 
относительно ноторого будем определять положение светила на небесной сфере. 
Этот нруг называется н е б е с н ы м, и л и а с т р о н о м и ч е с R и м, 
гор из он том. Проведем через центр сферы линию, параллельную оси 
вrащения Земли, до пересечения со сферой; эта линия называется о с ь ю 
М и р а. Пусть ось Мира nересенает вспомогательную сферу в точнах Р и Р 1 , 

· называемых полюсами Мира. Большой нруг небесной сферы PZS Р 1Z1N, про­
ходящий через полюсы Мира и зенит места наблюдений (т. е. точну А), назы­
вается а стр он ом и чес R им, или небе сны м, меридианом. 
Примем небесный меридиан за второй основной нруг, относительно ноторого­
будем определять положение светила на сфере. Заметим, что горизонтальная 
линия AN, лежащая в плосности меридиана, nоназывает направление на север, 
а противоположная ей А S - на юг, поэтому точни N и S называются соответ­
ственно то ч R а ми се вера и ю r а. Большой нруг, проходящий через 
точни зенита и надира и перпендиRулярный R плосRости меридиана, называется 
первым верти R ал ом; точни W и Е пересечения этого нруга с горизонтом. 
называются соответственно то ч 1х а ми запад а и в о ст о R а. 
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В рассматриваемой системе координат положение светила а определится: 
1) дугой большого нруга Za, ноторая измеряет з е нит н о е р а с ст о я -

н п е светила и обозначается через z; 
2) двугранным углом а между плосностью астрономичесного меридиана 

PZP 1Z 1 и вертинальной плосностью ZбZ 1 , называемым азимутом светила 
и отсчитываеuмым, нан принято в астрономии, от южной части меридиана, по 
ходу часовом стрелни. 

Иногд~ в астрономии вместо ноординаты z применяют в ы с о т у h, 
равную 90 - z и измеряемую дугой "Wa; h соответствует употребляемому 
в геодезии углу наклона. 

Малые нруги небесной сферы, 
к руги равных высот, называются 

параллельные плосности горизонта, т. е. 

а л ь м у к а н т а р а т а м и. 

z с 
Если обозначить через А азимут при 

счете его от северной части меридиана, то 

А =а± 180°. 

Вследствие вращения Земли вокруг оси 
видимое из точни А положение светила а 

N"-----,L---,l<"---JC.------1S на сфере непрерывно изменяется, совершая 
полный оборот в течение суток. Видимое 
движение светила в течение сутон совер­

шается по малому кругу cda, называемому 
с у т о ч н о й п а р а л л е л ь ю. Таким 
образом, для данной точки наблюдения А 
значения координат z и а будут различны 
в разное время суток. В разных точках зем-

z, ной поверхности: отвесная линия имеет раз-
Рис. 164 ное направление, поэтому в один и тот же 

момент времени, но для различных точен 

наблюдений горизонтные координаты одного и того же светила также не будут 
одинаковыми. 

В течение суток светило, совершая видимое движение, дважды пересевает 
астрономический меридиан - в точках с и d. Положение светила в меридиане 
называется R ул ь мин а ц и ей светила. :Кульминация, ближняя к зениту, 
называется верхней R ул ь мин а ц и ей, дальняя - нижней 
к у л ь м и н а ц и е й. В верхней кульминации: зенитное расстояние достигает 
нап-меньшего значения, а в нижней нульминации - наибольшего. Азимут 
светил в моменты нульми:наци:й имеет значение О или 180°. 

2. П е р в а я э к в а т о р и а л ь н а я с и с т е м а R о о р д и н а т. 
Возьмем вспомогательную сферу и построим те же точни и нруги. :Кроме того, 
проведем большой нруг QQ 1 , пл осн ость которого перпендикулярна R о с и 
М пр а (рис. 164). Этот круг, называемый а стр он ом и чес R им, 
ил и небе сны м, э н ват о ром, примем за один из нругов, относительно 
f.,.оторых будем определять положение светила а на сфере. В начестве другого 
координатного нруга возьмем по-прежнему астрономический меридиан PZP 1Z 1 . 

Тогда положение светила а в рассматриваемой системе ноординат опре­
делится: 

1) дугой аТ, ноторая называется с н л он е ни е м светила и обозна­
qается бунвой б; нруг РТ, перпендинулярный к экватору, по ноторому отсчи­
тывается снлонение б, называется R р у г о м с R л о н е н и й; 
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2) двугранным углом t между плоскостью астрономического меридиана 
и плоскостью круга склонений, называемым ч а с о в ы м у г л о м; часовой 
угол отсчитывается от меридиана в направлении, противоположном направле­

нию вращения Земли, от О до 360°; иногда он отсчитывается в обе стороны от 
меридиана от О до ± 180°, в этом случае часовые углы, отсчитываемые к западу, 
считаются положительными, а к востоку - отрицательными. 

В процессе суточного движения светило а перемещается по параллели cad, 
все точки которой находятся на одинаковом расстоянии от астрономического 
экватора, равном склонению б светила; поэтому склонение б не зависит от су­
точного движения небесной сферы. 

Часовой угол изменяется от О до 360° и притом пропорционально суточному 
вращению Земли. Так как вращение Земли происходит равномерно, то и изме-
нение часового угла происходит равномерно; р 

поэтому часовой угол принято выражать в 
часовой мере. Полный оборот светила на 
360° соответствует 24h, отсюда следует, что 

1.h соответствует 15° дуги 
1m >> 15~ >) 

1 s >> 15" )) 

3. В т о р а я э к в а т о р и а л ь н а я 
с и с т е м а к о о р д и н а т. Для объясне­
ния этой системы координат дадим понятие 
о видимом годичном движении Солнца. 
Земля, являясь спутником Солнца, вращается 
вокруг него по орбите, имеющей вид эллип­
са. Полный оборот вокруг Солнца Земля де­
лает в течение одного года. Наблюдателю 
же с Земли кажется, что Солнце движется 

Р, 

Рьс. 165 

относительно Земли, делая полный оборот вокруг нее в течение года; поэтому 
в сферической астрономии принято говорить о видимом годичном движении 
Солнца. Пересечение плоскости, в которой совершается видимое годичное дви­
жение Солнца, с небесной сферой на3ывается эклиптикой. Плоскость 
эклиптики наклонена относительно астрономического экватора приблизительно 
на угол 23,5°. Пусть на рис. 165 и3ображена вспомогательная сфера. Большой 
круг К У К 1 ..JL будет являться эклиптикой. 

В рассматриваемой системе координат основные круги, относительно кото­
рых определяется положение светила, следующие: небесный экватор и круг 
склонений, проходящий через r - точку пересечения экватора и эклиптики. 
В этой системе координат положение светила а на небесной сфере определится: 

1) склонением б; 
2) дугой r М, называемой n р я м ы м в о с х о ж д е н и е м и обозна­

чаемой буквой а. 
Точки пересечения экватора с эклиптикой - r и _л__ - на3ываются соот­

ветственно точками в е сенне г о и о сенне г о р а в н оде нс тв и й. 
В этих точ1шх Солнце находится 21 марта и 23 сентября, когда день равен ночи 
на всей Земле. 

Положение экватора и точки весеннего равноденствия относительно светил 
не зависит от суточного движения небесной сферы и географических координат 
точки наблюдения А; следовательно, от этих причин не зависят и координаты 
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.:еветил а и б. Экваториальные координаты а и б определяются из наблюдений 
звезд на обсерваториях и публикуются в специальных каталогах. При астроно­
мических работах, производимых в полевых условиях для геодезических целей, 
эти координаты считаются известными. 

§ 93. Связь между различными системаl\-IИ координат 
Для установления связи между описанными выше системами .координат 

построим на вспомогательной сфере все основные круги, определяющие поло­
жение светила в рассмотренных трех системах координат (рис. 166). Заметим, 
что угол между осью Мира Р Р 1 и отвесной линией, измеряемый дугой PZ, 
равен 90° - <р, где <р - астрономическая широта точки А. 

1. С в яз ь м е ж д у г о риз он т н о й (z и а) и п е р в о й э к в а -
т о р и а л ь н о й ( б и t) с и с т е м а м и к о о р д и н а т. Так как гори­
зонтные координаты зависят от места наблюдения, то при установлении связи 
между указанными координатами широту <р точки А следует считать известной. 

Даны координаты в первой экваториальной системе (б, t); требуется вы­
··числить горизонтные координаты (z, а). 

Из треугольника PZa имеем: 

cos z = sin ер sin б + cos ер cos б cos t, 
-sin z cos а= cos ер sin о -sin ер cos б cos t, 

sin z sin а= cos о sin t. 
Разделив (93.3) на (93.2), получим 

(93.1) 

(93.2) 

(93.3) 

t а = _ cos о sin t • (93 4) 
g cos ер sin о - sin <р cos о cos t • 

Формулы (93.1) и (93.4) решают задачу. Для практических вычислений 
,их обычно преобразуют. 

Треугольник PZa, называемый п а р а л л а к т и ч е с к и м т р е -
.У г о л ь н и к о м, имеет важное значение при решении многих задач сфери­

ческой и практической астрономии. Угол 
треугольника при светиле а называется 

параллактическим углом и 

обозначается через q. 
2. С в я з ь м е ж д у п е р в о й и 

второй экваториальными 
с и ст е :м а ми к о о р д и н а т. Эти cи­

i:---~---;JIL'-----4..,#:.----.зs стемы имеют общую координату о - с1шо-
.N б 

нение светила, следовательно, тре уется 

найти тольно связь между а и t. 
Из рис. 166 имеем: 

tr= t+ а, (93.5) 

где tг - часовой угол точки весеннего рав-
z, ноденствия. 

Рис. 166 Далее будет показано, что часовой угол 
точки весеннего равноденствия tr численно 

равен звездному времени s в момент наблюдения в данной точне. Поэтому 
уравнение (70.5) может быть переписано так: 

s=a--j-t. (93.G) 
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3. Н е к о т о р ы е з а в и с и м о с т и м е ж д у а с т р о н о м и -
ч е с к и м и и г е о г р а ф и ч е с к и м и к о о р д и н а т а м и. 

А. Из рис. 167 видно, что дуги PN и ZQ измеряются дугой, равной геогра­
фической широте <р; следовательно, высота полюса над горизонтом .lzp р а в на 

z 

z, 
Рпс. 167 

z 

z, 
Рис. 168 

z 

z, 
Рис. 169 

е к л о в е н и ю т о ч к и з е н и т а Oz и р а в н а г е о г р а ф и ч е -
.,с к о й m и р о т е <р м е с т а н а б л ю д е н и я: 

hp = бz = ер. (93.7) 

Б. На рис. 168 показано положение светила cr в момент его прохождения 
'Через меридиан, т. е. в момент верхней кульминации. Если обозначить через Zm 

.зенитное расстояние светила а в верхней куль- р tA · tв 

.минации, то имеем 

ер= {5 --f- Zm. (93.8) 

Сделав аналогичное построение, можно 
убедиться, что при кульминации светила к 
югу от экватора и точки зенита (б отрицательно) 
-также имеем 

ep=o+zm, 
При верхней кульминации светила между 

-точками Z и Р 
ер= 0-Zт. (93.9) 

Для нижней кульминации светила (рис. 169) 
напишем: 

ер= 180° -(8 + Zт)• (93.10) Рис. 170 

В. Р а з н о ст ь д о л г о т д в у х т о ч е к з е мн о й п о в е р х -
ности равняется разности часовых углов одного 

и т о г о ж е с в е т ил а, оп р ед е л е н н ы х в од и н и т о т ж е 

м о м е н т в э т и х д в у х т о ч к а х. 

На рис. 170 изображена вспомогательная небесная сфера, в центре которой 
находится земной шар. Возьмем на поверхности земного шара две точки А и В, 
расположенные на разных меридианах, имеющих долготы л,А и 'лв, 

Возьмем некоторое светило а; часовые углы его для точек А и В, считаемые 
в один физический момент, пусть будут tA и tв; OAZA и ОВZв - отвесные 
.линии в точках А и В, продолженные до пересечения с небесной сферой. Из чер­
тежа видно, что плоскости земных меридианов, проходящие через точки А и В, 
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совпадают с плоскостями небесных меридианов в тех же точках. Следовательно~ 
угол между плоскостями земных меридианов, равный разности долгот этих 
меридианов, равен углу между плоскостями небесных меридианов, т. е. разности 
часовых углов светила, считаемых в один физический момент. Таким образомt 

лл - лв = (tл -tв). 

§ 94. Изменения :координат, происходящие 
от суточного движения 

(93.'11) 

1. И з м е н е н и е г о р и :J о н т н ы х к о о р д и н а т z и а. Горизонт­
ные координаты всех светил - :Зенитное расстояние z и азимут а - в течение 

в z 

z, 
Рис. 171 

суток беспрерывно изменяются вследствие 
видимого движения небесной сферы, причем 
это изменение происходит неравномерно. 

Пусть видимое движение некоторого све­
тила совершается по суточной параллели 
АА 1 (рис. 171). В восточной части неба, в 
точке k, светило восходит, совершая видимое 
движение с востока на запад. В точке k све­
тило имеет зенитное растояние, равное 90°, 
и некоторый азимут. По мере суточного дви­
жения зенитное расстояние уменьшается, 

достигая минимума в тот момент, когда 

светило проходит меридиан в точке А; в 
этот момент азимут светила равен нулю 

( если оно кульминирует к югу от точки 
зенита). После прохождения через меридиан 
зенитное расстояние начинает увеличиваться 

и в момент прохождения через плоскость го­

ризонта в точ1{е k 1 опять достигает 90°; в точке А 1 , в момент нижней кульмина­
ции, азимут светила равен 180°, а зенитное расстояние достигает максимальной 
величины. Затем светило движется по направлению к точке k, и его зенитное 
расстояние снова уменьшается. Такая картина повторяется каждые сутки. 

Движение светила по суточной параллели АА 1 совершается равномерно, 
но изменение координат z и а происходит неравномерно. Дифференцируя фор­
мулы (93.1) и (93.2), легко находим аналитические выражения для изменения z 
и а, которые приводим в окончательном виде: 

Лz = 15 cos ер sin а Лt } 

Ла = 15 ( sin ер cos ер ct;s:) Лt ' 
(9/4. 1) 

или 

Ла = 15 cos ~ cos q Лt 
Slll Z ' 

(94 2) 

где Лz и Ла выражены в дуговой мере, а Лt - в часовой мере. 
Из формул (94.1) и (94.2) видно, что скорость изменения зенитного расстоя­

ния достигает минимума в моменты верхней и нижней кульминаций, а скорость 
изменения азимута достигает максимума в момент верхней кульминации, сЕо­
рость же изменения зенитного расстояния достигает максимума при прохож;:~:е­

нии светила через первый вертикал. 
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Рассмотрим изменение горизонтных координат для случая, когда верхняя 
кульминация происходит на меридиане между полюсом и точкой зенита, напри­
мер, в точке В, а суточная параллель изображается кругом ВВ 1 (см. рис. 171). 
В этом случае зенитное расстояние в общем изменяется так же, как и в преды­
дущем случае. Но в изменении азимута имеется существенная разница: в момент 
верхней кульминации: в точке В азимут светила равен 180°, а не 0°. При су­
·точном движении: азимут уменьшается, достигая своего минимального значения 

в некоторой точке М, в которой вертикал ZMZ 1 будет касаться суточной па­
раллели: светила. Это положение светила называется э л он г а ц и е й све­
тила (в данном случае - западной элонгацией). После прохождения светила 
через точку элонгации азимут его начинает увеличиваться и при достижении 

нижней кульминации: опять становится равным 180°. Аналогичная картина 
будет наблюдаться и в восточной стороне неба, но в этом случае изменения ази­
мута будут обратными. Вследствие касания вертикала ZMZ 1 суточной парал­
лели ВМВ 1 в момент элонгации параллактический угол q = PMZ равен 90°. 

Из описанного хода изменения азимута светила, имеющего элонгацию, 
следует, что в момент элонгации изменение азимута светила равно нулю, что 

также видно из формулы (94.2). 
Из чертежа видно, что светило имеет элонгацию при 

(94.3) 

2. И з м е н е н и е к о о р д и н а т п е р в о й э к в а т о р и а л ь -
1I о й с и с т е м ы. Свлонение б светила от суточного движения небесной 
сферы не зависит, тав вак движение светила происходит по суточной парал­
.лели, все точки которой имеют одинавовое склонение. 

Вторая воорди:ната - часовой угол t светила - изменяется; вак было ска­
зано выше, изменение t происходит в течение суток равномерно, от О до 360° 
или от О до 24h. В момент прохождения через меридиан в верхней кульминации 
-часовой угол светил равен нулю. Часовой угол отсчитывается от меридиана, 
,следовательно, он зависит от долготы места :и не зависит от широты. 

3. И з м е н е н :и е в о о р д и н а т в т о р о й э к в а т о р и а л ь н о й 
,е и с т е м ы. :Координаты этой системы при суточном вращении небесной сферы 
Jie изменяются. О постоянстве склонения при суточном вращении небесной 
сферы было сказано выше. Прямое восхождение а от суточного вращения 
небесной сферы также не зависит, тав как эта воордината отсчитывается от 

• 'Точки весеннего равноденствия, которая :имеет видимое суточное вращение, 

как и все светила небесного свода. Следовательно, положение светил относи­
'Тельно точки весеннего равноденствия не изменяется. 

Тав вак эта система координат не связана с горизонтом и меридианом места, 
'ТО она не зависит от широты и долготы места наблюдения. 

§ 95. Прохождение светил через некоторые основные круги 
небесной сферы 

Задача заключается в определении времени, зенитного расстояния и ази­
мута светила при прохождении его через заданный вруг небесной сферы. Рас­
смотрим прохождение светила через меридиан, первый вертивал и точву элон­
гации. 

1. Пр о х о ж де ни е с в е т ил а ч е ре з м е р иди ан. Светило 
два раза в сутви проходит через меридиан - в верхней и нижней кульминациях. 
В верхней кульминации: 
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а) если светило кульминирует к югу от точки зенита, т. е. б < ер, то при 
нахождении светила в меридиане t = О и на основании формулы (93.6) 

S=CX.. (95.1) 
На основании формулы (93 .8) получим 

Zm=ep-0 )· 

а=О ' (95.2) 

б) если светило кульминирует между точками полюса и зенита, то по­
прежнему 

S=a. 

На основании формулы (93.10) получим 

В нижней кульминации 

Zm = б-ер ) 
а= 180° · 

S=a±12h, 

на основании формулы (93.11) 

Zm = 180° -(ер +б) } 
а= 180° · 

(95.3) 

(95.4) 

(95.5) 

(95.6) 

2. Пр ох о ж де ни е с в е т ил а через первый верти к"'а л. 
При прохождении светила через первый вертикал имеем: в западной части 
небесной сферы aw = 90°, в восточной - аЕ = 270°. 

z 

Рис. 172 

u 

Из параллактического треугольника PZa (рис. 172), приняв а = 90°. 
имеем 

tg о } cost=--. 
tg ер 

sin о • 
COSZ=-. -

Slll q:> 

(95.7) 

На основании формулы! (93.6) имеем: 

для западной части небесной сферы sw =а+ t 1. 
>) ВОСТОЧНОЙ >> >> >> S:::=a-t f (95.8) 

В данном случае под t подразумевается абсолютное значение угла, которое, 
следует считать положительным в западной части и отрицательным - в восточ­
ной; этим и объясняется знак минус в последней формуле. 
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3. Элонгация с в е т ил а. При элонгации светила q = 90°; 
,следовательно, параллактический :треугольник является прямоугольным 

с ·С прямым углом при вершине а. Из ·этого треугольника имеем: 

·rде а' 

cost = :~~ 1 
sin с:р 

cos z = sin о ' 
. ~ cos о I 

s1na = -- J cos ер 

180° - а. Далее, по-прежнему 

sw = а+ t 1: 
SE = a-t 

(95.9) 

;(95.10) 

Азимуты звезд в моменты западной и восточной элонгации вычисляются 
по формулам 

aw = 180° + а', 
.J,E = 180' -а'. 

§ 96 Понятие о прецессии, нутации, собственных движениях звезд 
и их влиянии на координаты светил 

До сих пор мы считали, что взаимное положение плоскостей экватора и 
-эклиптики неизменно на небесной сфере, что точка весеннего равноденствия 
.занимает постоянное положение относительно звезд, и, следовательно, коор­

динаты а и б звезд постоянны. Однако точные наблюдения, выполненные за 
длительный период, показали, что координаты всех звезд изменяют свое зна­
чение и эти изменения имеют систематический и закономерный характер. Ось 
вращения Земли, определяющая положение экватора, не сохраняет постоян­
ного направления в пространстве относительно направлений на светила; она 
непрерывно перемещается, и полюс Мира описывает на небесной сфере сложную 
кривую, в общих чертах напоминающую окружность малого круга с центром 
в полюсе эклиптики. 

Плоскость эклиптики, а следовательно, и ее полюсы также изменяют, хотя 
и незначительно, свое положение относительно направлений на светила. Таким 
образом, изменеrше взаимного положения полюса экватора относительно полюса 
эклиптики является следствием перемещения в пространстве обоих полюсов. 

Причинами, вызывающими изменения в положении пол;юсов, являются 
возмущающие действия притяжения Луны, Солнца и планет. Они объясняются 
законами небесной механюш. 

Сложное движение, которое имеет полюс экватора, может быть представлено 
совокупностью многих простых движений, имеющих различные периоды. 

Одним из простых движений и является равномерное вращение полюса эква­
тора вокруг полюса э1шиптики по малому кругу под углом около 23,5°. Точка, 
имеющая такое простое равномерное движение, называется с р е д н и м 

n о л юсом, а движение - пр е ц е с с и ей. Полный оборот среднего 
полюса вокруг полюса эклиптики совершается в период около 26 ООО лет. 

Движение среднего полюса следует рассматривать как среднее выравнен­
ное движение полюса экватора. В п;ействительности, кроме этого движения, 
полюс совершает другие движения с более короткими периодами. В совокуп­
ности эти короткопериодические движения слагаются таким образом, что точка 
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действительного положения полюса на сфере, или, :ка:к говорят, и ст ин н ы п 
полюс, вращается вокруг среднего полюса по некоторой волнообразной кривой~ 
напоминающей в общем эллипс с полуосями, приблизительно равны.ми 7 и 9 ". 
Такое движение истинного полюса вокруг среднего называется н у т а ц и е й. 
Слагаясь, прецессионное и нутационное движения полюса обусловливают 
поступательное волнообразное его перемещение по небесной сфере, в общем 
виде изображенное на рис. 173. На этой фигуре малый круг Р Р - воображае­
мый путь среднего полюса, волнообразная :кривая - путь истинного полюса. 

Вследствие прецессии и нутации точка весеннего равноденствия как точка 
пересечения экватора и э:клипти:ки изменяет свое положение на небесной сфере. 

р 
На основании наблюдений и теоретических рас­
четов установлено, что точка весеннего равно­

денствия перемещается вследствие прецессии по 

экватору и эклиптике навстречу годичному дви­

жению Солнца ежегодно на величину 50,2 ". 
Поэтому экваториальные координаты а и б с тече­
нием времени изменяют свое значение; эти ИЗl\Iе­

нения незначительны, однако они должны учиты­

ваться. В звездных каталогах непременно указы­
вается время, или, как говорят, эпоха, к :которой: 
относятся приведенные в каталоге значения RО­

ординат. 

Рис. 173 

Таким образом, экваториальные координаты 
а и б светил, выбираемые из звездного :каталога, 
должны быть предварительно исправлены поправ­

ками, выражающими их изменения, происшедшие за период между данной датой· 
и эпохой, для :которой приведены значения координат. Формулы для вычисле-­
ния этих поправок приводятся в подробных курсах астрономии. 

Координаты светил, отнесенные :к действительным положениям полюса,. 
экватора и точки весеннего равноденствия, называются и ст ин н ы м п 

:к о ординат а ми с в е т ил а; :координаты светил, отнесенные :к средним 

положениям полюса, экватора и точки весеннего равноденствия, называются. 

средними :координатами. 

Кроме этого, :координаты звезд а и б изменяются вследствие с о б ст в е п -
ног о движения звезд, происходящего для разных звезд в разлпч­

ных направлениях и с различной скоростью. В сферической астрономии под 
собственным движением звезд понимается проекция их действительного дви­
жения на небесную сферу. Ка:к правило, эти движения очень малы. Годовое 
перемещение звезд по небесной сфере для удобства разлагается на две составля­
ющие - по склонению и прямому восхождению; оно выводится из точных 

экспериментальных наблюдений, выполняемых через значительные промежупш 
времени. Зная эти составляющие собственного движения звезд за год, легко 
вычислить соответствующие поправки за период времени, отделяющий данный 
момент от эпохи, :к которой относится звездный каталог. 

§ 97. Измерение времени 

Из изложенного выше следует, что значения горизонтных координат z: 
и а, а также одной :координаты в первой экваториальной системе - часового 
угла t - зависят от времен и, изменяются с течением времени. Астроно-
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мические наблюдения светил в общем случае заключаются в измерении верти­
кальных и горизонтальных углов между светилами и некоторыми направлени­

ями, принимаемыми в точке наблюдения за неизменные, - направлением 
на зенит, направлением меридиана, направлением на постоянный земной пред­
мет. Но видимое положение светил вследствие суточного вращения Земли изме­
няется, поэтому при астрономических измерениях, как правило, указывают 

тот момент времени, в который они были исполнены. 
Отсюда вытекает необходимость включения в круг вопросов сферической 

и практической астрономии вопроса о в р е м е н и, е д и н и ц е в реме ни, 
сп о с о б а х и з м е р е н и я в р е м е н и. 

Измерить какую-либо величину - значит найти отношение одного зна­
чения этой величины к другому, принимаемому за единицу. Эта единица изме­
рения должна быть однородна с измеряемой величиной и по возможности по­
стоянна. Следовательно, в основу измерения времени целесообразно положить 
постоянное движение с постоянной скоростью, иначе говоря, с т р о г о р а в -
но м е р но е движение. Создать искусственно длительное и равномер­
ное движение чрезвычайно трудно, поэтому приходится искать такое движение 
в природе. Но к этому движению предъявляется еще требование, чтобы оно 
{движение) сопровождалось некоторыми явлениями, повторяющимися строго 
периодически, через определенные и постоянные отрезки времени, с тем чтобы 
каждый из них мог быть принят за единицу измерения времени. 

Вращение Земли вокруг своей оси является одним из наиболее равномер­
ных движений в природе; это движение сопровождается периодически повто­
ряющимися явлениями, доступными наблюдению человека. Естественно, что 
.это движение - вращение Земли вокруг своей оси· - было принято за основу 
для измерения времени и до самого последнего времени в течение многих сто­

летий служило единственным и окончательным исходным эталоном для устано­
вления единиц измерения и исчисления времени. Именно, п р о м е ж у т о к 
в р е м е н и, в т е ч е н и е к о т о р о г о З е м л я, в р а щ а я с ь в о -
R р у г с в о е й о с и, д е л а е т од и н о б о р о т, и п р ин и м а л с я 
.з а о с н о в н у ю е д и н и ц у в р е м е н и, н а з ы в а е м у ю с у т -
R а МИ. 

Однако в последнее десятилетие в связи с возросшей точностью измерений, 
а также результатами обработки высокоточных астрономических наблюдений 
было установлено, что вращение Земли вокруг оси не может считаться строго 
равномерным; был выявлен ряд неравномерностей во вращении нашей пла­
неты - вековых, периодических, сезонных, а также неравномерностей нерегу­
лярного, неправильного характера; последние, именно вследст:аие такого харак­

тера отступления от равномерного движения, не могут быть точно заранее 
nредвычислены или получены экстраполированием на основе ранее выполнен­

ных измерений и определений. 
Причины, вызывающие неравномерность вращения Земли, не могут счи­

таться окончательно установленными. Вековые изменения (замедление) вра­
щения Земли объясняются приливным трением, связанным с расходом энергии 
на берегах замкнутых морей. Периодические (сезонные) изменения скорости 
вращения Земли связаны с периодом года и характерными для этого периода 
природными явлениями; например, одной из причин сезонных изменений 
скорости является действие ветров и их взаимодействие с земной поверхностью; 
перераспределение масс на поверхности Земли и в атмосфере, обусловленное 
сменой времен года, также вызывает изменение скорости ее вращения. Суще­
ствует гипотеза о том, что неправильные колебания вращения Земли вызваны 
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перемещающейся в теле Земли материей. Колебания скорости вращения могут 
быть связаны с приливами в Земле, изменениями давления воздуха, циркуля­
цией воды в океанах, вертикальными движениями земной коры, таянием льдов 
и т. п.; все эти физические процессы, происходящие на Земле и в Земле, оказы­
вают то или иное влияние на скорость вращения Земли. 

У становление факта неравномерности в скорости вращения Земли вокруг 
своей оси и, следовательно, колебаний продолжительности суток не исключает 
целесообразности использования последних как единицы измерения времени. 
Приходится только считаться с отклонением их действительной продолжитель­
ности от некоторой продолжительности <<идеальных>> суток, которые соответ­
ствовали бы постоянному и равномерному движению; это возможно путем вве­
дения поправки в исчисление времени, основанным на использовании наблю­
дений продолжительности суток, т. е. периода непосредственно измеряемогоt 
фактического времени вращения Земли вокруг оси. Для наглядности укажем~ 
что вращающуюся Землю можно рассматривать как ошибочно идущие часы 
и использовать общепринятые понятия, употребляемые в жизни при измерении 
времени. Поправку времени Т, которую следует прибавить к даваемому <<Зем­
лей - часамю> времени, можно рассматривать как поправку за ход часов. 
Под ходом часов в данном случае подразумевается изменение скорости вращения 
Земли, отнесенное к какой-либо единице изменения времени - суткам, году. 
секунде и т. д. Обычно используется суточный ход Земли - часов, показыва­
ющий на сколько за 24 часа она отстает (положительный ход) или уходит вперед 
(отрицательный ход). Время, исправленное поправкой за неравномерное вра­
щение Земли, называется эфемеридным. 

Теперь остановимся на· методах и принципах измерения времени без учета 
неравномерностей в движении Земли, т. е. условно полагая, что вращение ее 
вокруг оси происходит строго равномерно. Некоторые дополнительные и более 
конкретные сведения об определении эфемеридного времени изложены далее. 

Движение всегда относительно, поэтому положенное в основу измерения 
времени движение - вращение Земли вокруг своей оси - мы должны наблю­
дать только относительно других тел - Солнца, звезд, Луны и т. п. 

В качестве точки, относительно которой определяется движение Земли 
вокруг своей оси, целесообразно выбирать такое тело или точку, движение :ко­
торых хорошо изучено как относительно светил и точек небесной сферы, так 
и относительно Земли. В настоящее время за таковые точки принимаются точна 
весеннего равноденствия и центр Солнца. Фиксируя обороты Земли вонруг 
своей оси относительно точки весеннего равноденствия или Солнца, мы полу­
чаем различные единицы измерения времени - з в е з д н ы е и с о л н е ч -
н ы е. 

Промежутки времени от принятого начала счета времени до данного ~ю­
мента, выраженные в звездных или солнечных единицах, называют соответ­

ственно з в е з д н ы м или с о л н е ч н ы м в р е м е н е м. Но следует 
твердо уяснить, что это не два каких-либо времени; время как форма существо­
вания материи едино; это лишь два различных способа, приема измерения 
времени, лишь выражение данного промежутка времени в различных единицах 

измерения и от разного начала счета времени. 

Рассмотрим несколько подробнее различные приемы измерения времени, 
методы фиксации моментов времени и связь между различными системами 
измерения и исчисления времени. 

1. Звездное врем я. За единицу звездного времени принимают 
промежуток времени, в течение которого Земля делает один полный оборот 
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вокруг своей оси относительно точки весеннего равноденствия. Эта единица· 
времени называется звездным и с уткам и. 

За начало счета звездных суток принимается момент верхней кульминации 
точки весеннего равноденствия в меридиане данного места. Следовательно, 
звездными сутками называется промежуток времени между двумя пос.ледователь­
ными верхними кульми·нациями точки весепнего равноденствия в меридиане 
даиного места. Звездные сутки подразделяются на 24 звездных часа, звездный 
час - на 60 звездных минут, звездная минута - на 60 звездных секунд. 

Промежуток времени, считаемый в данном месте наблюдения от указанного 
начала счета звездных суток и выраженный в звездных сутках, часах, минутах 
и секундах, называется м е с т н ы м з в е з д н ы м в р е м е н е м и обозна­
чается буквой s. 

В тот момент, когда точка весеннего равноденствия находи,.тся в верхней 
кульминации, т. е. в меридиане места наблюдения, часовой угол ее tr равен 
нулю; в тот же момент, являющийся началом звездных суток, имеем Qh мест­
ного звездного времени. 

В течение последующих суток часовой угол точки весеннего равноденствия 
будет равномерно изменяться от О до 360°, или в часовой мере от О до 24Ь, 
местное звездное время также будет равномерно изменяться от О до 24h. Напри­
мер, через час звездного времени после верхней кульминации точки весеннего 
равноденствия часовой угол ее будет равен 15° в угловой мере и 1ь - в часо­
вой мере. 

Следовательно, з в е з д н о е в р е м я ч и с л е н н о р а в н о ч а с о -
в о м у у г л у т о ч к и в е с е н н е г о р а в н од е н ст в и я, т. е. 

s = tr, (97.1} 

Звездные сутки в астрономии являются основной единицей измерения. 
времени. 

Так как на основании (93.5) имеем 

tr= t+a, 

то, принимая во внимание выражение (97.1), получим следующее равенство: 

(97.2) 

Момент начала звездных сутон в различных местах- 'наблюдений будет 
разным, так как этим моментом является момент прохождения точки весеннего 

равноденствия через меридиан места наблюдения. Поэтому' звездное время 
в один и тот же момент для точек, не лежащих на одном меридиане, будет: 
разное. 

Так как звездное время численно равно часовому углу точки весеннего· 
равноденствия, а разность часовых углов какого-либо светила в один и тот же 
физический момент равна разности долгот этих двух точек, то отсюда вытекает 
важное следствие: разность местных звездных времен, считаемых в один физи­
ческий момент в двух точках земной поверхности, численно равна разности. 
долгот этих двух точек, т. е. 

лл-лв = sл-sв, (97.3)1 

где лл, лв - долготы двух точек А и В, а sл и sв - местное звездное время 
в точках А и В, считаемое в один физический момент. 
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2. С о л не ч но е врем я. При измерении времени по Солнцу за точку 
на небесной сфере, относительно которой определяется промежуток времени, 
в течение которого Земля делает полный оборот вокруг своей оси, принимается 
центр Солнца. Но видимое движение Солнца существенно отличается от види­
мого движения других светил. Так как Земля вращается вокруг Солнца по ор­
бите (имеющей вид эллипса), совершая полный оборот в течение одного года, 
то положение Солнца относительно точки весеннего равноденствия непрерывно 
изменяется. Поэтому солнечные и звездные единицы времени не равны между 
собой. 

В астрономии применяются два рода солнечного времени: истинное 
и среднее. Единицами измерения времени по Солнцу являются, соответ­
ственно, и с т и н н ы е и с р е д н и е с у т к и. 

Истинными солнечными сутками называют про­
межуток времени между двумя последовательными 

в е р х н и м и к у л ь м и н а ц и я м и ц е н т р а С о л н ц а в меридиане 
данного места. Момент верхней кульминации центра Солнца называют истин­
ным полуднем. Начало счета истинного времени ведется от истинного по­
лудня. 

На основании рассуждений, аналогичных тем, которые были приведены 
в отношении звездного времени, приходим к выводу, что мерой солнечного 
времени может служить часовой угол центра видимого (истинного) Солнца t0 • 

Иначе говоря, истинное солнечное время численно равно часовому углу истин­
ного Солнца. Истинное время обозначается через t0 • Истинное солнечное время, 
отсчитанное от предшествующей полночи, обозначается через т0 ; т0 = to + 
+ 12h. 

Видимое суточное движение Солнца слагается из видимого суточного 
вращения небесной сферы и суточного перемещения Солнца, происходящего 
вследствие его видимого годичного движения, обусловленного обращением 
Земли вокруг Солнца. Но скорость движения Земли вокруг Солнца различна 
в разных местах земной орбиты, т. е. в разные времена года; видимое годичное 
движение Солнца происходит не по экватору, а по эклиптике, плоскость которой 
наклонена по отношению к плоскости экватора на угол около 23,5°. Как след­
ствие этих двух причин, скорость видимого суточного движения Солнца неоди­
накова, а следовательно, продолжительность истинных суток в различные 

времена года различна. Непостоянство продолжительности истинных суток 
делает неудобным выражение промежутков времени в единицах истинного вре­
мени вследствие непостоянства единицы измерения. 

Практически для измерения времени по Солнцу пользуются так называемым 
средним с о л не ч н ы м в реме нем. Представим себе, что по эк -
в а т о р у равномерно движется точка со скоростью, равной средней годовой 
скорости истинного Солнца; иначе говоря, эта точка, двигаясь равномерно, со­
вершает полный видимый оборот по экватору в течение одного года, т. е. в тот 
же период, что и истинное Солнце. Эту точку называют средним эк в а -
тор и аль н ы м С о л н ц ем. Среднее экваториальное Солнце вполне при­
годно для измерения времени: его воображаемое движение равномерно, а само 
.движение происходит по экватору. 

Момент верхней кульминации среднего экваториального Солнца назы­
вается с р е д н и м п о л у д н е м. 

Промежуток времени между последовательными одноименными кульми­
нациями среднего экваториального Солнца, или, иначе, между двумя смежными 
средними полуднями, называется средним и с о л не ч н ы ми с У т -

414 



к а м и. За начало средних солнечных суток принимается средняя полночь, 
иначе говоря, момент нижней кульминации среднего экваториального Солнца. 

Промежуток времени, прошедший от указанного начала счета средних 
солнечных суток и выраженный в единицах среднего времени, называется 
с р е д н и м с о л н е ч н ы м в р е м е н е м и обозначается через т. 

Численной мерой среднего солнечного времени служит часовой угол сред­
него экваториального Солнца, увеличенный на 12h, т. е. 

т = tcP. экв. О+ f 2h. (97 .4) 

Между средним и истинным временем существует зависимость, которая 
устанавливается в теоретической астрономии. Разность между истинным 
и средним временем называется уравнением времен и и обозна­
чается буквой 11 

(97 .5) 

Эта разность непостоянна и изменяется в течение года. 
Заметим, что ранее, при исчислении среднего солнечного времени, за на­

чало средних солнечных суток принимался момент среднего полудня и среднее 

время численно определялось как часовой угол t0 • Ранее среднее солнечное 
время, определяемое по (97 .4), называлось г р а ж д а н с к и м временем 
и обозначалось те 

те= tcµ, экв. 0 + 12h. (97 .6) 

Для разных точек земной поверхности, но находящихся на одном мери­
диане, звездное, истинное, среднее время в данный момент будет соответственно 
одинаково; для точек же, расположенных под различными долготами, - раз­

лично. Следовательно, в общем случае для разных точек земной поверхности 
в определенный момент мы будем иметь различное время. Поэтому время, 
определенное в данный момент в данной точке, называют м е с т н ы м в р е -
мене м - звездным, средним соответственно. Но использование местного 
времени в общегосударственной и гражданской жизни было бы крайне неудобно. 
Поставленные правильно в каком-либо пункте Земли часы оказались бы не­
верными при перемещении часов в другой пункт, причем эта неправильность. 
в показаниях часов выражалась бы в часах, минутах, секундах, т. е. в дробных 
частях суток. Для того чтобы время в различных точках земного шара отли­
чалось только на целые часы, введено так называемое по ясное врем я~ 

Для этой цели поверхность земного шара разделена меридианами на 24 пояса 
(т. е. на число часов в сутках) через 15° по долготе, причем средний меридиан 
нулевого пояса проходит через Гринвич - точку начала счета долгот. Далее 
вводится условие: в пределах каждого такого пояса считать время одинаковым, 

равным времени среднего меридиана каждого пояса. Так как в один физиче­
ский момент разность местного времени для любых двух точек равна разности 
часовых углов какого-либо светила или разности долгот этих двух точек, 
то при указанном условии часы, поставленные по поясному времени, для любой 
точки земного шара будут показывать одни и те же минуты и секунды и отли­
чаться на целое число часов, равное числу поясов, отделяющих одну точку 

от другой. Такой счет времени очень удобен и в настоящее время принят почти 
во всех странах. 

Местное время на среднем меридиане нулевого пояса (в Гринвиче) назы­
вают в с е м и р н ы м в р е м е н е м. 
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В отдельных странах стрелки часов передвигают по отношению к поясному 
времени на один или два часа вперед. Такое время принято называть декретным 
временем. 

В СССР стрелки часов передвинуты на один час вперед по отношению 
к поясному времени. Следовательно, для СССР декретное время равно по­
ясному плюс один час. 

Выше было дано понятие об эфемеридном времени, которое введено в по­
следнее десятилетие, в связи с установлением неравномерностей вращения 
Земли вокруг своей оси. Можно сказать, что эфемеридное время есть мера 
фиктивного равномерного вращения Земли. 

Выше были указаны выявленные закономерности изменения скорости 
вращения Земли: вековые, сезонные, а также нерегулярные (неправильные). 

Вековые изменения, вызванные приливными явлениями, заключаются 
в систематическом изменении вращательного движения Земли, что вызывает 
удлинение суток. Величина удлинения суток равна О,001648 в столетие. Однако 
такое малое изменение продолжительности суток оказывает значительное влия­

ние на исчисление времени. Пусть суточное изменение продолжительности 
суток равно Лt. Тогда за т суток среднее изменение их продолжительности 

u т · Лt 
выразится величинои ~ а изменение ;времени, ,соответствующее т суткам, 

·определится формулой ~ т! Лt, т. е. пропорционально квадрату числа суток. 
Принимая, приближенно, для столетия тЛt = 36 525 Лt = 0,00164s, будем 
иметь: 

~ т2 Лt = ~ m• 0,0016 = ~ 36 525, 0,0016 ~ 308 • 

Таким образом, если изменение продолжительности суток за 100 лет со­
ставляет всего 0,00164s, то изменение времени за тот же период будет равно 
около 308 • 

Отсюда следует, что малые вековые изменения продолжительности суток 
оказывают заметное и даже большое влияние на исчисление в р е м е н и, 
но в течение больших периодов. Подобным расчетом можно показать, что при 
малых промежутках времени вековые изменения суток не оказывают заметного 

влияния на исчисление времени, и ими можно во многих случаях пренебречь. 
Сезонные (периодические) изменения, вызванные, как отмечалось выше, 

природными явлениями, вызывают в равное время года ускорение и замедление 

скорости вращения, а следовательно, удлинение и укорочение продолжитель­

ности суток в пределах О,00125 -О,00155 ; вследствие этого ошибка в исчислении 
времени колеблется от +o,03s ДО -О,035 • Существуют эмпирические формулы 
для вычисления поправок за сезонную неравномерность продолжительности 

суток. При исчислении времени на сравнительно незначительные периоды се­
зонные изменения скорости вращения Земли могут оказывать заметное влияние 
и их в соответствующих случаях необходимо учитывать. Наоборот, при исчи­
слении многолетних периодов времени влияние сезонной неравномерности 
течения суток сказывается незначительно, так как ошибки исчисления времени, 
вызванные рассматриваемой причиной, в значительной мере компенсируются 
из года в год; поэтому в этом случае нередко ими можно пренебречь. Нерегуляр­
ные изменения скорости вращения Земли не имеют определенных закономер­
ностей и по своей величине характеризуются величинами порядка тысячных 
долей секунды за сутки; естественно, что если в течение некоторого периода 
эти изменения имеют один знак (что иногда и имеет место), то нерегулярные 
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изменения скорости могут оказываться весьма заметными и достигать несколь­

ких секунд и более. 
Принцип определения неравномерностей во вращении Земли вокруг оси 

и, следовательно, разностей между эфемеридным временем и временем, непо­
средственно определяемым из астрономических наблюдений, основывается 
на сравнении фактических момент о в наблюдаемых астрономических 
явлений с их эфемеридными моментами, вычисленными в предположении равно­

мерности вращательного движения нашей планеты. Если бы Земля вращалась 
равномерно, то вычисленные на основе этого эфемериды небесных светил или 
время каких-либо астрономических явлений соответствовали фактически на­
блюдаемым моментам времени. Такого совпадения между вычисленными мо­
ментами астрономических явлений и фактическими наблюдениями нет; полу­
чаемые расхождения далеко выходят за пределы допусков, объяснимых ошиб­
ками наблюдений или вычислений. Эти расхождения и являются следствием 
неравномерного вращения Земли, наличия двух шкал времени. Поправка, 
позволяющая перейти от одной шкалы времени к другой, определяется из на­
блюдений небесных светил под условием, чтобы разности между наблюденными 
и вычисленными положениями должны исключаться для взятого (уже прошед­
шего) периода времени. 

В качестве светила для наблюдений с целью определения указанной по­
правки целесообразно в первую очередь использовать Луну, как имеющую 
наибольшую скорость видимого движения. 

Местное время на меридиане Гринвича называется в с е м и р н ы м в р е -
м е н е м; оно обозначается через TU O и определяется непосредственно из астро­
номических наблюдений. 

Всемирное время, исправленное за колебание полюса, обозначается через 
TU 1 • Через TU 2 обозначается время TU 1 , исправленное за сезонную неравно­
мерность вращения Земли. Через ТЕ обозначается эфемеридное время, которое 
получается после введения поправок за неравномерность вращения Земли . 

В заключение укажем, что помимо исчисления времени, основанного на 
периоде суточного обращения Земли вокруг оси, существует физическая си­
стема времени, в которой принята единица измерения времени, основанная 
на резонансной частоте квантовых переходов атомов цезия. Эта единица изме­
рения времени называется атомной секундой, а соответствующая система вре­
мени называется <<атомным временем>> (АТ). Атомная секунда равна 9 192 631 770 
периодам излучения, соответствующих переходу между двумя сверхтонкими 

уровнями основного состояния атома - изотопа цезия с массовым числом 133 
при нулевом магнитном поле *. 

. 1 
Эта единица измерения - атомная секунда - близка к 

86 400 
части 

суток, т. е. 18 астрономического времени.· Точность хранения времени посред­
ством атомных единиц характеризуется относительной ошибкой порядка 
10-12_10-14. 

Существуют атомные часы, которые с очень высокой точностью и 
надежностью контролируют время. Высокая стабильность шкалы атом­
ного времени обеспечила его широкое использование при изучении многих 
тонких физических процессов. В геодезии при применении систем координат, 
связанных с Землей, используется время, основанное на астронош1ческих 

* См. [141, стр. 28. 
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определениях. С помощью атомных часов с большей точностью возможно опре­
деление изменений астрономичесних единиц исчисления времени, вызванных 
неравномерным вращением Земли, путем регулярных определений разпостей 
поназаний атомных часов и астрономичесного времени. 

§ 98. Сопоставление различных единиц измерения 
и систем счета времени 

1.Сравнение продолжительности звездных и 
с р е д н и х с у т о н. Если бы Земля не обращалась вонруr Солнца и по­
следнее не имело видимого годичного движения, то положение Солнца относи­
тельно звезд и точни весеннего равноденствия было бы неизменным и продол­
жительность солнечных и звездных сутон была одинанова. Но вследствие 
обращения Земли вонруr Солнца (а отсюда и видимого годичного движения 
Солнца) звездные сутни нороче средних приблизительно на четыре минуты. 
Поясним это. Допустим, что в наной-либо момент точна весеннего равноден­
ствия и среднее энваториальное Солнце нульминируют одновременно *; в этот 
день звездные и средние сутни начнутся одновременно. После того нан небесная 
сфера сделает полный оборот относительно точю1 весеннего равноденствия, 
последняя снова придет на меридиан и занончатся одни зиездные сутни. Но 
Солнце вследствие своего годичного движения отойдет н востоку от точни весен­
него равноденствия на неноторую небольшую дугу (приблизительно на 1 °), 
и поэтому момент верхней нульминации Солнца наступит неснольно позже, 
т. е. продолжител:вность солнечных сутон будет неснольно больше, чем 
звездных. 

В наждые из последующих сутон Солнце постепенно будет отходить от 
точни весеннего равноденствия все дальше и дальше. Через год Солнце, совер­
шив полный видимый оборот вон руг Земли, вновь будет одновременно с точкой 
весеннего равноденствия находиться на меридиане (в верхней нульминации); 
это значит, что Солнце отстало в течение года от точни весеннего равноденствия 
на один полный оборот, т. е. оно в течение года пройдет через меридиан на один 
раз меньше, чем точна весеннего равноденствия. 

Отсюда следует, что в году число средних сутон на единицу меньше, чем 
звездных. 

Из многочисленных наблюдений установлено, что год равняется 365,2422 
средних сутон, или 366,2422 звездных суток**. Так что если 365,2422 средних 
суток = 366, 2422 звездных сут он, то 

1 средние сутни = ( 1 + 
365

,1
422

) звездных сутон, 
или 

1 средние сутни = (1 + µ) звездных сутон, 
где 

1 
µ = 365,2422 = 0,00274. 

Иначе: 
24h средних = 24h звездных + 24hµ звездных, 

* Это бывает в день весеннего равноденствия 21 марта. 
** Имеется в виду так называемый тропический год - промежуток времени между 

двумя последовательными прохождениями Солнца через точку весеннего равноденствия· 
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или 

24h средних = 24h3m56,5554 5 звездных. 
1 h среднего времени = 1 h0m9 ,8565 звездного времени. 
Пусть дан промежуток времени, содержащий п средних единиц времени, 

который обозначим через пс; требуется выразить этот промежуток в звездных 
единицах времени. 

Так как, на основании предыдущего, одна единица среднего времени равна 
1 + µ единиц звездного времени, то для пс единиц среднего времени :имеем 
пс (1 + µ) звездных единиц времени. Отсюда получаем ns = пс (1 + µ) единиц 
звездного времени. 

Очевидно, n 5 будет измерять в звездных единицах промежуток времени, 
соответствующий пс средних единиц. 

Если промежуток времени отсчитан от О среднего солнечного времени, 
то величина пс будет равняться моменту этого временит; промежуток времени, 
истекший от средней полуночи до данного времени т, в единицах звездного 
времени выразится так: 

ns = те (1 + µ) *. (98.1) 

Таким же путем получаем формулы для перевода числа звездных единиц 
времени, измеряющего данный промежуток времени, в число средних единиц 
для того же промежутка времени. Взяв за исходное равенство: 366,2422 звезд­
ных суток = 365,2422 средних суток, находим: 1 зв,ездные сутки = (1 - v) 
средних суток, 

где 

1 
V = 

366
,
2422 

= 0,00273 = 3m 55, 90958 • 

Иначе говоря, звездные сутки короче средних на Зm55,90958 • Вообще же 
1. звездная единица равна (1 - v) средних единиц. 

Для некоторого промежутка времени, содержащего ns звездных единиц, 
будем иметь 

пс= ns (1- v) средних единиц. (98.2) 

Очевидно, в этом случае пс представляет собой число единиц среднего 
времени, измеряющее промежуток времени в n5 единиц звездного времени. 

Формулы (98.1) и (98.2) перепишем так: 

ns = пс+ псµ 1. 
пс - ns-nsv f (98.3) 

Величина псµ называется р е д у к ц и е й для перехода от измерения 
данного промежутка времени в средних единицах к измерению того же про­

межутка времени в звездных единицах; величина n
5
v также называется р е -

д у к ц и е й, но для обратного перехода. 
Для вычисления указанных редукций существуют табЛiир;ы, помещаемые 

в Астрономическом ежегоднике, наставлениях и других пособиях по астрономии. 

* Иногда указанный промежуток времени в звездных единицах обозначают через s, 
тогда последняя формула принимает следующий вид: 

s = те (1 + µ). 
Однако при таком обозначении следует помнить, что s не есть звездное время: это промежуток 
времени, соответствующий пс или те единицам среднего времени, но выраженный в звездных 
единицах. 
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2. П е р е х о д о т м е с т н о г о с р е д н е г о с о л н е ч н о г о в р е -
м е ни к звездном у и обратно. Задача занлючается в определении 
момента звездного времени s, соответствующего местному среднему временит, 
для определенной даты (года, месяца, дня); тан нан местное время для точек 
земной поверхности, имеющих разные долготы, различно, то для решения 
поставленной задачи должна быть известна долгота данного места. Таним 
образом, исходными данными являются: дата, среднее время т и долгота л 
данной точки Земли. Задача решается в следующем порядке: 

а) рассматривая т как промежуток времени от момента средней полуночи 
до момента т, данный в единицах среднего времени, выражаем этот nромежуто:к 
времени в звездных единицах n5 по известной формуле: 

n5 = т+тµ; (98.4) 

б) вычисляем звездное время s0 для момента средней местной полуночи. 
В Астрономических ежегодниках приводится звездное время s0 в среднюю 

полночь для нулевого меридиана (меридиана Гринвича). 
Средней полуночью является момент нижней кульминации среднего эква­

ториального Солнца; в этот момент tcp. экв. 0 = 12h. Поэтому на основании 
общей формулы 

для :момента средней полуночи в Гринвиче получим 

S =- аГрин. + 12h. 
0 ер, ЭRВ. 0 ( 98 .fS )· 

Таким же образом для момента s0 средней полуночи в другой точке А, 
расположенной на другом меридиане, будем иметь 

(g8,6) 

Если эта другая точка находится з а n а д н е е Гринвича, то средняя 
полночь в ней наступит n о з д н е е, чем наступила средняя полночь в Грин­
виче, на число часов, минут и секунд, равное долготе л этой точки. 

Но, как мы видели выше (см. § 97), среднее экваториальное Солнце вслед­
ствие годичного движения изменяет свое положение относительно точки весен­

него равноденствия, совершая перемещение от нее к востоку по экватору в сутки 

на (24µ)h. Поэтому и прямое восхождение среднего экваториального Солнца, 
отсчитываемое от точки весеннего равноденствия, изменится, т. е. увеличится 

24µ 
за сутки на (24µ)h и за час - на 24 = µh. 

Так как момент средней полуночи наступит в точке А позднее момента 
средней полуночи в Гринвиче на л часов, то за этот промежуток времени прямое 
восхо:ждение среднего экваториального Солнца увеличится на µ.h/1,, т. е. будем 
иметь 

аА = аl"рин. + µл,. 
ер. энв. О ер. энв. О 

(98. 7) 

Образуя разность между (98.5) и (98.6) и принимая во внимание (98.7), получим 

So-So=µ)\.,, 
или 

(98.8) 
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Если точка А располагается восточнее Гринвича, то момент средней полу­
ночи наступит в этой точке ранее момента средней полуночи в Гринвиче; в этом 
случае будем иметь: 

аА = аГрин. _ µл, 
ер. энв. О ер. энв. О 

и 

(98.9) 

в) знал :местное звездное время в среднюю полночь s0 и промежуток вре­
мени в звездных единицах, прошедший от средней полуночи до момента, задан­
ного средним временем т, легко находим звездное время для этого момента 

времени 

s = s0 + m+ тµ. (98.10) 

Обратная задача, т. е. вычисление момента среднего времени т по задан­
ному моменту звездного времени, решается в следующем порядке: 

а) находим промежуток времени от звездного времени в местную среднюю 
полночь s0 до звездного времени в заданный момент, т. е. s - s0; 

б) выражаем этот промежуток звездного времени в единицах среднего 
времени, в результате чего и получаем искомое среднее время т: 

т = (s - s0)-(s- s0 ) v. (98.11) 

При этом s0 находится по формулам (98.8) и (98.9). 
3. Переход от среднего времен и R истинном у в ре -

м е н и и о б р а т н о. Переход вьшолнлетсл по формулам 

t0 = m+ YJ ± 12ь ) 
m~to-YJ±12h. (98.12) 

В Астрономическом ежегоднике приводится уравнение времени +12h, т. е. 

(98.13) 

где YJ O - уравнение времени в Гринвичскую полночь. 
Обозначал через Е* интерполированное значение величины Е на момент 

наблюдений и на местный меридиан, формулу (98.12) перепишем:: 

t0 = т+Е*. (98.14) 

Специальный метод интерполирования с часовыми изменениями величины Е 
излагается в следующем параграфе. . 

Связь между временем средним и поясным, поясным и декретным вытекает 
из их определений и особых пояснений не требует. 

§ 99. Интерполирование с часовыми изменениями. 
Примеры на интерполирование 

и переход от одной системы счета времени к другой 

Необходимые для обработки астрономических наблюдений величины -
координаты Солнца, часовой угол Солнца на меридиане Гринвича в 0h все­
мирного времени и др. - даются в Астрономическом ежегоднике; аргументами 
этих величин является время, приводимое в ежегоднике через одинаковые 

интервалы. :Каждому моменту времени соответствует значение одной из упомя­
нутых выше астрономических величин. Но изменение этих величин как функций 
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времени происходит нелинейно и достаточно быстро, поэтому простое или линей­
ное их интерполирование применяться на может. При нахождении значений 
указанных величин из Астрономического ежегодника применяется и н т е р -
пол и ров ан и е с час о вы ми изменен и ям и. 

Часовым изменением v функции f (t) называют изменение этой функции 
в данный момент, отнесенное к промежутку времени, равному одному часу. 

Пусть дано: 
момент времени t0 , значение функции f (t0), часовое изменен;ие v0 , 

>> >> t 1, >> >> f ( t 1) , >> >> V 1 • 
Требуется определить значение функции f ( t) для момента, промежуточного 
между t 0 и t 1 , пользуясь часовыми изменениями v0 и v 1 • 

Промежуток времени h, на который надлежит интерполировать данную 
функцию, равен: 

Напишем: 
h = (t-t0)h. 

f(t) = f (t 0)+vh, 

(99.1) 

(99.2) 

где под v следует понимать часовое изменение, соответствующее средней ско­
рости изменения функции в промежутке времени (t - t 0). С точностью, доста­
точной при вычислении астрономических наблюдений, производимых в гео­
дезических целях, можно положить, что величины v изменяются между двумя 
смежными моментами линейно. Следовательно, среднее часовое изменение 
для интервала ( t - t 0) будет равно 

(99.3) 

где vt - часовое изменение функции для момента t. Для определения vt вос­
пользуемся правилом простого интерполирования. 

В Астрономическом ежегоднике интервалом времени между двумя смеж­
ными аргументами являются сутки, т. е. 

Дата 

Янв. 10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
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Дни 
недели 

Пн. 
Вт. 
Ср. 
Чт. 
Пт. 
Сб. 
Вс. 
Пн. 
Вт. 
Ср. 

видиl\;ое прямое 

восхождение 

19 2134,69 
19 25 55,94 
193016,65 
19 34 36,78 
19 38 56,32 
19 4315,23 
19 47 33,50 
19 51 51.10 
19 56 08,00 
20 00 24,19 

t1 -t0 = 24h. 

видимое 

снлонение 

-22 0714,0 
215832,2 
2149 24,7 
21 39 51,6 
212953,2 

-2119 29,9 
210841,9 
20 57 29,6 
20 45 53,3 
20 33 53,3 

часовое 

изменение 

+21,20 
22,28 
23,35 
24,41 
25,45 

+26,49 
27,51 
28,51 
29,51 
30,49 

оЬ эфемеридного 

ВИДИМЫЙ 
радиус 

16 '17,45 
1617,41 
1617,37 
1617,32 
1617,27 
1617,21 
1617,15 
1617,09 
1617,02 
16 16,95 



Обозначим через D = v 1 - v0 разность часового изменения. Применяя 
правило простого интерполирования, получим 

D 
v1 = v0+ 24 h. (99.4) 

На основании формул (99 .3) и (99 .4) имеем 

v =; (v 0 +vt)=; (v 0 +v0+ ~ h), 
или 

D 
V = Vo + 4S h. (99.5) 

Теперь исномое значение фуннции f (t) определится по формуле (99.2). 
Формулы (99.1), (99.2), (99.5) решают задачу. 

Приведем решение задач с числовыми данными на интерполирование с часо­
выми изменениями и на переход от одной системы счета времени к другой. 

Для нахождения численных значений неноторых величин, помещаемых 
в Астрономичесних ежегоднинах, в табл. 21 приводится выдержка из таблиц 
<<Солнце>> АЕ за 1972 г. 

3 а д а ч а 1. Определение с1шонения Солнца для момента московского 
среднего времени т = 14ь25m37,24s, 15 января 1972 r. Долгота Москвы').,= 
= 2ь3om39,6os (табл. 22). 

Сделаем предварительное замечание. Склонение Солнца в один и тот же 
физический момент для всех точек Земли одинаково. Время же (одноименное) 
в один и тот же момент для точек, расположенных на разных меридианах, как 

было показано выше, различается па величину, численно равную разности дол­
гот этих точек. В Астрономическом ежегоднике все данные приведены для мери­
диана Гринвича. В момент московсноrо среднего времени т = 14ь25m37 ,248 

на меридиане Гринвича среднее время будет т - ').,, т .. е. 14ь2m37,24s -
- 2hЗ()Dl39,608 = 11ь54m51,648 • Следовательно, определение склонения Солнца 
для 14h25m37,24s московсного среднего времени сводится R определению скло­
нения Солнца для 11 h54m57 ,648 гринвичского среднего времени. В АЕ приве­
дено склонение Солнца для оь гринвичского эфемеридного времени, т. е. задача 
заключается в интерполировании склонения Солнца па 11Ъ54m57 ,648 указан­
ной даты. Обычно пЕ>реход от местного времени к соответствующему моменту 

Таблица 2 

времени Звездное времл oh всемирного времени 

уравнение времени 
часовое нутация в прямом 

ист. - среди. истинное среднее 

+12h 
изменение восхождении 

О,00015 

115255,66 -1,040 7 14 30,351 29,4750 +8888-132 
115230,97 1,018 7 18 26,908 26,0304 +8917-143 
115206,82 0,994 7 22 23,467 22,5857 +8945-130 
11 5143,25 0,970 7 26 20,029 19,1411 +8973- 95 
11 5120,27 0,944 73016,592 15,6964 +9000- 44 
115057.93 0,918 7 3413,156 12,2518 +9026+ 14 
1150 36,22 0,891 7 38 09,719 08,8072 +9052+ 67 
115015,18 0,862 7 42 06,280 05,3625 +9077+103 
114954,84 0.833 7 46 02,839 01,9179 +9101+111 
1149 35,20 0,803 7 49 59,394 58,4733 +9124+ 89 
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Таблица 22 

Элементы 
Вычисления 

1 
Примечания 

Элементы 
Вычисления 

1 
Примечания формул формул 
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бо ·-21°19'29,9" * * Выпис.ывается т 14h25m37,2s 
hv + 518,6 из АЕ по apry- 'А, 2 30 39,6 
б -211411,3 менту 15 января 

т-'А 115457,6 1972 г. (табл. 21) 
h 11,916h 

V1 +27,51" ** ** Выбираются 
Vo +26,49 ** из АЕ по аргу-

D +1,02 ментам 16 и 15 

D 
января 1972 г. 

7;sh +О,25 

V +26,74 

гринвичского времени выполняется при интерполировании в общей схеме вы­
числений, что и сделано в приводимом ниже примере (верхние три строчки 
правого столбца). 

Согласно формуле (99.2) искомое склонение Солнца 

о= 00 +hv, 
где для данного примера б O - склонение Солнца 15 января в Oh на меридиане 
Гринвича; h, согласно сделанному выше замечанию, вычисляется из выражения 

h = (т-л)h; 
v - часовое изменение, вычисляемое по формуле (99.5). 

3 а д а ч а 2. Переход от декретного времени к местному среднему. Дано 
московское декретное время D = 14ь54m57,648 ; определить соответствующее 
этому моменту местное (московское) среднее солнечное время т. 

1. Первоначально определим соответствующее данному моменту поясное 
время; оно, кан было указано выше, отличается в СССР на один час. Следова­
тельно, поясное время будет 

14h 54m 57,648 - 1h = 13h 54m 57,648 • 

2. Далее, для того же момента переходим к гринвичскому времени, имея 
в виду, что разность поясных времен Гринвича и Москвы отличается на 2 часа 
(Мuсква расположена во втором поясе). Будем иметь поясное гринвичское время: 

13h 54m 57,648 - 2h = 11h 54m 57,648• 

3. После этого переходим от гринвичского времени к местному (москов­
скому) среднему солнечному времени для того же момента, пользуясь соотно­
шением, что разность одноименных времен численно равна разности долгот этих 

двух пунктов. 

Гринвичское поясное время (оно же местное для Гринвича) 11h54m57 645 

разность долгот Москва - Гринвич . . . . . . . . . . 2 20 39;60 
московское среднее время . . . . . . . . . . . . . . . 14 25 37,24 

3 а д а ч а 3. Переход от среднего времени т к звездному s. 
Возьмем полученное выше московское время т = 14ь25m37 ,248 15 января 

1972 года. Найдем соответствующее этому моменту времени звездное время s. 
Разность долгот Москва - Гринвич по-прежнему примем равной 2ь3оm39,608• 

Согласно формулам (98.9) и (98.10), искомое время s выразится: 

s =- s0 + т+ тµ, 
!:.()=S0 -лµ, 



где s - звездное время в местную (московскую) гражданскую полночь; 
S O - звездное время в полночь на меридиане Гринвича выбирается 

из таблиц Солнца АЕ; 
т + тµ - промежуток от Oh до т среднего местного времени, выраженный 

в единицах звездного времени. Величины тµ и АфL выбираются 
из таблиц перевода единиц среднего времени в единицы звездного 
времени. 

').., µ').., 

So 7h34m13,16s 2h3om39 ,608 om245 

лµ 24,75 2 26 05,8 

So 7h33m48,418 4mз3,88 0,75 

om24,758 

т µт 

So 7h33m48,418 14h25mз7,248 

т 14 25 37,24 1424 24,4 2m228 

тµ 2 22,20 1m12,848 0,20 

s 22h01 m47,858 2m22,208 

3 ад а ч а 4 (обратная задаче 3). Переход от звездного местного вре­
мени s к среднему солнечному времени т. 

Дано московское звездное время s = 22ьо1m10,558 15 января 1972 г. 
Найти соответствующее данному моменту звездного времени среднее солнечное 
время т. 

Искомое местное среднее солнечное время определится по формуле (98.11), 
т. е. 

те= (s-s0)-(s-s0)v. 
Звездное время в местную полночь s0 вычисляется так же, как и в пре­

дыдущей задаче: 

So = Sо-лµ. 
Величина (s - s0 ) у выбирается из таблиц перевода единиц звездного вре­

мени в единицы среднего времени. 

').., л,µ. 

So 7h34mf3,168 2h3om39,608 om24s 

лµ 24,75 2 26 5,8 

so 7h33m4s,418 4m33,808 0,75 

om24,758 

s 22h01m47,858 s-so (s-s0 ) v 
So 7 3348,41 14h27m59,4s 

s-so 14 27 59,44 1426 46,4 2m228 

(s-s0 ) v -2 22,20 1m13,os 

т 14h25m37,248 113,2 0,20 

1 
2m22.208 
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3 а д а ч а 5. Переход от местного среднего солнечного времени к истин­
ному. 

Дано московское время т = 14ь25m37,24s 15 января 1972 r. Найти соот­
ветствующее данному моменту среднему времени истинное время t0 . Долгота 

Москвы 'J.. = 2ь3оmз9,601• Согласно формуле (98.12), 

t0 =- т+ У\± 12h. 

Уравнение времени, соответствующее моменту местного среднего времени 
то вычислится: 

Y\=rto+hv, 

где 'YJo - уравнение времени 15 января 1972 r. в Qh гринвичского времени; 
h - промежуток интерполирования, численно равный среднему времени 

на меридиане Гринвича в момент т; 
v - среднее часовое изменение, вычисляемое по формуле 

(v1-vo) h Dh 
v = Ve + 48 = v O + 48 

Заменим в формуле (98.12) 't'} через 't'lo + h v; получим 

t0 = т+ У\о ± 12h+ hv. 

Величина rio ± 12h выбирается из таблиц Солнца АЕ (табл. 21). 
Тогда для вычислений формула (98.12) примет вид 

t0=m+т;+hv. 

Значения v0 и v1 - часовые изменения величины тJ, выбираются из 
Астрономического ежегодника на 15 и 16 января соответственно 

т 14h25mз7,248 
т 14h25m37s V1 -0,8f)18 

то 
0 115057,93 'А 2 ~() 40 Vo -0,918 

hv - 10,86 h 11h54m57S D +о,027 8 

t0 2h16m24,318 (h)h 11,916h 
Dh 
48 +О,007 

V -0,911 

Зад а ч а 6 (обратная задаче 5). Переход от истинного времени к сред­
нему времени в данном месте. 

Дано московское истинное время t0 = 2ь1вm25,34s 15 января 1972 r. 
Найти соответствующее этому моменту истинного времени среднее время т. Дол­
гота Москвы 'А= 2ь3om39,6Q5 • 

Из предыдущей формулы легко получаем выражение для вычисления т 

Для вычисления h надлежит предварительно получить приближенное зна­
чение среднего времени по формуле 

т' = t0 -Т~-'л, 



тогда 

h = т'-л = tо-т;-л. 

to 2h16m24,31 8 to 2h15m25s V1 -0,891 8 

то 
о 

-1150 57 93 то 
о 115058 Vo -0,918 

hv + 10,86 л 2 3040 D +О,0278 

т 14h25m37,248 h 11h54m47s 
Dh 
48 +О,007 

(h)h 11,913h V -0,907 



Г .11 а в а XVI 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ АСТРОНОМИЧЕСКИХ КООРДИНАТ 

§ 100. Общие сведения об астрономических методах 
определения широт и долгот пунктов 

и азимутов направлений 

Целью астрономичесних наблюдений на пуннтах триангуляции является 
определение астрономичесних широт и долгот пуннтов и азимутов направлений. 

Астрономичесние наблюдения в общем случае занлючаются в измерении зенит­
ных расстояний светил, измерении соответствующих горизонтальных углов 
и финсации моментов времени этих измерений по часам. Следовательно, в рас­
поряжении астронома, производящего астрономичесние наблюдения, должны 
быть универсальный угломерный инструмент соответствующей точности и часы. 

Устройство универсального инструмента, работа с ним и точность измере­
ния углов при помощи его подробно разобраны в соответствующих разделах 
нурса высшей геодезии. 

Относительно часов следует отметить следующее: в точных полевых астро­
номичесних наблюдениях время должно финсироваться до десятых долей се­
нунды. Вследствие несовершенства изготовления и регулировни часов поназа­
ния последних не совпадают с действительным временем, поэтому астроному 
всегда необходимо знать поправ к у часов. Величина поправки зависит от 
степени точности начальной установки и хода часов. Вследствие хода поправна 
непрерывно изменяется; степень постоянства хода является харантеристиной 
1шчества часов. Часы бывают звездные, идущие по звездному времени, 
и средние, идущие по среднему времени. 

Если, например Т - поназание звездных часов, и - их поправна для дан­
ного момента, s - звездное время, то 

s =?+и. (100.1) 

Аналогичное выражение будет и для среднего времени. Если поправна 
часов не известна, то она должна быть определена из астрономических наблю­
дений. 

В настоящее время существуют различные способы астрономических опре­
делений широт и долгот пуннтов и азимутов направлений; основные идеи наи­
более употребительных из них будут рассмотрены ниже. 

В настоящем параграфе изложим идею уназанных определений при помощи 
измерения зенитных расстояний светил. Этот способ, достаточно общий и про­
стой, хорошо иллюстрирует принцип и метод астрономичесних определений 
географичесних ноординат точен и азимутов направлений на поверхности 
:Земли. 

Возьмем параллантичесний треугольнин PZa (см. рис. 172). Зенитное 
расстояние светила а измерено для момента Т, зафинсированного по часам. 
Из Астрономического ежегодника выбираем для момента наблюдений 
Rоординаты светила а, и б. Из наблюдений известны z и Т. Но эти данные пона 
определяют только две стороны треугольнина: Ра = 90° - б и Za = z. Для 
того чтобы получить третий элемент, необходимый для решения треугольника, 
заранее определяют или поправну часов, или широту места наблюдений. Раз­
берем эти два случая. 

а. В качестве третьего элемента известна поправна часов и. Тогда 

s=T+и=a+t, (100.2) 
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()ткуда находим третий элемент треугольника - часовой угол t: 

t = Т + и--а. (100.3) 

Решая параллактический треугольник, находим сторону PZ = 90° - <р 
и угол ( 180° - а), откуда определяем широту точки наблюдений <р и азимута а 
~ветила. Если в момент наблюдений измерен горизонтальный угол С между 
~ветилом о и земным предметом М, то легко находим азимут земного предмета 
(отсчитываемый от точки юга): 

ам=а±С. 

Азимут, отсчитываемый от точки севера, найдется по формуле 

Ам = ам ± 180'. 

Долгота пункта относительно Гринвьча определится на основании фор­
мулы (97 .3): 

л = s-S, 

где s - местное звездное время в данный момент, а S - звездное время в Грин­
виче в тот же момент. 

Таким образом, для вывода долготы пункта необходимо знать местное 
время (звездное или среднее - безразлично) в о п р е д е л е н и ы й м о -
мент. 

б. Если вместо поправки часов в качестве третьего элемента треугольника 
дана широта, а следовательно, и сторона PZ = 90° - <р, то, решая параллак­
тический треуголнник, находим азимут светила, а также и часовой угол t. 
Тогда из (100.2) вычисляем 

и звездное время 

и=а+t-Т, 

s = т+и. 

( 100.4) 

(100.5) 

Ясно, что из наблюдений Солнца будет получено истинное время. Рассу­
ждения и формулы для астрономических определений по Солнцу аналогичны 
предыдущим. При решении треугольника будет получен часовой угол истинного 
Солнца t0 . Из Астрономического ежегодника интерполируется величина Т 0; 
поправка среднего хронометра относительно среднего солнечного времени 

вычислится на основании формулы 

(100.6) 

следовательно, 

(100.7) 

Остановимся на особенностях измерений зенитных расстояний и горизон­
тальных направлений при астрономических наблюдениях и на методах отсчета 
по часам. 

При измерении зенитных расстояний светил нельзя выводить место зенита 
из наблюдений светила при круге право и круге лево вследствие непостоянства 
положения светила. Поэтому при измерении зенитных расстояний светил место 
зенита должно быть определено заранее из наблюдений на постоянный земной 
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предмет. Формулы дл.я вычисления места зенита и зенитного расстояния сле­
дующие*: 

MZ = L+R + 180° 
2 - ' 

z=MZ-R=L-MZ. 

(100.8) 

(100.9) 

В формулы для z значение MZ входит с разными знаками, в зависимости 
от наблюдений при круге право или круге лево, поэтому для исключения ошибки 
в выводе зенитных расстояний, которая появляется вследствие неточного зна­
ния MZ, необходимо наблюдения выполнять при обоих кругах. 

В большинстве методов астрономических определений наблюдению светила 
при помощи универсала должен сопутствовать отсчет по часам с возможно 

/ большей точностью. При астрономических оп-
/ Путь ределениях применяются метод наведения и 

В / зОезоы метод прохождения. При методе наведения / *:: 5 наблюдатель, считая про себя секундные-
/{ /fоризонтальная удары часов, окончательно наводит бис-

А / нить сектор или нить трубы в момент, совпадающий 
/ *43 5 с одним из секундных ударов часов. Окон-

/ чательное наведение можно делать как при 

/ помощи наводящих микрометренных винтов, 
Рис. 174 так и при помощи окулярного микрометра (в 

точных работах). При методе прохождения 
для измерения зенитных расстояний наводят 

трубу на звезду таким образом, чтобы звезда, двигаясь в поле зрения, пере­
секла горизонтальную нить вблизи вертикальной нити; затем берут показание 
часов и продолжают слушать их удары, считая секунды .. При этом, 
наблюдая движение звезды в трубе, фиксируют в уме положение звезды относи­
тельно горизонтальной нити в моменты секундных ударов: удар, предшеству­
ющий прохождению звезды через нить (точка А на рис.174), и удар, следующий 
после прохождения через нить (точка В). Оценивая на глав отношение отрезков 
между первым фиксированным в уме положением звезды (перед прохождением 
через нить) и горизонтальной нитью (т. е. АС) и между положениями звезды 
в два указанных момента, фиксированных по часам (т. е. АВ), получают 
десятые доли секунды отсчета по часам, соответствующего прохождению 

звезды через горизонтальную нить. После этого немедленно делают отсчеты 
по уровню и по вертикальному кругу. 

Для случая, изображенного на рис. 17 4, момент наблюдений будет: 

438 + АС - 438+ О 38 -43 38 
лв- ' - , . 

У опытного наблюдателя случайная ошибка при таком методе отсчета 
бывает порядка 0,1 8 ; она уменьшается при многократных наблюдениях. Но, 
кроме случайной ошибки наблюдений, действует систематическая, постоянная 
ошибка, причем величина этой ошибки у разных наблюдателей оказывается 

1 
* Эти формулы справедливы для инструмента, у кото1юrо алидада неподвижна, вер-

тикальный круг вращается вместе с трубой и деления возрастают по ходу часовой стрелки. 
При другом устройстве инструмента (что встречается в старых инструментах) формулы 
будут другие, поэтому перед наблюдениями надо установить правильные формулы для вычис­
ления MZ и одновременно формулу для поправки за уровень. 
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различной. Эта ошибка главным образом определяет действительную точность 
результатов астрономических наблюдений *. 

В настоящее время в точных работах для регистрации моментов прохождения 
.звезд через нити трубы применяются хронографы, позволяющие механизиро­
вать процесс наблюдений. Хронограф позволяет при помощи электромагнит­
ного приспособления записывать на движущейся бумажной ленте моменты 
nолусекундных уда ров контактного хронометра и моменты прохождения звезды 

через нить; последующие отсчеты сводятся к соответствующим измерениям 

хронографической ленты. 
Непосредс'l'венно измеренные зенитные расстояния светил еще непригодны 

.для использования при вычислении искомых географических координат точек 
земной поверхности; они должны быть предварительно исправлены рядом 
11оправок. 

1. П о п р а в к а ~ а п а р а л л а к с пред­
,ставляет собой поправку за приведение наблюдений, 
исполненных с земной поверхности, к центру Земли. 
При наблюдении звезд вследствие малости радиуса 
Земли по сравнению с расстояниями до звезд этой 

· поправкой можно пренебречь, но при наблюдениях 
· Солнца ее необходимо учитывать. 

На рис. 175 MZ - направление на точку Z из 
-точки М поверхности Земли; z' = L ZM S - зенит­
ное расстояние на Солнце S, измеренное из точ­
ки М; z = ZOS - зенитное расстояние, если бы оно 
было измерено из центра Земли. Это зенитное рас­

z 

Рис. 175 

,стояние называют г е о ц е н т р и ч е с к и м. Из рис. 175 имеем: 

Z =Z'-p, 

s 

(100.10) 

rде р - угол, под которым усматривается радиус Земли с Солнца; этот угол 
и представляет собой поправку за параллакс. Из треугольника MSO имеем 

sin р sin z'· 
-R-=-D-, (100.11) 

· rде D - расстояние от Земли до Солнца, а R - радиус Земли. 
Из (100.11) получим 

р" = ~ р" sin z1
• 

Обозначив 
,. R " 
Ро=п Р, 

получим окончательно 
п ,, • ' 

р =p0 sшz. (100.12) 

Величина р0 называется г о р и з о н т н ы м п а р а л л а к с о м; он соот­
ветствует положению светила в горизонте, т. е. когда z, = 90° и sin z' = 1. 
Значение Р"о дается в Астрономическом ежегоднике; в разное время года это 
.значение колеблется от 8,66" до 8,95 ". Рассмотренный параллакс называется 
с у т о ч н ы м, так как зависит от вращения Земли вокруг оси, соверша­
ющегося в течение суток. 

* Подробнее об этой ошибке изложено в § 104. 
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Г од и ч н ы м пар ал л а It с ом называют угол, под которым усматри­
вается со звезды радиус земной орбиты; учитывать годичный параллакс при­
ходится только при наблюдении некоторых ближайших :к Земле звезд; для 
ближайшей из них (сх Centauri} он равняется 0,76". 

2. Поправ :к а за реф р а :к ц и ю. Явление рефракции, и в частности 
вертикальной рефракции, известно из разделов :курса высшей геодезии. Однако 
влияние рефракции при измерении зенитных расстояний небесных светил иное, 
чем в геодезическом и точном нивелировании; поэтому явление рефракции 
при астрономических наблюдениях называется а с т р о н о м и ч е с к о й 
р е ф р а :к ц и е й. Влияние астрономической рефракции определяется усло­
виями, при которых визирный луч проходит через всю толщу атмосферы, при­
чем зенитное расстояние этого луча, а следовательно, и угол, под :которым он 

пересекает слои атмосферы, окружающие Землю, может иметь значения от О 
ДО 70-80°. 

Не приводя теории астрономической рефракции, которая сравнительно 
еложна, укажем практический путь ее учета. По соответствующим формулам, 
:которые выводятся в теории рефракции, составляют таблицы, в :которых дается 
значение поправки за рефракцию при некоторых средних значениях темпера­
туры t O и давлении атмосферы Ь O через определенные интервалы измеренного 
зенитного расстояния z'. Значения поправок, выбираемых из таких таблиц, 
называются средней реф р а :к ц и ей и обозначаются через р 0 • Зна­
чение поправки при данных давлении- Ь и температуре t называют и с т и н -
ной рефракцией и обозначают через р. Формула для р имеет следу­
ющий вид: 

Р=Ро+ Ро (А+ В), (100.13) 

где р 0 выбирается из таблиц по аргументу z', а :коэффициенты А и В - по 
аргументам Ь и t. Второй член правой части уравнения (100.13} представляет 
собой поправку за несовпадение давления и температуры, имевших место при 
наблюдениях, со значениями этих величин, принятыми при составлении таблиц 
для средней рефракции Ро· 

Таблицы рефракции помещены в <<Таблицах для астрономических вычис­
лений>>*. 

Для приближенных подсчетов средней рефракции р при z ~_45° можно 
пользоваться приближенной формулой 

р" = 58"~tg:z', (100.14) 

Из последней ф0,р"Мулы видно, что рефракция увеличивается с увеличением 
зенитного расстояния наблюдаемого светила. 

При z = 90°, т. е. в горизонте, рефракция, вычисленная по более точной 
формуле, чем (100.14}, достигает 35' и определяется недостаточно точно; поэтому 
следует избегать измерений зенитных расстояний светил, превосходящих 
70-75°. 

3. Поправ :к а за рад и у с С о л н ц а. При наблюдениях Солнца 
более точный результат получается, :когда наводят на края Солнца - верхний 
или нижний (при измерении зенитных расстояний} и на левый или правый 
(при азимутальных определениях}. Для приведения наблюденных зенитных 
расстояний :к центру Солнца вводится с соответствующим знаком поправка. Rэ, 
равная углу, под :которым усматривается с Земли радиус Солнца. 

* Труды ЦНИИГАиR, вып. 30, и.пп Астрономический ежегодник. 
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Таким образом, окончательное значение зенитного расстояния z, которое 
в дальнейшем используется при обработке наблюдений, по формулам практи­
ческой астрономии с учетом всех поправок вычисляется: при наблюдении звезд 

при наблюдении Солнца 
z =Z' + Р, 

z=z~+p-p±Rc, 

(100.15) 

(100.16) 

где z' - непосредственно измеренное значение зенитного расстояния, испра­
вленное инструментальными поправками; 

р - поправка за рефракцию; 
р - поправка за параллакс; 

· Rc - поправка sa радиус Солнца (sa приведение наблюдений R центру 
Солнца). 

При определениях азимутов посредством наблюдений звезд никаких по­
правок, кроме инструментальных, в измеренные значения направлений не 
вводят; при наблюдениях Солнца вводится поправка за радиус Солнца по фор­
муле (104.15). 

4. П о n р а в R а з а а б е р р а ц и ю. В вычислении координат точен 
земной поверхности из астрономических наблюдений, кроме измеряемых 
величин, участвуют координаты звезд а и б. 

В значения этих координат, даваемые в Астрономическом ежегоднике 
и в звездных каталогах, необходимо вводить некоторые поправки. Необходи­
мость введения этих поправ он вызвана явлениями прецессии, нутации, в общих 
чертах описанными выше, а также явлением абер­
рации. 

Я в л е н и е а б е р р а ц и и заключается 
в том, что движущийся наблюдатель видит светило 
не по тому направлению, по которому он видел бы 
его, находясь в покое. Так нан Земля движется 
в пространстве вокруг Солнца со скоростью около 
30 нм/с, т. е. со скоростью неnренебрегаемо малой 
по сравнению со скоростью света, то влияние 

аберрации должно учитываться. 
Пусть наблюдатель движется по направлению 

от точки В R точке А (рис.176). Пустьлуч света, 
идущий от светила cr, достигнет объектива О в мо­ Рис. 176 

мент Т 1 и в момент Т 2 достигнет окулярного конца N. Если бы наблюдатель 
был неподвижен, то луч от светила оказался бы на пересечении нитей трубы 
в момент Т 2 и в точке N. Но за время, в течение которого луч света прошел путь 
от О к N, окулярный конец трубы переместится из точки N в точку М, а вся 
труба переместится параллельно из положения NO в положение МО' и светило 
сместится с креста нитей. Для того чтобы светило находилось на пересечении 
нитей, необходимо наклонить трубу в направлении точки А с таким расчетом, 
чтобы в момент Т 1 объектив был в точке О, а в момент Т 2 окуляр находился 
в точке N. Иначе говоря, в момент Т 1 труба должна занять положение LO, 
а в момент Т 2 - положение NO'. Следовательно, труба будет на1шонена на 
угол, равный LONO', по направлению движения наблюдателя и видимое 
направление на светило сместится относительно истинного на угол а и будет 
N cr 1 • Изображение светила на небесной сфере также переместится по дуге 
большого Rруга на угол а в направлении движения R точке А, изображение 
которой на небесной сфере называется а n е R с о :м. 
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Если обозначить через и угол, образованный направлениями на светило 
и на точпу апепса, то из рис. 176 имеем 

-то 

sina MN 
sin и = МО' • (100.17) 

Если далее обозначить: 
v - спорость движения Земли по направлению к точпе апепса, равная 

30 км/с; 
w - спорость распространения света, равная 300 ООО км/с; 

Т2-Т1=Т, 

MN=тv; МО'=т:ш 

(100.18) 

-и формула (100.17) перепишется так: 

или 

Постоянная величина 

sin а v -.-=-, 
Slll U W 

а"=_!:._р" sin и. 
w 

k=_:!__p"=20 5" 
w ' 

(100.19) 

-называется коэффициентом или постоянной r од и ч ной а б ер рации. 
Помимо годичной аберрации, зависящей от движения Земли вопруг Солнца 

,с дериодом, равным одному году, существует с у т о ч н а я аберрация, зави­
сящая от движения наблюдателя вследствие суточного вращения Земли вопруг 
своей оси. Скорость суточного движения наблюдателя различна в точпах, 
имеющих разные широты, так пак зависит от радиуса параллели или, иначе, 

от косинуса широт (так как r = R cos <р). 
Для эпватора скорость суточного движения наблюдателя v0 равна 

(),464 км/с. С этим значением скорости постоянная суточной аберрации k' равна 

k; = и; р" = 0,32". 

Для широты <р значение коэффициента k' будет, следовательно, равно 

kq) = 0,32" cos ер. (100.20) 

Земля вращается вопруг оси с запада на восток, следовательно, точкой 
.апекса суточной аберрации будет точка востока. Обозначая через и' угол между 
направлениями на светило и на точку востока, на основании (100.19) напишем 

а'= 0,32• cos ер sin и', (100.21) 

где а' - суточная аберрация; поправка за суточную аберрацию учитывается 
-только в особо точных работах. 

Таким образом, вследствие аберрации приходится различать видим о е 
и истинное направления на ·светило и, соответственно им, видимое и 

истинное положения светила на небесной сфере. Координаты светила, относя­
щиеся к видимому и истинному его положению на небесной сфере, называются 
соответственно в и д и м ы м и и и с т и н н ы м и к о о р д и н а т а м и. 
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Отметим•, что так как при наблюдениях светил мы наблюдаем их видимые· 
положения, то под вершиной а параллактического треугольника следует под­
разумевать видимое положение звезды а, и, следовательно, при решении этого: 

треугольника необходимо брать видимые координаты. 
В Астрономическом ежегоднике даются значения видимых координат 

большинства основных звезд через определенные интервалы времени; необхо­
димые для решения параллактического треугольника видимые координаты 

звезд выбираются из ежегодника при помощи линейного интерполиро­
вания. 

Но если даны средние экваториальные координаты звезды для какой-либо­
эпохи (что дается в звездных каталогах), то их предварительно надлежит испра­
ви1ь следующими поправками: 

1) поправкой за прецессию и собственное движение звезды, за целое число­
лет, прошедших от эпохи каталога до начала года наблюдений; в результате 
получаются значения средних координат для начала года наблюдений; 

2) поправкой за прецессию :и собственное движение светила за долю года, 
протеншую от начала года до момента наблюдения; тогда получим средние­
ноординаты для момента наблюдения; 

3) поправкой за нутацию; получим истинные значения ноординат для 
момента наблюдения; 

4) поправкой за аберрацию; получим искомые видимые координаты звезды 
для момента наблюдений. 

Введение указанных поправон называется п р и в е д е н и е м на в и -
д и м о е м е ст о. 

Перед выездом на полевые астрономичесние работы астроном должен 
установить наиболее целесообразные методы астрономических определений 
в зависимости от особенностей района работ, требуемой точности результатов 
астрономических определений, условий обеспечения наибольшего продвига 
в работе и назначения данных астрономических работ. В соответствии с этим 
должны быть использованы наиболее целесообразные инструменты и выбраны 
методы и организация работ. 

Наблюдатель-астроном должен иметь в своем распоряжении с у т о ч н ы е 
р а б о ч и е э ф е м е р и д ы. 

Эфемеридами называются таблицы, дающие зенитные расстояния и ази­
муты ( с точностью 1 ') звезд для определенных моментов или для ряда равно­
отстоящих моментов (обычно через 10m). Поставив трубу в эфемеридный момент 
на зенитное расстояние и по указанному азимуту, увидим в поле зрения трубы 
нужную звезду. Так как применение различных способов астрономических 
определений, как увидим далее, требует использования различных звезд или 
в разном положении их на небесной сфере, то для каждого способа, нан правило, 
необходимо составление своих особых эфемерид. 

Эфемериды для наиболее чаето применяющихся способов составляются 
и издаются заранее. 

Подготовна R астрономическим наблюдениям в какой-либо вечер включает 
в себя: 

1) составление программы наблюдений для данного вечера, т. е. устано­
вление вида астрономичесних определений, выбор звезд, установление порядка 
и последовательности наблюдений; 

2) установну, регулировну и поверну инструмента (при этом должно быть 
обращено особое внимание на регулировку вертикальной оси) и определение 
места зенита из наблюдений земного предмета; 
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3) ориентирование горизонтального лимба, т. е. достижение такой его 
установки, чтобы при отсчете по лимбу, равном нулю, труба была направлена 
на точку юга; это ориентирование осуществляется по Полярной звезде или по 
.земному предмету, азимут которого известен (при наличии такого земного 
предмета). 

Ориентирование по Полярной производится на основании следующих 
соображений. Полярная звезда расположена близко к полюсу, так что ее скло­

нение приблизительно равно 89° и, сле-
(gо•-у;)- х довательно, азимут Полярной мал, по-

-1:' ,,r ~~ этому решение параллактического тре-
z угольника для Полярной и вычисление ее 

эфемерид упрощается. 

Рис. 177 

Пусть на рис. 177 изображен парал­
лактический треугольник, в котором све­
тило cr является Полярной звездой. Опу­

·стив из cr перпендикуляр на сторону PZ и обозначив Р R = х, aR = у, бу­
дем иметь из треугольника PaR, который рассматривается по малости его 
,сторон как плоский, 

_.где t определится из равенства 

x=Лcost ) 
у= Л sin t ' 

t=s-a. 

Из прямоугольного сферического треугольника RaZ имеем 

cos (ер+ х) = ctg (180° - а) tg у, 

(100.22) 

(100.23) 

или, принимая во внимание небольшую величину угла 180° -а= а', получим: 

at = у sec (ер+ х), 

а' =Лsintsec(ep+x). 

Не отличая по малости угла а' сторону RZ от aZ, будем иметь 

z = (90° - ер) - х. 

(100.24) 

(100.25) 

--

Широта q> пункта наблюдений приближенно известна; задавая через опре­
деленные интервалы значения моментов времени s, вычисляем для них по фор­
муле (100.23) значения t; затем вычисляем х и у по формулам (100.22), после 
чего формулы (100.25), (100.24) позволяют вычислять z и а' Полярной. Рас­
полагая результат вычисления в таблицу, получаем с уточные пр и -
б л и ж е н н ы е р а б о ч и е э ф е м е р и д ы П о л я р н о й, дающие зна -
чения зенитных расстояний и азимутов через определенные промежутки 
времени (обычно через 10m). 

В Астрономическом ежегоднике помещаются таблицы, содержащие вели­
чины х и а (в ежегоднике х обозначается через/), благодаря которым вычисле­
ние указанных эфемерид сводится к простому интерполированию. Часть этих 
таблиц Астрономического ежегодника на 1972 г. приводится ниже (табл. 23). 
Высота Полярной h = q> + f; f берут из первого столбца таблицы по аргу­

менту s; азимут находят в остальных столбцах по аргументам s и q>; он считается 
от точки севера; если s лежит слева, то азимут будет западным, а если справа, 
то восточным. 
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Таблиц а 23 

~1 55° 

205 +052 ООО ООО ООО 
225 +052 007 008 009 
245 +оы О 14 О 16 О 18 
305 +050 О 21 024 028 

325 +049 028 032 036 
345 +047 О 35 039 045 
405 +045 041 046 053 

425 +042 047 053 101 
445 +040 053 059 108 
505 +037 058 105 115 

5 25 +озз 103 110 121 
545 +озо 107 115 126 
605 +026 110 119 131 

Следовательно, при составлении р а б очи х эфемерид Полярной для 
данного пункта предварительно необходимо определить звездное время s на 
период наблюдений (год, месяц, часы). 

Ориентирование лимба по Полярной производится следующим образом. 
Устанавливают трубу на зенитное расстояние Полярной, соответствующее 
данному моменту времени, после чего вращением трубы по азимуту наводят 
трубу на Полярную. Затем устанавливают лимб таким образом, чтобы отсчет 
по первому микроскопу или верньеру был равен азимуту Полярной, соответ­
ствующему данному моменту, в результате чего при нулевом отсчете по лимбу 
труба будет находиться в плоскости меридиана и тем самым лимб будет надле­
жаще ориентирован. 

При ориентировании по азимуту земного предмета порядок ориентирования 
остается тот же; следует лишь иметь в виду, что в астрономической практике 
азимут отсчитывается от точки юга, а не от точки севера, как это имеет место 

в геодезии. Если дан дирекционный угол на земной предмет, то следует перейти 
к азимуту, изменив дирекционный угол на величину сближения меридианов. 

После того как инструмент установлен, выверен и ориентирован, присту­
пают к наблюдениям. 

§ 101. Определение времени и широты 
при помощи измерений зенитных расстояний светил 

1. Общие сведен,ия 

В начале предыдущего параграфа было показано, что если измерить зенит­
ное расстояние какого-либо светила и зафиксировать по часам момент измере­
ния, то из решения параллактического треугольника можно вычислить: 

а) поправку часов и, если известна широта ер; 
б) широту ер, если известна поправка часов и. 
У становим наивыгоднейшие условия, при которых применение описыва­

емого способа будет давать наилучший результат в отношении точности. 
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Из параллактического ~_треугольника имеем 

cos z = sin ер sin {j + cos ер cos б cos t, 

или, принимая во внимание, что 

t=Т+и-а, 
напишеи: 

cos z = sin ер sin б+ cos ер cos 8 cos (Т +и-а). (101.1) 

Полагая экваториальные координаты а и 8 безошибочными, после диф­
ференцирования формулы (101.1) получим 

-sin z dz = cos ер sin 8 dep- sin ер cos 8 cos t dep- cos ер cos {j siп t (dT + du), 

или 

-sin z dz = (cos ер sin 8-sin ер cos 8 cos t) dq,- cos ер cos б sin t (dT +- du). (101.2) 

или 

Из параллактического треугольника имеем 

-sin z cos а= sin {j cos ер- cos 8 sin ер cos t ) 
cos б sin t = sin z sin а · 

(101.3) 

Учитывая формулы (101.3), выражение (101.2) перепишем в таком виде: 

-sin z dz = -sin z cos а dep- sin z cos ер sin а (dT + du) 

dz = cos а dep + cos ер sin а (dT + du). (101.4) 

Решая последнее уравнение последовательно относительно dep и du, заме­
няя дифференциалы конечными разностями Лz, Лер, ЛТ и Ли, рассматрива­
емыми как ошибки величин z, ер, Т и и, получим 

Лz 
Лер= --- cos ер tg аJ(ЛТ + Ли), cos а 

Ли= -ЛТI+ Лz. - Л<р • 
' cos <р sш а cos <р tg а 

(101.5) 

(101.6) 

У становим, при каких условиях ошибка Лер в формуле (101.5) и ошибка Ли 
в формуле (101.6) будет иметь минимальное значение; очевидно, это будет тогда, 
когда коэффициенты при погрешностях в правых частях формул (101.5) и 
(101.6) имеют минимальное значение; кроме того, эти формулы позволяют уста­
новить порядок и программу наблюдений, при которых неизбежные погреш­
ности, получаемые в отдельных приемах, имели бы наибольшую компенсацию 
в среднем из всех приемов. 

Рассмотрение формулы (101.5) приводит к следующим заключениям отно­
ситеJrьно наивыгоднейших условий определений широты по рассматриваемому 
способу: 

1) коэффициенты при ошибках Лz и (ЛТ + Ли) будут иметь минимальное 
значение при а = О или 180°; следовательно, наблюдения должны выполняться 
в меридиане, практически - вблизи меридиана; 

2) так как при наблюдениях вблизи меридиана ошибка в Лер, вызываемая 
(ЛТ + Ли), будет хотя и :мала, но не равна нулю, то следует половину наблю­
дений производить до прохождения через меридиан, а вторую половину -
после прохождения через него; в этом случае указанные ошибки наблюдений 
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·до и после прохождения через меридиан будут иметь разные знаки и в среднем 
компенсироваться; 

3} при а, равном О или 180°, т. е. при cos а, равном 1 или -1, член ~ 
cos а 

будет иметь разные знаки; поэтому надлежит широту определять по северным 
и южным звездам, наблюдая по очереди то одну, то другую попарно; в этом слу 

, ·чае ошибки в широте, обусловленные ошибкой в Лz, в среднем из наблюдений 
северных и южных звезд будут компенсироваться. 

Рассмотрение формулы (101.6) приводит к следующим заключениям отно 
сительно наивыгоднейших условий определения поправки часов: 

1) влияние ошибок в Лz и Лq, будет минимальным при а = 90 или 270°. 
т. е. когда sin а = ±1 и tg а = оо; следовательно, наблюдения с целью опре­
деления поправки часов надлежит производить в первом вертикале, практи­

чески - вблизи первого вертикала; 

2) при а= 90 или 270°, т. е. при sin а= +1 или -1, член As 
cos q> sin а 

, будет иметь разные знаки; поэтому надлежит поправку часов определять по 
западным и восточным звездам, наблюдая последовательно то одну, то другую 
.попарно; в этом случае ошибки в поправке часов, обусловленные ошибкой в Лz, 
в среднем из наблюдений западных и восточных звезд будут компенсироваться~ 

3) ошибка поправки, обусловленная ошибкой отсчета по часам Л Т, одина­
кова при всех условиях и зависит от точности отсчитывания часов. 

Таковы выводы о наивыгоднейших условиях применения способа измере­
ний зенитных расстояний для определения широты и поправки часов. 

2. Определепие широты 

А.Точное определение широты. Формулы для вычисления 
широты из наблюдений северных и южных звезд напишутся на основании 
формул (93.8), (93.9) и (93.10): 

ер =O+zm } 
ep=O-Zm · 

ер= 1808 -(Zт + 8) 

(101.7) 

Эти формулы соответствуют верхней кульминации южнее зенита, верхней 
ttульминации севернее зенита и нижней кульминации. 

В формулах ( 101. 7) символ Zm обозначает зенитное расстояние светила в мо­
мент прохождения его через меридиан. Так как практически наблюдения 
ведутся не строго в меридиане, а вблизи него, то приходится в измеренные 
зенитные расстояния вводить малую поправку, которая называется р е д у к -
ц и е й н а м е р и д и а н и обозначается через r. Формула этой поправки 
-следующая: 

. r cos ер cos 6 . 2 t 
sш 2 = i SШ 2 . 

sin 2 (z+zт) 
( 101.8) 

В правую часть формулы входят как аргументы широта q, и зенитное рас­
,стояние Zm, которые неизвестны, поэтому редукцию приходится вычислять мето­

дом последовательных приближений. Практические формулы и порядок вычис­
лений сообщаются в подробных курсах практической астрономии. 
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Измеренное зенитное расстояние исправляется поправкой за рефракцию, 
которая определяется по формуле (100.13), если известны давление и темпера­
тура в момент наблюдений. 

При применении настоящего способа определения широты, т. е. при наблю­
дении северной и южной звезд, наблюдения можно выполнять при одном круге. 

В качестве северной звезды часто используют Полярную; для нее редукции 
на меридиан при больших значениях t должны вычисляться с большей тща­
тельностью. 

Б. П р и б л и ж е н н о е о п р е д е л е н и е m и р о т ы п о П о л я р -
ной. Формулы для вычисления широты по Полярной упрощаются благодаря 
тому, что склонение Полярной приближенно равно 89°, а следовательно, поляр­
ное расстояние Л = 90° - б ~ 1 °. 

Вывод формул для вычисления приближенной широты из наблюдения 
Полярной дадим по методу последовательных приближений. 

Пер в о е пр и ближе ни е. Полагая, что Полярная находится 
в точке полюса, в первом приближении имеем 

ер= 90°-z. (101.9) 

Второе пр и ближе ни е. Рассматривая малый треугольник PRa 
(см. рис. 177) как плоский, имеем 

x=Лcost, 
так что 

ер= (90° -z)-Л cos t. 

(101.10) 

(101.11) 

Т р е т ь е п р и б л и ж е н и е. Решаем треугольник PaZ как сфериче­
ский и после преобразований с :использованием значения широты из второго 
приближения согласно формуле (101.11) получим окончательно: 

л2 
ep=(90°-z)-Лcost+ 2Р" sin2 ttg(90°-z). (101.12) 

Для вычисления широты по измеренным зенитным расстояниям Полярной 
составлены специальные таблицы, помещаемые в Астрономическом ежегоднике, 
которые существенно упрощают и облегчают вычисления по этому способу. 

В формуле (101.12) Л - видимое полярное расстояние для момента наблю­
дения, а в Астрономическом ежегоднике приводятся значения члена Л O cos t, 
в котором Л 0 является средним полярным расстоянием для начала года, поэтому 
необходимо ввести поправку за разность (Л - Л 0) между видимым полярным 
расстоянием и средним. Тогда формула (101.12) перепишется так: 

л2 

ер= (90° - z)- Л0 cos t + 2Р~ sin2t tg (908 
- z)- (Л- Л0) cos t, ( 101.13) 

или 

где введены обозначения: 

440 

ер= (90• -z)+ 1 + 11+ III, 

1 = -Л0 cos t, 

л2 

II = + 2р~' sin2t tg (90° -z), 

ПI = -(Л-Л0) cos t. 

(101.14) 



1' 

л2 

При вычислении члена 
2

;,, sin2 t' tg (90° - z) вследствие его малости раз-

личием между Л и Л O пренебрегают. 
Значения величин I, II и III приводятся в Астрономическом ежегоднике, 

откуда они выбираются простым интерполированием. 
В. О п р е д е л е н и е ш и р о т ы п о С о л н ц у. Метод определения 

широты из наблюдений Солнца остается тот же, что и из наблюдений звезд. 
Измерения зенитного расстояния Солнца менее точны по сравнению с измере­
ниями зенитных расстояний звезд, поэтому и широта из наблюдений Солнца 
получается с меньшей точностью. Обычно из одного приема наблюдений Солнца 
получают широту с ошибкой ±0,1' -±0,2'. 

Для определения широты по Солнцу последнее, так же как и звезды, 
должно наблюдаться в меридиане, т. е. в момент истинного полудня. Так как 
для вычисления широты поправка часов и должна быть известна, то момент 
прохождения Солнца через меридиан ( Т) 0 вычислится по формуле 

(Т)0 = 12h- 'У) 0 - и, 
или 

( Т)0 = 24h - Т O - и. (101.15) 

Для повышения точности наведения горизонтальной нити на Солнце наве­
дения производят не на центр его, а на края; обычно делают по два наведения -
на нижний и верхний края: до прохождения Солнца через меридиан и после 
прохождения, но при другом положении круга. Вертикальная нить должна 
в момент наведения проходить через центр Солнца. Схематически порядок 
наблюдений можно записать следующим образом: 

До прохождения Солнца После прохождения Солнца 
через меридиан через меридиан 

КП (или КЛ) КЛ (или КП) 

1) 0 хронометр, 3) 0 хронометр, 
уровень, уровень, 

вертикальный круг; вертикальный круг; 
2) 0 хронометр, 4) 0 хронометр, 

уровень, уровень, 

вертикальный круг. вертикальный круг. 
Широта точки наблюдения определится по известной формуле: 

<.р =60 + Zm, 

где б0 - склонение Солнца; 
zm - зенитное расстояние Солнца в момент истинного полудня; 
Выражение для редукции r напишется на основании формулы (101.8) 

в следующем виде: 

2 cos ~ cos о0 t 
r= sin2 _Q_'p" 

sin ~ (z+zm) 
2 l ' 

или 

2 cos ~ cos 00 t 
r= sin2 _Q_ р" 

sin (qJ- o0 ) 2 ' 

где <р - приближенное значение широты <р, взятое с карты; 
z - измеренное зенитное расстояние Солнца; 

{101.16) 
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r - редукция на меридиан; 

t0 - часовой угол центра истинного Солнца; он вычисляется по формуле 

или 
t0 =Т+ и+ 111+ 12ь }. 

t0 =Т+и+Т0 
(101.17) 

Величина Т 0 выбирается из Астрономического ежегодника для момента 
местной гражданской полуночи методом интерполирования с часовыми измене­
ниями, изложенным выше. 

При обработке наблюдений в измеренные зенитные расстояния вводят 
поправки за рефракцию, параллакс и радиус Солнца. 

3. Определепие поправки часов 

Один прием наблюдений для определения поправки часов по способу изме­
рения зенитных расстояний заключается в наблюдении двух звезд - одной 
восточной и другой западной. Для наблюдений необходимо иметь за ранее 
составленные рабочие эфемериды. 

Наблюдения каждой звезды выполняют при круге право и круге лево, 
причем наблюдения при каждом положении круга заключаются в двух- или 
четырехкратной фиксации моментов прохождения звезд через горизонтальную 
нить; при каждом наблюдении производятся отсчеты по вертикальному кругу. 

В результате наблюдений непосредственно измеренными величинами будут 
являться отсчеты по часам Т и зенитные расстояния светила z'. Эти зенит­
ные расстояния исправляются далее поправкой за рефракцию. 

Формулы для вычислений получатся из решения параллактического тре­
угольника. Предполагая, что широта места наблюдения известна, имеем 

откуда 

Далее 

и окончательно 

cos z = sin ер sin о+ cos ер cos б cos t, 

cos t = sec ер sec о cos z-tg ер tg о. 

s=a+t, 

U=S-T. 

(101.18) 

(101.19) 

(101.20) 

При наблюдениях Солнца, в целях повышения точности измерений зенит­
ных расстояний, наблюдения производят на нижний и верхний края Солнца. 
Непосредственно измеренные зенитные расстояния исправляют поправками 
за рефракцию, параллакс и радиус Солнца. 
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Формулы для вычисления будут следующие: 

cos t0 = sec ер sec 60 cos z-tg ер tg 60 • 

Среднее солнечное время определится по формулам 

m=t0 -1') ± 12h}. 
m=t0 -T0 

Поправка вычислится из равенства 

и=т-Т. 

(101.21) 

(101.22) 

(101.23) 



§ 102. Определение времени и широты 
по наблюдениям пар звезд на соответствующих высотах. 

Понятие о некоторых других способах 
астрономических определений широты и времени 

Произведем последовательно наблюдения двух звезд, находящихся на оди­
н.аковых зенитных расстояниях, т. е. при постоянном положении трубы по 
высоте, и зафиксируем момэнты Т 1 и Т2 прохож~ения звезд через одну и ту же 
rоризонтальную нить трубы. Если а 1 , б 1 и а 2 , б 2 - экваториальные коорди­
наты выбранных для наблюдений звезд, то имеэм 

cos z1 = siri ер sin (\ + cos ер cos (\ cos t1 , 

cos z2 = sin ер sin 02 + cos ер cos 02 cos t2 • 

Так как по условию z 1 = z 2 и t = Т + и - а, то основное уравнение 
способа соответствующих высот напишется так: 

sin ер sin 01 + cos ер cos 01 cos (Т 1 + и- а1) = sin ер sin б2 + 
+ cos ер cos 82 cos (Т2 + и- а2). (102.1) 

. В уравнении (102.1) две неизвестные величины: широта ср и поправка и. 
Следовательно, для определения из уравнения (102.1) одной из указанных вели­
чин другая должна быть известна. 

Если известна широта ер, то из уравнения (102.1) определяется поправка 
часов и. Этот способ определения времени называется способом Цингера -
по имени русского астронома-геодезиста, предложившего этот способ в 187 4 r. 

Если известна поправка и, то уравнение (102.1) позволяет определить 
широту данного пункта ер. Этот способ определения широты называется спосо­
бом Певцова - по имени русского астронома-геодезиста, предложившего этот 
способ в 1887 г. 

Эти способы обладают большими достоинствами: при их применении нет 
необходимости в :измерении зенитных расстояний :и, таким образом, значитель­
ная часть случайных :и систематических ошибок измерений отпадает. Оба спо­
соба просты и остроумны по идее, удобны по выполнению и обеспечивают высо­
кую точность результатов. Наблюдения заключаются в фиксации по часам 
момента прохождения двух звезд через горизонтальные нити при постоянном 

положении трубы инструмента по высоте. 
Наивыгоднейшие условия применения способа соответствующих высот 

~сследуют путем, описанным в § 101. Опуская подробности дифференцирования 
и преобразований, напишем выражения для ошибок поправки часов и широты 
пункта: 

Л = sin а 2 ЛT2 -sin а1 ЛТ1 + cos a 2 -cos а 1 Л 
и sin а 1 - sin а2 cos <р (sin а 1 - sin а2) ер, 

л sin а2 ЛT2 -sin а1 ЛТ1 + sin a2-sin а1 Л ер = cos ер __ ..;;._ ____ ;;;_____;с_ cos ер __ .;;;__ __ .:;._ и. 

cos а1 - cos а 2 cos а1 - cos а2 

( 102.2) 

('102.3) 

Значение первого члена уравнения (102.2) будет тем меньше, чем меньше 
ошибки Л Т 1 и Л Т 2 фиксации моментов прохождения звезд через нити по часам. 
Точность определения этих моментов будет тем больше, чем :круче путь звезды 
по отношению :к горизонтальной нити, что имеет место при азимутах, равных 90 
и 27 0°, т. е. в первом вертикале. 
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:il:1 

Второй член уравнения (102.2) будет равен нулю при 

откуда 

cos a2-COS а1 = о, 
а2 = 3608 -а1 • 

(102.4) 

Следовательно, для определения поправни по способу Цингера необхо­
димо брать две звезды - западную и восточную - вблизи первого вертинала 
и таним образом, чтобы обе звезды располагались в моменты наблюдений воз­
можно симметричнее относительно меридиана. 

Наименьшее значение первого члена уравнения (102.3) для Лq, будет при 
sin а 1 = sin а 2 = О, что имеет место при а 1 = О и а 2 = 180°, т. е. при наблю­
дении звезд в меридиане - одной на юге, другой на севере. Второй член будет 
равен нулю при условии sin а 2 - sin а 1 = О, что во3можно при 

или 
а2 = 180° -а1 } 

а2 = 540° - а 1 • 
(102.5) 

Следовательно, наивыгоднейшие условия для определения широты по 
способу Певцова будут иметь место при наблюдении северной и южной зве3д 
по одну сторону от меридиана и на приблизительно равных от него удалениях. 
Тан RaR вблизи меридиана движение звезд по высоте мало, прантичесни при­
ходится неснольно отступать от меридиана - на угол от 6 до 40°, соблюдая, 
однано, условие (102.5). 

Для того чтобы астроному не заниматься подбором пар звезд при примене­
нии способов Цингера и Певцова, имеются специально составленные эфемериды 
пар звезд для наждого способа в отдельности. Ив унаванных эфемерид интер­
полированием могут быть выбраны моменты времени, зенитное расстояние 
и азимуты обеих звезд для данной широты. 

Производство наблюдений уназанными способами очень просто. Если, на­
пример, необходимо определить поправну часов по способу Цингера, то процесс 
наблюдений занлючается в следующем: выбрав подходящую для времени и 
места наблюдений пару звезд, устанавливают трубу по зенитному расстоянию 
и по азимуту, ноторые даны в эфемеридах для первой звезды (лимб должен быть 
перед наблюдениями ориентирован). После появления звезды в поле зрения 
трубы берут поназание часов и, считая в уме сенундные удары, финсируют 
моменты прохождения звезды через горизонтальные нити *, подправляя при 
этом положение трубы по азимуту таним обра3ом, чтобы 3вевда пересенала нити 
в вертинальном биссенторе трубы. Не изменяя положения трубы по высоте, 
устанавливают алидадную часть инструмента по азимуту на вторую зве3дУ. 

После появления ее в поле зрения трубы выполняют тание же наблюдения, 
RaR и при прохождении первой звезды. 

Малые изменения зенитного расстояния трубы при наблюдениях обеих 
звезд учитываются специальным уровнем, расположенным перпендинулярно 

R горизонтальной оси вращения трубы и прочно снрепляемым с уназанной осью 
в период наблюдений данной пары. Этот уровень можно назвать поверительным. 
Его назначение - учитывать изменение положения трубы по высоте. 

При определении широты по способу Певцов а наблюдения производятся 
таним же образом. 

* Напомним, чrо в инструментах, предназначенных для астрономических наблюдений 
(например в универсальных инструментах), в фокальной плоскости трубы расположено 
5-7 горизонтальных нитей. 
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Дальнейшиl\1 развитием способов Цингера и Певцов а является способ. 
предложенный советским астрономом А. В. Мазаевым. В способе Мазаева, 
который называется с п о с о б о м р а в н ы х в ы с о т, наблюдаются не, 
две звезды, а серия звезд на одном альмукантарате, причем в каждой серии 
наблюдаемые звезды должны располагаться возможно равномернее по всей 
окружности. В одну серию наблюдений обычно включается 8-12 звезд. 

Наблюдение каждой звезды заключается в фиксировании по часам момен­
тов прохождения светила через заданный альмукантарат .(так же как и в спосо­
бах Цингера и Певцова). Наблюдения производятся на определенном, заранее, 
выбранном альмукантарате, за который принимают альмукантарат, соответ­
ствующий зенитному расстоянию в 45 или 30°. Для альмукантарата, соответ­
ствующего z = 45°, составлены специальные эфемериды, в которых по аргу­
менту приближенной широты ер пункта наблюдения даются величины s -
звездное время и а - азимуты светил. 

Из наблюдений звезд по способу Мазаева одновременно определяют широту 
и поправку часов (долготу). 

Основным исходным уравнением в способе Мазаева является уравнение 
(102.1). Для определения широты, долготы и поправки к принятому зенитному 
расстоянию достаточно, как минимум, иметь наблюдения трех звезд; следова­
тельно, наблюдая по способу Мазаева серию звезд, число которых более трех, 
получаем избыточные измерения, вследствие чего обработка наблюдений произ­
водится по способу наименьших квадратов. 

В точных полевых астрономических работах, например на пунктах триан­
гуляции I и II класса для определения широты, применяется также способ. 
измерения малой разности зенитных расстояний двух звезд (способ Талькотта). 
Изложим идею этого способа. 

Выбираем две звезды, имеющие в данном месте кульминацию приблизи­
тельно в одно и то же время, причем одна из звезд должна кульминировать 

к югу от зенита, а другая - к северу от него. Обозначим: б8 и бN - склонения 
южной и северной звезд соответственно, z8 и zN - их зенитные расстояния_ 
в момент кульминации. Тогда на основании (93.8) и (93.12) имеем 

ер =бs +zs 

<p=<>N-ZN 

и, взяв полусумму этих выражений, получим 

1 1 
ер= 2 (бs + <>N) + 2 (zs - zN)• 

Это и есть основная формула рассматриваемого способа. 

(102.6) 

Склонения звезд известны. Если звезды выбрать таким образом, чтобы 
разность их зенитных расстояний была меньше диаметра поля зрения трубы, 
то разность z8 - ZN, входящая в формулу (102.6), может быть измерена при 
помощи окулярного микрометра без определения абсолютных значений зенит­
ных расстояний звезд. Разность при помощи микрометра может быть измерена 
с высокой точностью; это, наряду с простотой, является достоинством данного· 
способа. 

Измерив (zs - zN), легко находим искомую широту по формуле (102.6). 
Для рассматриваемого способа имеются за ранее составленные эфемериды, 

содержащие подобранные пары звезд. 
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Так как разность зенитных расстояний измеряется микрометром, а поло­
жение трубы по высоте предполагается неизменным, то в процессе наблюдения 
,обращается особое внимание на выполнение этого условия: изменение положе­
ния трубы по высоте учитывается так же, как и в способах Цинrера и Певцова, 
при помощи поверительноrо уровня. 

R ориентировке лимба и установке трубы в меридиане, как это следует из 
самого способа, предъявляются более высокие требования, чем при применении 
описанных выше способов астрономических определений. 

Для наблюдений по этому способу используют зенит-телескоп или уни­
версал, снабженный окулярным микрометром ·и поверительным уровнем. 

Точные определения времени на обсерваториях, на службе времени и основ­
ных долготных пунктах выполняют при помощи п а с с а ж н о г о инстру­

мента. , Пассажный инструмент служит для наблюдения прохождения звезд че­
рез какой-либо вертикал и главным образом через меридиан. Схема инструмента 
проста. Инструмент состоит из массивной подставки, несущей стойки с лаrе­
рам:и. В лаrерах помещается горизонтальная ось с трубой; на горизонтальную 
ось ставят или подвешивают чувствительный уровень. Инструмент отличается 
массивностью, более сильной оптикой по сравнению с точными геодезическими 
инструментами, большей чувствительностью уровня и тщательностью отдешш 
цапф, от которых зависит постоянство его визирной плоскости. 

Для определения времени плоскость большого круга инструмента с возмож­
ной точностью совмещается с плоскостью меридиана. Имеем 

s=a+t. 

Но в меридиане в момент верхней кульминации звезд t = О, следова­
тельно, в момент кульминации s = а. Если по часам в момент прохождения 
.звезды через меридиан сделан отсчет Т, то поправка часов вычислится по фор­
муле 

и=а-Т. (102.7) 

Таким образом, идея определения времени при помощи пассажного инстру­
мента проста: необходимо фиксировать мо:м:енты прохождения звезды через 
меридиан. Так как плоскость большого круга инструмента не может быть 
практически точно совмещена с плоскостью меридиана, то наблюденный мо­
мент Т редуцируется по соответствующим формулам на меридиан. 

В современных пассажных инструментах наблюдения выполняют прп 
помощи специального контактного микрометра. 

В мореходной и авиационной астрономии, а также при производстве астро­
номических определений в северных районах * применяется с п о с о б и з :м е -
р е н и я в ы с о т с в е т и л в п р о и з в о л ь н ы х а з и м у т а х ( способ 
.Со:мнера). Сущность этого способа заключается в следующем. 

В любой момент времени для каждой звезды на земном ша ре существует 
точка, для ноторой эта звезда будет находиться в зените. 

На рис. 178, изображающем небесную сферу и Землю, тапой точкой для 
светила а является точна М. Она называется r е о г р а ф и ч е с R и м м е -
ст ом светила а. 

* Заметим, что точность астрономических определений широт, долгот и азимутов по 
большинству изложенных способов заметно падает по мере увеличения широты, начиная 
~ 60-65°. 
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Из рис. 178 видно, что экваториальные Rоординаты точки зенита будут 
равны 

бz = <р } • 
az= s 

(102.8} 

Для зенита Гринвича имеем 
(102.9) 

На рис. 178 меридиан Гринвича обозначен буквой G, а зенит Гринвича 
обозначен на сфере через Zгр· 

Если через q,* и "·* обозначить географические Rоординаты точRи М гео­
графичесRого места светила cr, имеющего :шваториальные Rоординаты а и б, то 

ср*=о } (102.10) 
л* = s-S = CXz - CXz • 

гр 

Предположим:, что в определяемой точRе измерено зенитное расстояние 
светила О' и получено его значение, равное z. Это значит, что зенит точRи наблю­
дения находится от О' на сфери­
ческом расстоянии z; иначе го­
воря, зенит этой точки нахо­
дится на малой оRружности с 
центром в О' и радиусом, равным 

сферическому расстоянию z. 
Проекция этой окружности на 
поверхности Земли предста­
вится малой окружностью 
m1m2m3 , все точки Rоторой от­
стоят от географического места 

светила М * ( q, *л*) на сфериче­
ском расстоянии z; следова­

тельно, одна из точеR этой ок­

ружности является точкой наб­
людения. Эта окружность на 
земной поверхности называется 
Rругом: равных вы­

е о т, 'fак как во всех точках 

этой окружности светило О' 
имеет одну и ту же высоту над 

горизонтом или одно и то же 

зенитное расстояние z. 
Таким образом, измеренное 

зенитное расстояние одного све-

р 

р 

Рис. 178 

тила в определенный момент определяет расстояние точRи наблюдения от rео­
графического места светила, но еще не определяет положения точки наблю­
дения. Измерив в другой момент зенитное расстояние на второе светило, 
можно построить второй Rруг равных высот. Пересечение этих двух кругов 
и определит точку наблюдения, т. е. искомые координаты q, и л. 

Изложенное и определяет сущность способа измерения высот светил 
в произвольных азимутах. Для наблюдения по этому способу следует брать. 
звезды, имеющие разность азимутов около 90°. В этом случае пересечение дуг 

447 



обоих кругов высот произойдет под углом, близким к прямому; это будет наи­
выгоднейший случай засечки. 

Наблюдения двух звезд в рассматриваемом способе необходимы для опре­
деления искомых координат данной точки. Практически наблюдают большее 
число звезд, в результате чего получаются избыточные измерения, позволяющие 
вести обработку результатов наблюдений по способу наименьших квадратов. 

Обработка результатов астрономических наблюдений, исполненных по 
данному способу, может производиться аналитическим и графическим методами. 
При применении этого способа для астрономических определений опорных 
пунктов обычно применяется аналитический метод. В мореходной и авиацион­
ной астрономии, т. е. при определении положения корабля на море и самолета 
в воздухе, предпочтение оказывается графичес~им методам, тан RaR требования 
к точности определений в этих случаях значительно ниже и графичесние методы 
обработни наблюдений им удовлетворяют:- Простота же, а главное быстрота 
определения ноординат при применении графичесних методов дает последню1 
большие преимущества. 

§ 103. Азимутальные определения 

Общие основания астрономичесного определения азимута направления 
были указаны в § 100. Для полноты изложения вопросов данного параграфа 
:кратно напомним их. Азимут светила в данный момент может быть получен 

z 

б 

Рис. t79 

из решения параллактического тре­

угольника. :Координаты светила а и б 
и широта ер места наблюдения должны 
быть известны. 

s 
(5 

11 

о 

Рис. 180 

Могут иметь место два случая. 
Первый случай. Поправна часов и известна. Отметив в момент 

наблюдений светила отсчет Т по часам, найдем 

t=Т+и-а. ( 103.'1) 

Следовательно, в треугольнине Pza (рис. 179) известны стороны (90° - (J)), 
,(90° - б) и угол t; решая треугольнин, находим азимут направления на светило 
в момент его наблюдения а' = 180° - а. Этот способ нередно называют спо­
,собом о п р е д е л е н и я а з и м у т а п о ч а с о в о м у у г л у с в е -
Т II Л а. 
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В т о р о й с л у ч а й. Измерено в момент Т зенитное расстояние z, 
и, следовательно, известны три стороны параллактического треугольника. 

Решение треугольника по трем сторонам приводит к определению азимута 
направления на светило в момент Т, т. е. а' = 180° - а. 

Если OS - направление от точки наблюдения на точку юга S (рис. 180), 
то из астрономических наблюдений находят азимут светила а*' изобража­
ющийся углом S0a. Если в момент наблюдений светила а измерить горизод­
тальный угол с = аОМ между светилом и земным предметом JII, то искомый 
азимут земного предмета а м определится по формуле 

ам =а*+с. 

Таи.им образом, определение азимута земного предмета сводится к опре­
делению азимута некоторого светила и измерению горизонтального угла между 

светилом и земным предметом. 

Рассмотрим наивыгоднейшие условия для определения азимута светила. 
Для первого случая напишем: из параллактического треугольника по 

формуле котангенсов 

tg о cos ер= sin ер cos t-sin t ctg а. (103.2) 

Дифференцируем эту формулу по переменным а, ер и t. После тригоно­
метрических преобразований и замены дифференциалов da, dep и dt ошиб­
ками Ла, Лер и Лt, найдем 

Ла = cos ~ cos о Лt- sin а Л . 
sш z tg z ер (103.3) 

Минимальное значение коэффициентов при Лt и Л<р бывает при наблюдении 
близполюсных звезд, имеющих склонение, близкое к 90°, и азимут, мало отли­
чающийся от 180°. Из ярких звезд этим условиям наилучшим образом удовлет­
воряет Полярная звезда, для которой о ~ 89°, а азимут близок к 180°. У доб­
ство наблюдений по Полярной для определений азимута заключается еще в том, 
что указанные наивыгоднейшие условия сохраняются в течение суток, а следо­
вательно, наблюдения допускается производить в любое время; поэтому, при­
меняя первый способ при ночных наблюдениях, всегда используют Полярную. 
Если необходимо этим способом выполнить определения азимута по Солнцу, 
то nаивыгоднейшие условия для наблюдений будут при восходе и заходе 
Солнца. Действительно, в этом случае tg z близок к бесконечности, т. е. вли­
яние второго члена пропадает, а sin z = 1 получает максима.лыrое значение. 

· Так как коэффициент при Л;, не бывает близким к нулю, то для повышения 
точности результатов определений необходимо добиваться большей точности 
определения поправки, влияющей на точность вычисления t, как это видно 
из формулы (103.1). 

Для второго случая из параллактического треугольника напишем 

sin о= sin <р cos z - cos ер sin z cos а. (103.4) 

Посл'е дифференцирования и простых преобразований найдем 

Ла = cos ~ Лz- 1 Лrn. (103 5) 
cos ер sш t cos ер tg t 't' • 

Наименьшее значение коэффициентов при Лz и Л<р будет при t = 90 или 
270°, что соответствует в часовой мере t = 6h или 18h, когда sin t = ± 1, 
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а tg t = ± 00 • Кроме того, поскольку первый член зависит от cos q, то значение 
коэффициента при Лz будет тем меньше, чем q ближе к 90°. Это условие будет 
справедливо для звезд, имеющих элонгацию, в момент элонгации, когда cos q = 
= О; для звезд, не имеющих элонгации, - в тот :момент, ноrда q имеет макси­
мальное значение, т. е. при прохождении светила через первый вертикал. 

Таким образом, наивыгоднейшие условия для определения азимута по зенит­
ным расстояниям будут иметь место при наблюдении светил, когда часовой угол 
близок к 6 или 18h и светило находится вблизи элонгации или первого вер­
тикала. 

Дальше будут рассмотрены способы определения азимута, которые пре­
имущественно применяются на практике. 

1.Приближенный способ определения азимута 
по Пол яр ной. Этот способ уже описан в § 100. Из решения параллакти­
ческого треугольника для Полярной было получено выражение азимута (100.24) 

а'= Л sin t sec (ер+ х), 
или, не отличая {90° - (ер + х)} от z, 

где Л = 90° - о, и 

а' = Л si n t cosec z ) , 
а= 180°-а1 

t=s-a=T+u-a. 

(103.6) 

(103.7) 

Зенитное расстояние вычисляется по формуле, получаемой из выраже­
ния (101.14), 

z = 90° - ер + 1. 

Величина I выбирается, как указывалось ранее, из таблицы, помещаемой 
в Астрономическом ежегоднике. 

Для рассматриваемого способа определения азимута по часовому углу t 
Полярной необходимо знать поправку часов хотя бы приближенно, до 0,1-
1,0m, и приближенно широту до 1'. Значение z целесообразно выбирать И3 
рабочих эфемерид Полярной. 

2. П р и б л и ж е н н о е с о в м е с т н о е о п р е д е л е н и е а з и -
мута земного предмета и поправки часов по Солнцу. 
Если измерено зенитное расстояние светила и известна широта точки наблю­
дения (в данном случае приближенно до 0,1-1,0'), то из решения параллакти­
ческого треугольника по трем его сторонам могут быть найдены все его эле­
менты, в том числе а' = 180° - а и часовой угол t, по которому вычислится 
момент наблюдений светила. Произведя в этот момент отсчет по часам и сопо­
ставив его с вычисленным моментом наблюдения, получим поправку часов. 

При этом для повышения точности измерения зенитного расстояния наведе­
ния делают на нижний и верхний края диска Солнца; вертикальную нить в мо­
мент наблюдений с возможной точностью наводят на центр Солнца (биссекти­
рование диска Солнца). 

Для вычисления поправки используют формулы ( 101.18), полученные 
ранее, т. е. 

или 
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m=t0 -1'} + 12h} 
m=t0 -T0 • 

и=m-Т 

(103.8) 

(103.9) 



Дляrвычисления азимута земного предмета формулы получатся следующим 
образом. Из параллактического треугольника имеем 

sin 80 = sin ер cos z0 -cos ер sin z0 cos а0 , 
откуда 

cos а0 = +tg ер ctg z0 - sin о0 sec ер cosec z0 . (103.10) 

Формулы для вычислений азимута и поправки часов могут быть также 
получены на основании формул полупериметра. 

Обозначим 

и 

Л0 = 90°-80 ; 

U=90°-ep 

1 
р=2 (zo+ Ло+ и), 

т2 = sin (p-z0 ) sin (Р-Ло) sin (р-и) 
sin р 

а также, имея в виду, что 

а0 = 180° - а~= 360° -Ао, 

(А 0 - азимут Солнца, отсчитанный от точки севера), получим 

tg_!_ = т 
2 sin (p-z 0 )' 

А 
tg_Q_ - т 

2 - sin (р-Л0 ) 

q т 

tgт = sin (р-и) • 

Для вечерних наблюдений t0 = t, а для утренних t0 = 24h - t. Для 
нонтроля вычислений имеем 

t Ао q т 
tgт· tg-2-·tgт = sinp . 

Дальнейшее вычисление поправки часов производится по формулам (103.9). 
Пользуясь горизонтальным углом с между земным предметом и центром 

Солнца, переходим к азимуту земного предмета М 

Ам=А0 ±с. 

При приближенном определении азимута из наблюдений зенитных рас­
стояний Солнца поправка часов должна быть известна астроному приближенно, 

- до нескольких минут. При вычислении азимута целесообразно использовать 
·Специальные таблицы, составленные инженером А. М. Петровым. 

3. О п р е д е л е н и е а з и м у т а n о с n о с о б у Ф. Н. К р а -
с о в с к о г о. В 1924 г. проф. Ф. Н. Красовским был предложен удобный 
в применении способ определения азимута земного предмета. Одним из досто­
инств этого способа является то, что при определении азимута нет необходи­
мости знать время, а следовательно, и иметь при наблюдениях часы. 

Сущность этого способа заключается :в следующем. Все светила совершают 
11 течение суток видимый путь по суточной параллели, причем видимая скорость 
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их перемещения по небесной сфере, и в частности по азимуту, различна, она 
зависит от склонения светила и от широты :места наблюдения. Это можно видеть 
из формулы (103.3). 

Следовательно, если взять две звезды, имеющие различное склонение, 
то разность их азимутов для данной точки наблюдения будет изменяться в тече­
ние суток. Rаждо:м:у моменту суток на пункте с данной широтой ер будет соответ­
ствовать определенное значение разности азимутов этих двух звезд. Отсюда 
следует и обратный вывод: каждому значению разности азимутов двух рас­
сматриваемых светил соответствует определенный момент времени. Следова­
тельно, обозначив через Q указанную разность азимутов, можно написать 

s = f (а, о, а*' о*' Q, ер), (103.11) 

где а и о - координаты звезды, азимут которой нужно определить и за кото­
рую принимают Полярную; а*' о* - координаты второй звезды, называемой 
вспомогательной, за которую обычно принимают Мицар или б Кассиопеи; 
ер - широта пункта наблюдений. Но, как известно, азимут Полярной является 
функцией ее экваториальных :координат, широты места и времени наблюдения, 
поэтому, принимая во внимание (103.11), можно символически написать 

A=F(a, о, а*, б*, ер, Q), (103.12) 

где А - азимут Полярной, отсчитываемый от точки Севера. 
В выражении (103.12) координаты обеих выбранных звезд в течение изве­

стного периода могут считаться постоянными; переменными величинами яв­

ляются ер и Q. 
Можно составить таблицы, дающие сразу значение азимута Полярной нак 

функции двух аргументов - широты точки наблюдения и горизонтального 
угла Q, измеряемого непосредственно между Полярной и вспомогательной 
звездой. При помощи таких таблиц азимут Полярной вычисляется очень просто. 

Строго говоря, для определения горизонтального угла между Полярной 
и вспомогательной звездами на обе эти звезды наведения должны были бы совер­
шаться одновременно. Так как это при помощи теодолита сделать невозможно, 
то, как видно из описанного выше порядка наблюдений, наведения выполняют 
последовательно, но при обоих кругах симметрично относительно среднего 
момента данного приема. Практически при исполнении указанной программы 
наблюдений нужно следить, чтобы промежутки времени между наведениями 
на одну и другую звезду при обоих кругах были равны между собой в преде­
лах tm. 

4. Т о ч н о е о п р е д е л е н и е а з и м у т а з е м н о г о п р е д -
мет а. Точное определение азимута земного предмета производится также при 
помощи наблюдений Полярной. 

Различие между точным определением азимута и приближенным заклю­
чается лишь в точности самих измерений, в учете ряда поправок, которыми пре­
небрегают при приближенном определении азимута. 

5. О п р е д е л е н и е а з и м у т а п о С о л н ц у. Определение ази­
мута производится по часовому углу Солнца, т. е. по способу, одинаковому 
с описанным способом определения азимута по Полярной. Согласно выводу 
о наивыгоднейших условиях определения азимута, наблюдения должны выпол­
няться в утренние и вечерние часы, при этом чем точнее необходимо получить 
азимут, тем строже следует соблюдать это условие. 

Сущность способа и общий порядок наблюдений заключаются в том, что 
измеряется угол между центром Солнца и земным предметом с фиксацией 
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момента измерения по часам, поправка которых должна быть известна. 
По моменту наблюдения определяется часовой угол Солнца, в результате чего 
становятся известными три элемента параллактического треугольника: сто­

роны 90° - б, 90° - ер и угол t. Из решения этого треугольника определяется 
азимут Солнца в момент наблюдений. При помощи горизонтального угла между 
Солнцем и земным предметом вычисляется азимут направления на последний. 

Наблюдения Солнца при приближенных определениях азимута заклю­
чаются в наведении вертикальных нитей непосредственно на центр Солнца; 
если необходимо получить азимут с возможно большей точностью, то наведения 
производят на левый и правый края Солнца с введением в последующем по­
правки у за радиус Солнца по формуле 

у= ±R0 cosecz. (103.13) 

J" 
В этом случае также необходимо вводить поправку - за наклон гори-

tg z 
зонтальной оси, определяемый при помощи накладного уровня. Таким образом, 
значение окончательного направления на Солнце при наблюдении его левого 
или правого края вычислится по формуле 

N -N' +_!__+R о - 0 t _ 0 cosec z. gz (103.14) 

где N 0 - непосредственно измеренное значение направления на один из краев 
Солнца. 

и 

или 

Форl\Iулы для вычислений будут следующие: 

m=Т+и 

t0 : т+ ri + 12ь ) . 
t0 -m+T0 

(103.15) 

Применяя к параллактическому треугольнику ZPa формулу четырех 
элементов, напишем 

tg 60 cos ер= sin ер cos t0 - sin t0 ctg а0 , 
отRуда 

ctg а0 = si.n ер ctg t0 - tg о0 cos ер cosec t0 • (103.16) 

Азимут направления на земной предмет М, отсчитываемый от точRи Юга, 
вычислится по соотношению 

ам =ао ±с, (103.17) 

где с - горизонтальный угол между центром Солнца и земным предметом 
в момент наблюдений. 

§ 104. Определение долготы пун«та 

В § 93 было уRазано, что разность долгот двух nунRтов на земной поверх­
ности равна разности часовых углов RаRого-либо светила, наблюдаемого в этих 
nунRтах в один и тот же момент. То же самое относится R часовым углам любой 
точки небесной сферы. Возьмем в Rачестве таRих точек точRу весеннего равно­
денствия, центр истинного Солнца и центр среднего эRваториального Солнца. 
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:: l 1 

Вспомнив, что часовые углы этих точек численно равны соответственно звезд­
ному времени, истинному времени и среднему времени, напишем 

(104.1) 

где значки А и В показывают, что время s, t0 и т относится к пунктам А и В 
земной поверхности, а лА - 'лв представляет разность долгот этих двух 
пунктов. 

Примем меридиан пункта В за начальный меридиан, т. е. будем подразуме­
вать под пунктом В Гринвич, для которого 'лв = О, получим 

л==8-S ), 
л=rп- Т0 

( 104.2) 

где s и т - местное звездное и среднее время, а S и Т O - гринвичское звезд­
ное и среднее время, считаемое в один физический момент с s и т. 

Таким образом, определение долготы данного пункта сводится к определе­
нию местного (звездного или среднего) и гринвичского (звездного или среднего) 
времени в один и тот же момент. 

Местное время определяют путем астрономического определения поправки 
часов по одному из рассмотренных способов; зная поправку часов и, 
легко получить время как отсчет по часам плюс его поправка. Наиболее 
распространенным способом определения поправки часов является способ 
Цингера. 

Гринвичское время определяют путем приема по радио сигналов точного 
времени, подаваемых в определенный момент по всемирному времени. 

Время подачи радиосигналов бывает заранее известно; однако фактическая 
подача сигналов точно не совпадает с моментом, который предусмотрен програм­
мой передачи этих сигналов. Поэтому специальные службы времени определяют 
точные :моменты фактической подачи радиосигналов и публикуют их в виде 
сводных моментов подачи ритмических сигналов. 

Сравнивая показание хронометра, соответствующее моменту подачи: сигна­
лов, и зная этот момент подачи сигнала, легко получаем поправку часов U 
относительно гринвичского среднего времени, а именно 

(104.3) 

где Т O - момент подачи сигнала по среднему гринвичскому времени (всемир­
ному), а Т - показание часов в момент подачи сигналов. 

Поправка звездного времени относительно гринвичского звездного вре­
мени определяется аналогично: 

U=S-T, (104.4) 

где S - момент звездного времени, соответствующий моменту гринвичского 
среднего солнечного времени Т 0 , вычисляется на основании (98.10) по формуле 

S =So+ Т0 +Тоµ· (104.5) 

Если приняты сигналы в два различных момента Т' и Т" и определены 
поправки часов относительно гринвичского времени, то можно вывести их ход. 

Пусть U 1 - поправка часов относительно гринвичского времени в мо-
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мент Т'; И 2 - поправка тех же часов относительно гринвичского времени 
в момент Т 11

• Тогда часовой ход w определится по формуле 

(104.6) 

где Т" - Т' должно быть выражено в часах и их долях. 
Перейдем к описанию порядка вывода долгот. Для определения долготы 

данного пункта существует несколько программ, различающихся между собой 
количеством наблюдений и их расположением. Мы опишем нормальную про­
грамму, которая состоит в следующем: 

1) прием сигналов первой радиостанции, 
2) наблюдение четырех - восьми пар Цингера, 
3) прием сигналов второй радиостанции. 
Прием сигналов от двух радиостанций позволяет вывести ход часов и полу­

чить ~юмент, соответствующий среднему моменту подачи радиосигналов по 
всемирному (гринвичскому) времени. 

Из наблюдений пар Цингера получаем поправку часов относительно 
местного времени. Из приема радиосигналов выводим средний момент их при­
ема. Поправку часов относительно местного времени приводим к этому же 
моменту, используя для этого полученный ход часов. Прибавив к этому моменту 
приведенную поправку, получаем местное звездное время в средний момент 
приема сигналов. Сравнивая полученное местное звездное время с известным 
гринвичским временем в средний момент приема сигналов, получаем искомую 
долготу. 

Пусть из первого приема радиосигналов получено показание часов Т' 
в момент подачи сигналов, а гринвичское среднее время подачи в этот момент 

равно Т'. Соответствующее гринвичское звездное время S' получим на осно­
вании (98.10) по формуле 

S' = S0 + Т~ + Т~µ· (104.7) 

Для второго приема радиосигналов будем иметь соответственно Т 11
, Т~ 

и S ". Средний момент приема радиосигналов найдется из равенства 

Т = + (Т1 + Т"). (104.8) 

Этому моменту будет соответствовать гринвичское звездное время 

S =-½-(s~ + S"). (104.9) 

Далее, берем среднее арифметическое из значений поправок часов относи­
тельно местного звездного времени, полученных из наблюдений пар Цингера, 
ит, которое будет соответствовать некоторому среднему моменту Т т как сред­
нему арифметическому из показаний часов в моменты наблюдений пар Цингера, 
т. е. 

(104.10) 
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• где п - число пар Цингера, которые наблюдались в период между приемами 
двух радиостанций. Тогда поправка часов в момент сравнения Т определится 
так: 

(104.11) 

где ffi - часовой ход, получаемый по поправкам И 1 и И 2 , выводимым по ре­
зультатам приема радиосигналов обеих станций, т. е. 

И2 -И1 
W= Т"-Т' 

U1 =S'-T" 

U2 =S"-T" 

(104.12) 

причем (Т" - Т') выражено в часах и их долях. Местное звездное время будет 
равно 

s=T + и, (104.13) 

Искомая долгота "л относительно Гринвича определится по формуле 

"л=s-S. (104.14) 

Средняя ошибка вывода долготы на пунктах триангуляции I класса равна 
± о,озs. 

Определение долготы основывается на точном определении времени. Время 
же определяется из астрономических наблюдений, заключающихся в фиксации 
моментов прохождения звезд через нити трубы. Опыт показывает, что резуль­
таты наблюдений астронома бывают искажены некоторой систематической 
ошибкой, которая является следствием того, что наблюдатель фиксирует момент 
прохождения светила через нить или немного раньше, или немного позже 

момента действительного нахождения светила на нити. Проистекающая вслед­
ствие этого ошибка в определении долготы называется л и ч н ы м у р а в -
не ни ем астронома. 

Личное уравнение астронома определяется следующим образом. Перед 
выездом на полевые астрономические работы астроном производит определение 
долготы на пункте, долгота которого уже известна с весьма большой точностью. 

Если результат определения астрономом долготы на таком пункте обозна­
чить через "л~, а известное значение долготы этого же пункта - через "л 0 , то 
личное уравнение получится 

(104.15) 

Личное уравнение в первоклассных работах определяется трижды: перед 
выездом на полевые работы, в середине полевого сезона и по окончании полевых 
работ. В долготы пунктов, полученные согласно (103.14), вводится поправка, 
равная значению личного уравнения астронома. 

§ 105. Сведения о постановке астрономических работ в СССР 
и применяемых методах 

Астрономические определения I нласса выполняются на обоих пунктах 
выходных сторон базисных сетей I нласса, а также на промежуточных пуннтах 
примерно через 70-100 нм по линиям астрономо-геоде:шческого нивелирования. 

Выполнение астрономических определений на обоих пуннтах выходных 
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сторон имеет целью повышение точности определения астрономического ази­

мута и контроль. 

Если tp 1 , л 1 , а 1 - результаты астрономических определений на первом 
пункте (рис. 181), а ер 2, л 2 , а 2 - результаты астрономических определений 
на втором, то, если не учитывать ошибок астрономических измерений, должно 
точно удовлетворяться уравнение Лапласа 

А1 -а1 = -(л1 -L1) sin ср 1 , (105.1) 

где А 1 - азимут направления 1-2, вычисленный по формулам прямой гео­
дезической задачи от азимута направления 2-1 (с принятием в качестве исход­
ных данных астрономических координат ср 2 , л 2 , а 2 пункта 2); L 1 - геодези­
ческая долгота пункта 1, вычисленная от 
пункта 2. 

Величина расхождения между вычислен­
ными значениями левой и правой частей урав­
нения (105.1) характеризует точность резуль­
татов определений азимутов и контролирует 
их. Взятие среднего из двух определений по­
вышает точность конечного результата опреде­

ления азимута. Астрономические наблюдения 
азимута и долготы на обоих пунктах должны 
быть исполнены с одинаковой точностью; ши-
рота же на втором пункте может быть опреде- Рис. 181 
лена с меньшей точностью. 

Астрономические пункты 1 класса определяются со средними квадрати­
ческими ошибками: ±0,ОЗs и 0,50" - в определении долготы и азимута на 
обоих пунктах, ±0,30" - в определении широты. 

Аналогичные определения производятся и при построении опорной сети 
1 класса методом полигонометрии; заметим, что нри проложении точных поли­
гонометрических ходов и сетей роль азимутов Лапласа возрастает. При по­
строении сплошных сетей 1 класса астрономические пункты 1 класса опре­
деляются примерно через 10 сторон. 

Для астрономо-гравиметрического нивелирования необходимо иметь только 
широты и долготы, поэтому определение азимутов на пунктах для указанной 
цели может не производиться. 

Астрономические определения 2 класса выполняют на пунктах базисных 
сторон 2 класса и в середине полигонов 1 класса. 

Определение азимутов Лапласа в геодезических сетях 2· класса в насто­
ящее время производится с той же точностью, как и на пунктах 1 класса. 

Астрономические определения меньшей точности могут доставлять коорди­
наты пунктов как опорных для съемок в масштабе 1 : 100 ООО в труднодоступ­
ных районах и как исходных пунктов при вычислении местных триангуляций, 
не привязанных к государственной триангуляции, и т. п.; широкое применение 
находят определения астрономических азимутов на пунктах ходов и сетей 
съемочного обоснования для контроля угловых измерений в них и повышения 
их точности. 

Точность результатов астрономических работ на пункте зависит от многих 
условий: от точности и качества применяемых инструментов, от методов опре­
делений и способов наблюдений, от степени соблюдения условий, являющихся 
наивыгоднейшими при применении данного способа астрономических наблю­
дений; от количества приемов, от точности вычислений и полноты учета 
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различного рода поправок, от влияния систематических ошибок и от внешних 
условий. Немалую роль играет опытность астронома. Точность астрономических 
определений зависит от широты места наблюдений. 

Соответственно этому устанавливают программы и методы астрономических 
определений и выбирают инструменты при определениях различной точностп. 

§ 106. Пулковская обсерватория 

Пулковская обсерватория была основана в 1839 г. До ее организации 
в б. С.-Петербурге существовала обсерватория, построенная в 1725 г. по рас­
поряжению Петра 1. Эта обсерватория, являвшаяся одной из лучших в мире, 
занимавшая, по свидетельству современников, одно из прекраснейших зданий 
Европы, имела общий для всех обсерваторий того времени недостаток: она рас­
полагалась на высоком здании и потому не имела устойчивых оснований для 
установки инструментов. Кроме того, она помещалась в черте города, а город­
ские условия (близость дымовых труб ·заводов, сотрясения почвы от экипажей, 
испарения Невы и т. n.) не благоприятствуют точным астрономическим наблю­
дениям. Следует, однако, отметить, что главная задача, которую ставили перед 
собой русские астрономы <щопулковского>> периода, заключалась в применении 
астрономии при путешествиях и географических обследованиях страны. Это 
направление астрономии получило самое широкое развитие сразу же после 

организации первой обсерватории. В течение XVIII века Россия превзошла 
другие государства в применении астрономии в географии. 

Вопрос о выводе обсерватории за черту города был поднят в 1760 г.; однако 
лишь в 1834 г. было окончательно установлено место строительства будущей 
обсерватории: для этой цели были выбраны так называемые Пулковские высоты. 
В 1835 г. было начато строительство обсерватории, в 1839 г. оно было закон­
чено, а 20 (7) августа 1839 г. состоялось открытие Пулковской обсерватории. 

Параграф 2-й устава обсерватории, введенного в 1839 г., так определял 
задачи обсерватории: <<Цель учреждения Главной обсерватории состоит в произ­
водстве: а) постоянных и сколь можно совершеннейших наблюдений, клоня­
щихся к преуспеянию астрономии, и б) соответствующих наблюдений, необхо­
димых для географических предприятий в империи и для совершаемых ученых 
путешествий, в) она должна содействовать всеми мерами усовершенствованию 
практической астрономии, в приспособлениях ее к географии и мореходству 
и доставлять случай к практическим упражнениям в географическом определе­
нии мест>>. 

Эта широкая программа астрономических наблюдений обсерватории легла 
к основу всей дальнейшей ее ~ятельности. Для нас примечательно отметить то, 
что при организации обсерватории и в дальнейшей ее работе отводилось боль­
шое место применению астрономии при <<Географических предприятиях» и <<уче­
ных путешествиях>>, имевших конечной целью географическое или картографи­
ческое изучение территории государства, т. е. имевших ту же цель, что и совре­

менная ка ртографо-геодезическая служба. 
Благодаря наличию точнейших по тому времени инструментов, глубокой 

научной продуманности и исключительному мастерству наблюдений Пулков­
екая обсерватория стала наиболее совершенным астрономическим учреждением 
етого типа 7 <<астрономической столицей мирю> *. 

* Директор Гринвич:сRой обсерватории Эри в 1847 г. писал. <<Ни один астроном не может 
считать себя вполне усвоившим современную астрономию в ее наиболее разработанной форме, 
если он не познакомился с ПулRоВСRоЙ обсерваторией во всех ее особенностяхt и далее 
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В Великую Отечественную войну Пулковским высотам было суждено 
стать одним из мест той границы героической обороны Ленинграда, через кото­
рую не смогли перешагнуть фашистские орды. В результате длительных артил­
лерийских обстрелов и воздушных бомбардировок, продолжавшихся в течение 
почти двух лет, немецко-фашистским варварам и мракобесам удалось разрушить 
почти до основания Пулн.овскую обсерваторию - эту цитадель мировой астро­
номической науки и уничтожить значительную часть уникальных и ценнейших 
инструментов и большую часть богатейшей фундаментальной библиотеки. 
Автору пришлось быть на руинах Пулковской обсерватории в 1945 г. вскоре же 
после окончания войны и видеть разрушенные здания, разбитые наблюдатель­
ные павильоны и башни, погнутые и исковерканные подставки и приспособле­
ния уничтоженных мощнейших труб, рефракторов и других точнейших астро­
номических инструментов, через которые русские и советские ученые проникали 

:взором исследователей в неизведанные еще никем глубины вселенной. 
В короткий срок при активном и самоотверженном участии коллектива 

обсерватории во главе с ее директором академиком А. А. Михайловым Пул­
ковская обсерватория была восстановлена. Автору выпала честь принять 
участие в торжественном заседании и празднествах в Пулково, посвященных 
восстановлению и открытию обсерватории, оставивших в памяти яркие и неза­
бываемые воспоминания. Это заседание и празднества, на которые прибыли 
:многочисленные зарубежные гости - ученые-астрономы из многих стран 
мира, - прошли в обстановке большого подъема, гордости за свою Родину и 
огромного удовлетворения восстановлением в короткий срок на передо:вом на­
учном уровне одного из уникальных научных учреждений страны - <<астроно­
мической столицы мира>>. 

Нет сомнения, что дальнейшая работа советских ученых в Пулковской 
обсерватории приведет еще ко многим замечательным открытиям и тем самым 
еще более увеличит славу отечественной астрономической науки. 

<< ... Я ничуть не сомневаюсь в том, что одно Пулковское наблюдение стоит по меньшей мере 
двух, сделанных где бы то ни было в другом месте). 

Выдающийся французский физик Био писал (1848 r.): <<Ни одно астрономическое учре­
ждение никогда не было так широко задумано, так обдуманно устроено, так богато снабжено, 
как Пулковская обсерватория ... >>; <<Теперь Россия имеет научный памятник, выше которого 
нет на свете>>. 
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IV. 

основы 

КОСМИЧЕСКОИ 
ГЕОДЕЗИИ 

Гл а в а XVII 

§ 107. Общие сведения. 
Основные понятия о решении геодези:'чесRих задач 

из наблюдений ИСЗ 

С момента запуска (4 октября 1957 г.) в СССР первого искусственного 
-спутника Земли началось активное освоение человеком космического простран­
ства. Последующее бурное развитие ракетной техники и космонавтики поста­
вило перед геодезией достаточно сложные и своеобразные задачи. Так, напри­
мер, возникла чисто практическая необходимость в развитии единой системы 
координат на всю Землю, повысились требования к точности совмещения начала 
и направления осей государственной геодезической системы координат с цен­
тром масс Земли и ее осями инерции. Движение ракет и ИСЗ происходит в поле 
тяготения Земли и, ·следовательно, изучение характеристик этого поля стано­
вится особенно важным. Большие скорости движения ракет и ИСЗ привели 
к необходимости создания новых средств измерений и методов их обработки. 
С другой стороны, сами спутники открыли большие возможности для решения 
чисто геодезических задач. В итоге возникло новое направление геодезии -
к о с м и ч е с к а я г е о д е з и я. 

Rосмическая геодезия изучает взаимное расположение точек земной поверх­
ности и космических аппаратов, движущихся в гравитационном поле Земли, 
а также характеристики этого поля с помощью космических средств. Решение 
задач космической геодезии основывается на определении координат косми­
ческих аппаратов, по результатам измерения (в основном) направлений, рас­
стояний и относительных скоростей. Измерение направлений производится 
фотографическими и радиотехническими средствами. Расстояния и относитель­
ные скорости измеряются радиотехническими средствами и лазерами. 

Производя фотографирование ИСЗ на фоне звездного неба и фиксируя 
время наблюдения, определяют известными астрономическими методами пря­
мое восхождение а и склонение 8 ИСЗ. Некоторое отличие от обычных в астро­
номии способов возникает в связи с различием угловой скорости движения ИСЗ 
и звезд. В итоге при фотографических способах измеряются углы между напра­
влениями на звезду и на спутник. Роль углового эталона играет звездное небо, 
так как угловые расстояния между звездами известны. Такой способ измерения 
углов не связан с отвесной линией , и в этом его большое преимущество. 

Из радиотехнических методов наибольшее применение получили методы 

ивмерения радиальных скоростей ; и дальностей r. Измерение радиальных ско­
ростей основано на эффекте Допплера. Передатчик, установленный на спут­
нике, излучает определенную эталонную частоту / 0 • Принимаемая на наземной 
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станции частота f на основании эффекта Допплера испытывает сдвиг частоты Лf, 
зависящий от относительной скорости r спутника и наземной станции наблю­
дения. Если с - скорость света, а r - расстояние до спутника, то сдвиг 
частоты, вызванный эффектом Допплера, составляет 

Лf=f-fu= :0 ·r, (107.1) 

где f - наблюдаемая частота и r - производная от дальности по времени. 
В непосредственно измеренные величины необходимо вводить различные 

поправки (за рефракцию, аберрацию, сдвиг частоты и т. п.). Точность наблюде­
ний зависит от применяющихся измерительных средств и от правильности 
введения в результаты измерений этих поправок. Принципиально точность 
наблюдений может быть доведена до дециметров в дальности и 1" в углах. 

Определяя координаты спутников 3емли со станций, координаты которых 
известны, и со станций, координаты которых не известны, можно определить 
координаты последних. И так как движение ИС3 происходит в гравитационном 
поле 3емли, то изучение в координатной форме этого движения дает инфор­
мацию о гравитационном поле 3емли. 

Математическое решение геодезических задач из наблюдений искусствен­
ных спутников достаточно сложно. 3десь первоначально дадим лишь общие 
понятия об этом методе, а более подробное - в последующих параграфах. 

Если бы 3емля была шаром, то действие силы ее притяжения на материаль­
ные тела было бы равно, согласно выводам § 56, действию силы притяжения 
материальной точки, имеющей массу 3емли и расположенной в ее центре. Это 
предположение означает, что мы пренебрегаем вторым и третьим членами фор­
мулы для потенциала V в виде ряда (54.25), которые выражают влияние сжатия 
Земли и неравномерности распределения масс по долготе, т. е. полагаем, что 
V=f11J 

R" 
В этом случае движение спутника, после вывода его на орбиту, должно 

было бы совершаться по закону Кеплера, т. е. по плоской кривой - эллипсу, 
в одном из фокусов которого находится центр 3емли. Однако вследствие эллип­
соидальности 3емли орбита спутника претерпевает возмущения - отклоняется 
от плоской кривой; если использовать понятие <<мгновенной орбиты>>, то можно 
сказать, что спутник движется по плоской орбите, но сама плоскость орбиты 
беспрерывно вращается и параметры ее изменяются. Эти отклонения - воз­
мущения поддаются аналитическому выражению на основе закона всемирного 

тяготения, если учесть второй, третий и последующие члены ра:шожения потен­
циала в ряд (54.25). Этим самым определяется математическая зависимость 
между сжатием и эллиптичностью земного экватора, с одной стороны, и харак­
теристиками действительной орбиты спутника, с другой. Определяя эти харак­
теристики из непосредственных наблюдений и используя указанные зависи­
мости, получаем возможность вычислить сжатие 3емли и эллиптичность ее 
экватора. 

Для определения сжатия 3емли из непосредственных наблюдений движения 
спутника необходимо иметь: скорость вращения орбиты, полуось орбиты и на­
клон ее к плоскости экватора. По этим данным, а также по значениям большой 
полуоси земного эллипсоида, силе тяжести на экваторе (определяемым из гео­
дезических и гравиметрических измерений) и вычисляется сжатие 3емли. 

Выведенное из наблюдений искусственных спутников сжатие характери­
зует эллипсоидность 3емли в цел ом, т. е. должно рассматриваться как 
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с ж а т и е о б щ е г о з е м н о г о э л л и п с о и д а, а не сжатие, наилучше 
подходящее R RаRой-либо част и поверхности Земли, определяемое из гра­
дусных измерений и из гравиметрических наблюдений (при незавершенности 
мировой гравиметрической съемки). 

Оказывается, что вывод сжатия Земли из наблюдений искусственных 
спутниRов совершается с весьма большой точностью; это - следствие того, 
что сжатие Земли вызывает весьма значительное влияние р:а орбиту спутника. 
Можно указать, что влияние с ж а т и я З е м л и на СRорость вращения 
мгновенной орбиты спутника в 10 ООО раз больше воздействия притяжения 
Луны и Солнца. Поэтому влияние сжатия на орбиту спутниRа определяется 
из наблюдений уверенно и достаточно точно, а вычисляемое из этих наблюдений 
значение сжатия Земли по точности должно быть поставлено на первое место. 
Вычисления сжатия из наблюдений спутниRов Земли определили его значение, 

1 
равное 298 26 • 

При помощи исRусственных спутниRов может осуществляться геодези­
ческая связь между точками, расположенными на больших расстояниях, на­
пример, между геодезическими пунRтами разных материков. Такая геодези­
ческая связь позволяет устанавливать различие в принятых системах координат 

при необходимости перевычислять координаты пунRтов одной системы в другую. 

Решение этой задачи имеет большое научное и праRтичесRое значение. 
Обычные геодезические методы (триангуляция и полигонометрия) для указан­
ной цели не пригодны вследствие больших расстояний между материками. 
Наблюдения искусственных спутников Земли открывают новые возможности 

1 

' 

/ 

----- Ороита спут­
ника 

~,~~~ 
а,~ 

Рис. 182 

решения этой важной задачи независимо от рас­
стояния между материками. 

Объясним идею двух методов геодезической 
связи материков из наблюдений искусственных 
спутников. 

Первый метод, называемый синхронным, ос­
нован на использовании одновременных наблюде­
ний искусственного спутника с конечных точек 
базисов, расположенных на разных материках. 
Пусть на рис. 182 А и В - два материка, на 
которых выбраны некоторые базисы аЬ и cd, Rо­
нечные точки которых - пункты триангуляции. 

Измерив о д н о в р е м е н н о в конечных 
точках базисов углы сх. 1 , ~ 1 , сх. 2 , ~ 2 и зенитные 
расстояндя, т. е. углы между направлениями 

линиi базисов и направлениями на искусственный спутник а, из вычис­
лений устанавливаем геодезическую связь между пунRтами обоих бази­
сов, т. е. между триангуляциями, построенными на обоих материках. 

В данном методе искусственный спутник Земли является каR бы визирной 
целью, координаты которой независимо определяются засечRами с пунRтов 
триангуляции обоих материков. Если не принимать во внимание оmибRи наблю­
дений, то различие в значениях вычисленных координат спутника с обоих 
базисов будет характеризовать различие систем Rоординат, т. е. влияние раз­
ностей параметров референц-эллипсоидов, принятых при вычислении триангу­
ляционных сетей на обоих материках. Наблюдения спутника следует произ­
водить многократно. 

Не останавливаясь на техниRе наблюдений искусственного спутника, 
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отметим лишь, что описанный метод требуе'т одновременной впдимости его 
с пунктов обоих базисов. Отсюда следует, что применение этого :м:етода возможно 
при сравнительно незначительных расстояниях между материками. Нетрудно 
также сделать вывод, что чем больше высота орбиты спутника Земли, тем значи­
тельнее может быть расстояние между базисами. Точная фиксация времени 
при этом необязательна. 

Возможно при помощи ИС3 решение и несколько иной задачи: по задан­
ным координатам двух пунктов А, В определить координаты третьего пункта С, 
с которым геодезическая связь обычными наземными методами затруднительна 
или невозможна. Производя о д н о в р е м е н н ы е наблюдения искусствен­
ного спутника при нескольких его положениях, легко устанавливаются связи 

между заданными пунктами А и В и определяемым пунктом С. Конечно, опи­
санным способом возможно определение многих пунктов. Последовательное 
построение образуемых по описанной схеме фигур создает своеобразную гео­
дезическую сеть, называемую к о с м и -
ч е с к о й т р и а н г у л я ц и е й. Воз­
можно иное построение с искусственным 

спутником, называемое космической поли­
гонометрией. 

Второй метод, называемый о р б и -
таль н ы м, заключается в следующем. 

Из одновременных наблюдений с не­
скольких пунктов триангуляции на каждом ; 
материке определяются пространственные 1, 
I{оординаты положения спутника в какой- , ... 
либо точно фиксируемый о п р е д е л е н -

Рис. 183 

н ы й м о м е н т в р е м е н и. Если из­
вестны параметры орбиты, то указанными 
наблюдениями устанавливается определяемая 
геоде3ическая СВЯ3Ь между пунктами триан-

гуляции, расположенными на ра3ных материках. На рис. 183 контуры А и В 
схематически изображают два материка. Произведя одновременно наблюдения 
искусственного спутника с материка А в l\lомент времени Т 1 , из вычислений 
получаем пространственные координаты спутника в этот момент в системе 

Rоординат триангуляции материка А. Произведя аналогичные наблюдения 
с материка В, получаем координаты спутника в системе координат триангуля­
ции второго материка в момент Т 2 • Но зная параметры движения искусствен­
ного спутника и координаты его в момент Т 1 (в первой системе координат), 
можем вычислить координаты его в т о й ж е с и ст е м е в момент Т2. 
Сопоставляя вычисленные таким образом координаты спутника с его коорди­
натами, полученными и3 наблюдений с материка В, получаем ра3ности коор­
динат спутника, которые позволяют выявить различия в системах координат, 

принятых в вычислениях триангуляций обоих материков. Конечно, это очень 
схематическое объяснение с целью пока3ать лишь основную идею - принцип 
метода; при более подробном рассмотрении этой 3адачи рассуждения значи­
тельно сложнее, а решение ее основывается на ра3делах математики и меха­

ники, обычно выходящих за пределы программы дисциплин, и3учаемых в тех­
нических ву3ах. 

При этом методе нет необходимости одновременно видеть спутник с обоих 
материков, поэтому свя3ь может осуществляться при любых расстояниях 
между материками. Существенное условие для применения этого метода -
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достаточно точное знание параметров орбиты и времени наблюдений с пунк­
тов триангуляции на наждом материне. О{rсюда следует, что иснусственные 
спутнини, предназначенные для геодезичесних целей, должны иметь устой­
чивую и хорошо известную орбиту, а угловые измерения с пуннтов триангу­
ляции на наждом материне для определения упомянутых ноординат спутника 

должны сопровождаться точным определением: времени наблюдений. :Конечно, 
во время полета спутнина должны приниматься соответствующие радио­

сигналы. 

Существуют и иные :методы использования иснусственных спутнинов для 
геодезичесних связей материнов. При соответствующих параметрах спутнинов 
и программе наблюдений их с Земли специальной аппаратурой :м о г у т 
определяться и ноординаты точен зе:мнойповерх­
н о ст и. 

Тани:м образом, область использования иснусственных спутнинов Земли 
для геодезичесних целей достаточно обширна. 

§ 108. Основы теории движения 
исRусственного спутниRа Земли 

Движение спутнина по орбите происходит под влиянием поля тяготения 
Земли. Rроме того, играют роль и притяжение других тел, сопротивление 
атмосферы, световое давление и другие силы. 

У снорение g спутнина, вызываемое силой тяготения Земли, может быть 
определено через силовую фуннцию Земли V нан 

- д g= -~ (V), 
дr 

(108.1) 

где r - вентор положения спутнина в геоцентричесной системе ноординат. 
Силовая фуннция Земли во внешней точне, определяемая суммарным 

притяжением материальных точен, составляющих физичесное тело Земли, 
равна 

V =f 5 5 S drm' (108.2) 
(Т) 

где dm - :масса элементарного объема в теле Земли; r - расстояние от центра 
этого объема до внешней точни; f = 6,670 Х (1±0,0007) 10- 11 :м 3 нг- 1 с- 2 

есть постоянная тяготения. 

Интегрирование нужно вести по всему телу Земли, для чего :необходимо 
знать занон распределения плотности внутри Земли. Тан нан этот занон неиз­
вестен, то в геодезии и небесной :механине идут по другому пути - разлагают 
выражение для силовой фуннции (108.2) 'в ряд по сферичесним фуннциям, 
представляя его, например, в следующем виде: 

V µ µ ('' "С . ) ( r 0 )т = 7+ r ~ &. тп · cos пl+Sтп · sш nl -r · Ртп'Ф, (108.3) 

где µ = f М - гравитационный параметр Земли; М - масса Земли; r, 'Ф, l -
сферичесние ноординаты спутнина; r 0 - средний радиус Земли; Ртп - по­
линомы Лежандра; Стп, Smn - постоянные величины, зависящие от формы 
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и внутреннего строения Земли и определяемые по результатам гравиметри­
ческих и спутниковых наблюдений:. 

Вектор ускорения спутника, вызываемого телом Земли, равен 

- d'2--;. дУ µ - -
gз= dt2 =- дr =--;:зr+vv, (108.4) 

где r - вектор положения спутника; vV - вектор, составляющие которого 
равны частным производным возмущающей: части силовой: функции Земли 
по соответствующим координатам. 

"Ускорение спутника, вызываемое притяжением: других планет, пред-­
ставим в виде 

(108.5) 

где µ1 , r1 - соответственно гравитационный параметр и вектор положения 
i-й планеты. 

Сила, с которой спутник тормозится атмосферой, называется силой лобо­
вого сопротивления. "Ускорение, вызываемое этой силой, равно 

(108.6), 

где С х - коэффициент аэродинамического сопротивления; А - площадь сече­
ния ИСЗ; v - скорость ИСЗ относительно Земли; р (Н) - плотность атмо­
сферы как функции высоты: т - :масса ИСЗ. 

"Ускорение, испытываемое спутником: под действием светового давления,, 
определяется формулой: 

- А ro-r 
gc=K-· - - ' 

т \ r0 -r lз 
( 108. 7}. 

где К - коэффициент, характеризующий: излучающую способность Солнца 
и отражательные свойства поверхности объекта. 

В итоге дифференциальное уравнение движения спутника под действием:;_ 
перечисленных сил может быть записано как 

(108.8) 

или 

(1.08.9), 

где ~
3 
r - основное ускорение, вызванное притяжением: Земли, рассматри­

ваемой как материальная точка; gв - возмущающее ускорение, вызванное 
другими силами. 

Траектория спутника определяется интегрированием: этого уравнения. 
Решение задачи о движении спутника достаточно сложно и в качестве пер­
вого приближения рассматривают движение спутника под действием: :мате-. 
риальной точки с массой, равной массе Земли. Такое движение происходит 
в поле центральной силы и назыв::~ется невозмущенным: или к е пл е р о вы м 
(подчиняющимся законам Rе1шера). "Учет других воздействий и членов раз­
ложения потенциала дает возмущения в движении спутника. 
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1. Н евоамущеuuое движеuие 

Кеплер вывел законы движения планет вокруг Солнца, но они спра­
ведливы для любого тела, массой которого можно пренебречь по сравнению 
с массой притягивающего тела, причем последнее должно обладать централь­
ной симметрией распределения плотностей. 

Законы Кеплера: 
1. Орбиты планет суть эллипсы, в одном из фокусов которых находится 

Солнце. 
2. Радиус-вектор каждой планеты описывает равные площади в равные 

промежутки времени. 

3. Отношение квадратов периодов обращения двух планет равно отноше­
нию кубов их больших полуосей. 

Траектории движения небесных тел могут быть круговыми, эллиптиче­
скими, параболическими или гиперболическими. Кроме того, в поле центральной 
силы возможно еще радиальное движение (подъем по вертикали и свободное 
падение). 

Пусть центральное тело расположено в начале координат и имеет массу М. 

Спутник имеет бесконечно малую массу, и его положение задается вектором r. 
Тогда действующая на спутник сила, отнесенная к единице массы, равна 

- .:....:. р -
g= r= -ra r. (108.10) 

В результате имеем систему трех дифференциальных уравнений второго по­
рядка, решение которой зависит от шести произвольных постоянных. 

или 

Умножим уравнение (108.10) скалярно на 2f и получим 
..:.. .:...:. .... - :... 

2r · r =-= - - • 2r · r rs 

d ..:.. µ d -
dt (r2) = - r3 . dt (r2)' 

но так как 

-то 

J:IЛИ 

_!:_ (v2) = - .Е:_ . _!__ (r2) 
dt тЗ dt 

_!!__ (v2) = -~ -~ = 2µ _!:_ (J...). 
dt r2 dt dt r 

Интегрируя это уравнение, получим 

v2 =~+h. 
r 

(108.11) 

(108.12) 

(108.13) 

(108.14) 

(108.15) 

(108.16) 

Выражение (110.16) называется интегралом энергии, а постоянная интег­
рирования h, - постоянной энергии. Вид орбиты зависит от значения постоян­
ной энергии: h, = -µlr - по окружности, h, < О - по эллипсу, h, = О - по 
параболе, h, > О - по гиперболе. 

Если спутник движется по коническому сечению (не по прямой), то век­
торное произведение его положения r на скорость V выразится следующим 
образом: 

(108.17) 
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Дифференцируя это выражение по t, получим 
d - ..:. .:.. .:.. - .:...:. 

dt (rx r) = rx r +rx r. (108.18) 

"Учитывая, что 

и 

- .:.:. 1 - -
r Х r = -µ -;:-з (r Х r) = О, 

получим 

d - .:_ 
dt (rxr) =0 (108.19} 

и после интегрирования 
!.. 

rxr= с, (108.20). 

где с - постоянный вектор, называемый константой площадей. 
Уравнение (108.20) называют интегралом площадей, и оно может быть. 

переписано в координатной форме следующим образом: 

y~-z~ = С1 l 
ZX-XZ = С2 

1
. 

ху-ух=с3 J 

(108.21)., 

Величины с 1 , с 2 , с 3 называются постоянными площадей. 
Из уравнений (108.21) легко получить важное соотношение 

С1Х + С2У + C3Z = xyz -xzy + zyx- ху; + xzy- yzlx = 0. (108.22),, 

Постоянные площадей с 1 , с 2 , с3 образуют вектор кинетического момента 
и определяют плоскость, уравнение которой 

С1Х+ С2У+ C3Z = 0. (108.23 

Эта плоскость проходит через начало координат (притягивающую точку М)· 
и является плоскостью орбиты. 

"У множив ё векторно на -r~ получим 

с х t = - ~3 (, х ~) х -,. = - ;з -,. х (r х ~) 

и, воспользовавшись известным векторным тождеством 

ах (Ьхё) = ь. (а-ё)- ё. (а· Ь), 
найдем 

.:. 

сх1=- ~
3 

[r· (r-~)-V-(r·r)}= - ~з -[~-r2 -,.~r]=-µ r·r~-r·r (108.26)-. 

11 

Интегрируя, найдем 

~О* 

d - -=- d (r) - (cxr)=-µ- -·. 
dt dt r 

- .:_ r -
cXr=µ 7 =-f, 

(108.27)-

(108.28). 
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еде (- некоторый постоянный вектор, называемый вектором Лапласа. 
Уравнение (108.28) называют уравнением Лапласа. Нетрудно убедиться, 

qто вектор ё ортогонален вектору f, т. е. 

(108.29) 

Вектор с ортогонален плоскости орбиты, а вектор Г лежит в этой плоскости 
и определяет фокальную ось орбиты. Умножив (108.28) скалярно на r и сложив 
все три получившихся уравнения, получим 

(108.30) 

Уравнения (108.23) и (108.30) полностью определяют орбиту. Rак следует 
из них, орбита есть линия пересечения поверхности вращения второго порядка, 
задаваемой уравнением (108.30), и плоскости (108.23), в которой лежит фокаль­
ная ось этой поверхности. 

Так как движение происходит в плоскости (108.23), то удобно перейти 
к новой системе координат s, У/ , ~' направив ось ~ по вектору кинетического 
момента с, а оси s и У/ расположив в плоскости орбиты, причем ось s направить 
по вектору Лапласа/. Тогда переход от координат в системе х, у, z к коордwна­
':Гам в системе s, У/, ~ определится следующим образом: 

( S) ( !1 f 2 /з ) ( ) 
-t -t т х 

У/ 
С2/3-С3/2 сзf1 -с1fз C1f2-C2f1 

у cf cf cf 

~ ~ С3 

z J с с с 

В новых координатах уравнение (108.23) запишется как 

~ уравнение (108.30) примет вид 

(108.31) 

(108.32) 

(108.33) 

Введя в плоскости so11 полярную систему координат r, ,а,, получим 

~ = r · с os {}, } 

У/ = r · siн {}, · 

В полярной системе координат уравнение (108.33) примет вид 

µr + fr · cos {}, = с2, 
()ТКуда 

Введем: обозначения 
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с2 

Г= µ • 
f 1+--соs,В, 
µ 

с2 

р=µ }, 
е=-1-

µ 

(108.34) 

(108.35) 

(108.36) 

(108.37) 



и тогда уравнение (108.36) запишется в виде 

r= Р ' 
1 +е · cos t} 

(108.38) 

которое и является полярным уравнением орбиты. 
Орбита является круговой при е = О, эллиптической при О < е < 1, 

ua раболической при е = 1, гиперболической при е > 1. 
В новой системе координат ~' 'У1 , ~ формулы (108.21) примут вид 

11_t-~~ =01 
~~-~~=о ' 
s~ - 1')~ = с 

так как s = О и ~ = О. Третье уравнение с учетом (108.34) примет вид 

r2'6 = с 
и дает возможность найти зависимость угла{}, от времени. 

( 108.39) 

(108.40) 

Плоскость орбиты спутника, движущегося в центральном поле, проходит 
через начало координат и пересекает плоскость экватора вдоль л и н и и 

уз л о в OQ (рис. 184). Точка, в кото- N 
рой спутник пересекает плоскость эк­
ватора с юга на север, называется вос­

ходящим узлом. Угол XOQ называется 
долготой восходящего узла и обозна­
чается Q. У гол между касательной в 
восходящем узле к орбите в направле­
нии движения тела и касательной к эк­
ватору в направлении оси У называется 
н а к л о н е н и е м о р б и т ы и обоз-
на чается через i. У гол i изменяется от (} 
0° до 180°, причем если i превышает 90°, 
-то считают, что движение обратное. 
Углы Q и i определяют ориентацию пло­
скости орбиты в пространстве. Угол Х 
QOn, отсчитываемый в направлении дви­
жения по орбите, определяет положе-
ние перигея n и обозначается через ffi. 

Он называется расстоянием перигея от 
узла и определяет ориентацию орбиты 

z 

Рис. 184 

(1 

в ее плоскости. Угол nOC называется истинной аномалией и обо­
значается через ,fi,. Элементы а - большая полуось и е - эксцентриситет опре­
деляют форму и размеры орбиты. Время вводится посредством задания 't' -

м о м е н т а п р о х о ж д е ни я n е р и г е я. Таким образом, а, е, i, Q, 
(t) + {}, и 't' могут рассматриваться как шесть независимых элементов, которые 
полностью определяют орбиту и положение тела на орбите в любой момент 
времени. 

У становим связь постоянных интегрирования с-и Г и элементов орбиты. 
На основании: (108.38) и (108.39) запишем 

р2 dt} 
---=----. -- = с 
( 1 + е · сщ, i:t) 2 dt (108.41) 
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или 

р2 dft 
dt = - . ----~ 

с ( 1 + е , cos f}) 2 • (108.42) 

Возьмем интеграл от момента прохождения ИСЗ через перицентр i- до 
момента t, соответственно {} изменится от нуля до {}. Имеем 

'6' 

t- т = _Е!__ s df} 
с (1 + е, cos f} )2 • (108.43) 

о 

Будем полагать, что движение эллиптичесRое, т. е. О < е < 1. Введем 
новую угловую переменную Е (эRсцентричесRая аномалия), определяемую 
следующей ПОДСТаНОВRОЙ 

Отсюда имеем 

Е 1/1-е f} 
tg 2 = V 1 + е • tg 2 · 

2 Е dE - 1 / 1-е 2 f} d··C\, sec 2 - J1 1 + е • sec 2 u·, 

следовательно, 

d{} Y~·dE 
1-е2 • cos Е ' 

Далее имеем: 

и 

f} 
1-tg22 1-е2 

1 + е · cos {} = 1 + е {} - 1 _ е cos Е • 
1+tg22 

Подставляя полученные выражения в интеграл (108.43), найдем 
'\) Е 

S d{} s (1-е eos Е) dE 1 
(1+ec()sf})2 = (1-е2)'/2 = (1-е2)•/2 (E-esinE) 

о о 

р2 
t-i-- ----(Е-е sin Е). 

- с ( 1 - е2) э / 2 

TaR каR для эллипса справедливо соотношение 

а=-Р __ 
1-е2 

и учитывая 

найдем оRончательно 

е2 
Р=-, µ 

1:'
1
ii (t ~.;) = Е -е sin Е. 

а 2 

(108.44) 

(1С8.45) 

(108.46) 

(108.47) 

(108.48) 

(108.49) 

(108.50) 

(108.51) 

Это уравнение называется уравнением Кеплера и дает исRомую зависи­
мость угла Е от времени. Величина 
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- Уµ 
n - а; 

а 2 
(108.52) 



называется средним движением, и вместо эксцентрической аномалии Е рас­
сматривают величину средней аномалии М 

М =: п (t-т). (108.53) 

Тогда уравнение :Кеплера запишется как 

М =-= Е - е sin Е. (108.54) 

Заметим, что величина п определяет период невозмущенного движения ИС3 

(108.55) 

Таким образом мы получаем эллиптическую орбиту невозмущенного дви­

жения ИС3 и закон движения по ней. Векторы с-и Гопределяют ориентацию 
()рбиты в пространстве. 

В соответствии с рис. 184 нетрудно убедиться, что 

...:!.. = sin i · sin Q 
с 

!!_ = -sin i · cos Q 
с 

~ = cosi 
с 

j1 = cos ro . cos Q - sin ro · sin Q · cos i 

j2 = cos ro. sin Q + sin ro · cos Q · cos i 

} = sin ro . si.n i 

(108.56) 

Часто вместо истинной аномалии{} пользуются так называемым аргументом 
широты и 

и={}+rо. (108.57) 

В случае кругового и почти кругового движения, когда f = О и понятие 
.линии апсид (а, стало быть, перигея и апогея) теряет смысл, а также теряют 
смысл углы {} и ro, отсчитываемые от и до перигея, в качестве основной угловой 
переменной пользуются аргументом широты и (при i =!= О). Теперь имеем все 
шесть постоянных, определяющих некоторую эллиптичес};{ую орбиту невоз­
мущенного движения ИС3. При конкретных начальных данных эти шесть 
постоянных принимают конкретные значения и называются элементами орбиты: 
р - параметр орбиты, который определяет размеры эллипса; вместо пара­
метра р 'часто употребляется большая полуось а, а иногда связанные с ней 
период обращения Т или среднее движение п; е - эксцентриситет эллипса; 
Q - долгота восходящего узла, которая определяет ориентацию плоскости 
<>рбиты в пространстве; i - наклон плоскости орбиты к плоскости земного 
:экватора; ro - угловое расстояние перицентра (линии апсид) от узла (от линии 
узлов); т - момент прохождения ИС3 через перигей. 

Иногда вместо р и е в качестве элементов рассматриваются величины r1r. 
и ra - расстояния в перигее и апогее. Они определяются по следующим фор­
мулам: 

rn=a(1-e), ra.=a(1+e). (108.58) 
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Этn величины особенно полезны при изучении эволюции эллиптической 
орбиты под действием возмущений. Вместо т, как уже говорилось выше, иногда 
употребляется в качестве элемента величина М O (средняя аномалия :в эпоху), 
которая более универсальна, чем т, так как сохраняет физический смысл при 
круговом движении, когда т не имеет смысла. 

Приведем полное решение задачи о невозмущенном движении ИС3, т. е. 

формулы, определяющие координаты х, у, z и компоненты скоn()сти х, у. z 
в любой момент времени. 

Из выражений (108.31) и (108.56) имеем 

х = l!.. 6 + с2/з-сз/2 У/=, .• cos{}. (cos ш · cos Q- sin Ш • sin Q · cos i) + 
f cf 

+ r. sin {} ( -sin ш . cos Q - cos ш. sin Q. cos i) = 
= r (cos ({} + ш) · cos Q- sin ({} + ш) · sin Q · cos i]. 

Так как {} + ш = и, то 

х = r · ( с os и · cos Q - sin и · sin Q · cos i). 

Аналогично получаются две другие формулы для у :и z. Окончательно 
имеем 

х = r · ( cos и· cos Q - sin и· sin Q · cos i) } 

у= r· (cos и· sin Q+sin и· cosQ. cos i) , 

z = r · (sin и· sin i) 

(108.59) 

Составляющие скорости можно получить прямым дифференцированием 
формул (108.59), но можно исходить из следующих соображений. Rомпоненты 
скорости, радиальная и трансверсальная, равны 

(108.60) 

. ce._q,vµ •д ) v =r =-•Slllu= --e-Slnu· 1 r р р 

V
- >. 

Vu = rft = : (1 + е • coslt) = ~ (1 + е · cos {}) j 
Первая формула получается дифференцированием уравнения (108.38) 

с последующей заменой {} из выражения (108.39), а вторая - из (108.39) с под­
становкой вместо r его значения (108.38). 

Направляющие косинусы радиуса-вектора r, равныА 

х 

cosa,=--;:-, COS ~r = ..JL, 
r 

z 
cosy, =,:, 

определяются формулами (108.59), а направляющие косинусы трансверсаль­
ного направления - формулами 
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d cos аи 
du 

а cos Ви 
du 

= -sin u. cos Q-cos u-sin Q. cos i 1 
= -sin и. sin Q + cos и· cos Q. cos i } . 

d cos Vu = cos 1,1, • sin i 
d11 

1 
J 

(108.61) 



Теперь имеем 

. d cos аи vµ ) 
X=COSCXr·Vг+ dи •Vп= p•[e-sin\t•(COSU·COsQ-

-sin U· sin Q · cos i) + (1 + е •cos \t)• (-sin и· cos Q- cos и· sin Q. cos i)] 

. а cos Вп J 1µ . · 
y=COS~,vг+ dи •Vn= J/ p•[e·SШ\t·(COSU•SШQ+ 1 

+ sin и• cos Q · cos i) + ( 1 + е cos {}) · ( -sin и· sin Q + cos и· cos Q · cos i)] · 

. + d cos 'V и vµ [ . .(\. . . . + 
Z = COS У r • V r du • V п = р • е · Slll u· • Slll и · Slll i 

+ (1 + е · cos \t) · cos и· sin il J 
(108.62) 

Формулы (108.59) и (108.62) дают общее решение задачи о невозмущенном 
движении ИС3, Rоторое зависит от шести произвольных постоянных - эле­
ментов орбиты невозмущенного движения. Приведем сводRУ формул и схему 
определения элементов орбиты невозмущенного движения по начальным 
данным. 

Пусть в момент t O (начальный момент времени или <<эпоха>>) заданы вели-

чины х 0 , у 0 , z 0 , х 0 , у 0 , z·0 • Определим элементы р, е, Q, ro, i и 't. 

Формулы (108.21) дают значения постоянных площадей 

С1 = Уо • Zo -zo · Уо; С2 =Zo· Хо- Хо· Zo, Сз = ХоУо- УоХо; 

с= V с~+ с:+ с;. 
Формулы (108.28) дают значения постоянных интегралов Лапласа 

µхп · · f1 = - -r-+ УоСз-ZоС2; 
о 

µцо +· . 
/ 2 = - -- z0c1 - х0с3; ro 

µzo . • 
fз= ---+хоС2-УоС1; ro 

f = Vt~ +!~ + t;, 
По формулам (108.37) найдем значения параметров орбиты 

с2 f 
р=µ· е=µ· 

Формулы (108.56) однозначно определяют углы Q, ro и i: 

• С3 cosi=-;-, Г\ С2 tg,:,,.:.=--, 
С1 

Остается найти 't. Из (108.31) найдем 

r: !1 + /2 + fз 
':Jо=тХо т Уо -f- Zo 

sin ro = ~з · cosec i. 

r = Vx2 + у2 + 2 2-= VE.2 + '112 
о о · о о ~о ·10 

(108.63) 
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Формулы (108.34) определяют начальное значение истинной аномалии 

• д, YJo д so 
SIП V'o = -, cos Uo = -. 

ro ro (108.64), 

Из (108.44) находим начальное значение эксцентрической аномалии 

Ео v 1-е {}0 
tgт = 1+е •tgy, 

а из уравнения Кеплера - среднюю аномалию в эпоху М 
0 

M 0 =E0 -e-sinE0 • 

Теперь из соотношения (108.53) получим 

1 
't=fo--;::-·Mo, 

где п определяется уже найденными значениями р и е как 

Vµ Vµ · (1-е2) 3

/ 2 v- ( 1-е2 ) 1/2 
п - -- - ----'---- - µ • --- а11!2 - рз/2 - Р • 

(108.65), 

(108.66} 

(108.67) 

(108.68) 

Таким образом, может быть задано полное решение задачи невозмущен­
ного движения ИСЗ. 

Если ось х направить в восходящий узел орбиты, то уравнения (108.59), 
примут вид 

Х =Г· COS и } 

у= r · s~n. и. c~s ~ . 
Z = r • Slll и • Slll Z. 

В то же время, в соответствии с рис. 184, 

Отсюда 

x=r-cosб,cos(Q-a)} 
y=r-cosб-sin(Q-a). 

z = r· sin 8 

tg (Q -а)= cos i · tg и) 

sin 8 = sin i · sin и · 

"Учитывая (108.38) и то, что 
r1-e2 1 + е · с os {}, = 1- е • cos Е ' 

получим 

(108.69) 

(108. 70} 

(108.71) 

(108. 72) 

r =-Р- · (1-е · cos Е) = а (1-e•cos Е). (108.73) 
1-е2 

"Уравнения (108.70) и (108.73) дают связь сферических координат at б, r 
спутника с элементами орбиты. 

2. Возмущения в движении И С 3 

Гравитационное поле Земли в действительности не является полем цен­
тральной силы из-за несферичности Земли и неравномерности распределения 
масс внутри нее. Кроме того, на движение спутника действуют притяжения 
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1 Луны и Солнца, силы сопротивления атмосферы солнечного давления и т. п. 
В результате действия этих возмущающих сил действительная орбита является 
не коническим сечением, а сложной пространственной кривой. Возмущения 
делятся на периодические и вековые. Периодические возмущения влияют на 
мгновенное положение возмущаемого тела и, в свою очередь, подразделяются 

ва короткопериодические и долгопериодические. Вековые возмущения про­
порциональны времени. Они больше воздействуют на форму и ориентацию 
орбиты в пространстве. Возмущение, обусловленное сжатием центрального 
тела, имеет вековой характер. 

Задача исследования возмущенного движения достаточно сложна. Наиболее 
плодотворной идеей для изучения возмущенного движения является идея 
оскулирующего движения. Она заключается в приближении дуг действительной 
орбиты (возмущенной орбиты) дугами невозмущенной орбиты. Такая невоз-
мущенная орбита называется соприкасающейся u, 
(оскулирующей) орбитой. Таким образом, оскули­
рующая орбита определяется как кеплерова ор­
бита, элементарная дуга которой совпадает с эле­
ментарной дугой действительной орбиты. 

Невозмущенное движение определяется шестью 
постоянными величинами р, е, Q, ro, i, 't. Пусть в 
момент t на ИСЗ подействовала малая возмущающая 
сила ЛF и длительность этого воздействия Лt мала. 
В результате вместо движения по орбите р, е, Q, х Р 

185 
(1), i, 't спутник будет двигаться по орбите р + Лр, ис. 
е + Ле, Q + ЛQ, ro + Лrо, i + Лi, 't + Л't, близость которой к невозмущенной 
орбите определяется величиной возмущающей силы. Rак только действие силы 
прекратится, орбита станет кеплеровым эллипсом, но другим. Построив такие 
эллипсы для моментов t+Лt, t + 2Лt и т. д., получим непрерывное изменение 
элементов под действием возмущающей силы. Орбита, таким образом, полу­
чается как набор точек, каждая из которых лежит на определенном оскулиру­
ющем эллипсе. Изменение оскулирующих эллипсов описывается функциями 
р (t), е (t), Q (t), i (t), 't (t). 

Обозначив через V потенциал поля, в котором движется спутник, а че­
рез ,.i, - потенциал возмущения, получим 

(108.74) 

Движение по возмущенной орбите определится следующей системой диф­
ференциальных уравнений: 

x=-f+gxl r3 в 

.. µу 1 

у= - ,з+g~ 1' 
z· = - ~+ gz 

rз в J 

(108.75) 

тде g;, g~, g: - проекции возмущающего ускорения на оси х, у, z. 
В дальнейшем удобнее воспользоваться проекциями возмущающего уско­

рения на оси r, s, w (рис. 185). В этой системе координат начало отсчета рас­
положено в центре масс спутника, а направление осей выбрано следующим 
<>бразом: r направлена по радиусу - вектору, s лежит в плоскости орбиты 
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и направлена под углом 90° к радиусу-вектору в направлении трансверсальной 
скорости, w направлена по нормали к плоскости орбиты в направлении вектора 
кинетического момента. 

Уравнения связи координатных систем х, у, z и r, s, w (без учета сдвига) 
запишутся так: 

х = (cos и· cos Q_ sin и· sin Q · cos i) r + ) 
+ (cos и· sin Q. cos i- sin и· cos Q) · s + sin Q. sin i · w 1 

Y=(cosu•sinQ+sinu•cosQ-cosi)·r+ . 

+ (cos и· cos Q · cos i -sin и· sin Q) · s- cos Q · sin i · w \ 

z = sin и· sin i · r + cos и· sin i · s + cos i · w 

(108.76) 

Для полного определения оскулирующей орбиты необходимы 6 дифферен­
циальных уравнений первого порядка 

d (элемент)/dt = f (остальные элементы g;, g~, g~)· (108. 77) 

В курсах небесной механики (например, см. М. Б. Балк <<Элементы дина­
мики космического полета>>, <<Наука>>, 1965 г.) приводятся выводы этих урав­
нений 

dQ _ r sin и w 
dt - Vµp • sin i ·gв, 

di r cos и w 
Тt = Vµp ·gв, 

:: = -V : · { sin ~ · g~ + [ (1 + ; ) · с os ~ + е ; } g~} 

.!!:!!_ = 2r 1 / .!!.... • gs 
dt V µ в 

dw -vp [ cos {} ( 1 r ) sin {} r . . -= -· ---·g'+ +- ·--·g8 --·ctgz-sшu ·gw dt µ е в р е в р в 

~ = _:::_ [(е· sin,'t -N -cos {}) · g' +.1!.... -N. gs] 
dt еµ. в 2 в 

где 
'{j-

N = 2р2 f cos{}-d{} 
,2 J (1+ecos{})3 • 

о 

} ' (108.78) 

(108.79) 

Во многих практически встречающихся случаях возмущающее ускорение 
не зависит от времени t, и целесообразно за независимое переменное принять 
аргумент широты и. 

Так как 

dи Vµp 
dt = 7зг , (108.80) 

rде 

1 Г = --r-,,.3 ______ ' 

1 - - • ctg i • sin и . gw 
µр в 

(108.81) 
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то 
dQ rЗГ-sinu 

-----•gw 
dи µ,р. sin i в 

di rЗГ _ - = --·COS u•gw 
dи µ,р в 

.!:!_ = r2Г • [sin {} , gr + cos {} ( 1 + ..::_) · gs + е ~ g121J 
du µ,е в р в р в 

dp 2r3Г s 
du =-µ,-gв 

1 
. (108.82) 

!!:.!:!_ = r2Г . [cos{}. gr +esin {} (1 +~) · gs -е~ · ctg i · sin ugwJ 
du µе в р в р в 

.!!.3:_= r 4Г _ ·[(e,sin1tN-cos1t)gr+L.N,gsJ 
dи еµ,. -V µр в 2 в 

Данную систему решают численно. 
Рассмотрим частные случаи учета возмущений: 
1. "Учет сжатия Земли (б е з в ли я ни я атм о с ф е р ы 

с ил). 

и других 

Как следует из формулы (108.4), возмущающий потенциал 
ции Земли, обусловленный сжатием Земли, имеет вид 

силовой функ-

µ ( R )2 1 . 2 i Va=l 2 -· - ·-;-(Зsш 1-/)- ), 
r r 2 

где R - экваториальный радиус Земли, r и ч; - радиус-вектор 
ческая широта ИСЗ. 

Величина 1 2 может быть представлена через 
угловую скорость Земли ffi, ускорение силы тя­
жести на экваторе g э и сжатие Земли а как 

(108.84) Q 

(108.83) 

и rеоцентри-

с 

Проектируя на небесную сферу экватор и Рис. 186 
меридиан спутника, получим прямоугольный сфе-
рический треугольник (рис. 186), из которого имеем 

sin 1-jJ = sin и· sin i (108.85) 

и 

Va=l 2 • ~~
2 

·(3-sin2 usin2 i-1). (108.86), 

Компоненты возмущающего ускорения равны 

дVа ) 

g~=~ l 
g~ =+· д~а 1 

1 дVа 
g'ID----
a,- 2sinu 

0

дi J 

(108.87} 
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или, с учетом (110.86), равны 

g~ = - ~ 12 • µ~
2 

· ( 3 . sin 2 i · sin 2 и - f) )! 
s 3 / µR2 . 2 . 2 . g =- 2·--·SШ U•SШ Z 
а. 2 r4 • 

n10 3 [ µR2 . . 
2

. 
бrt =- 2·--· SШ U·Slll i 

а. 2 r4 

1 
1 , 

(108.88) 

Для практических расчетов удобно перейти к секундному изменению 
элемента 

1 
у· [d (элемент)]/dN], (108.89) 

d (элемент) , б · О 
где dN - изменение за Lодин о орот "спутника, т. е. от и = до и = 
= 2n, и Т - период одного оборота. 

Начнем с долготы восходящего узла Q и аргумента широты ro. 
Подставим выражение (108.88) в правые части дифференциальных уравне­

ний (108.84), получим систему, определяющую зависимость оскулирующих 
элементов от и. При этом, считая в первом приближении r ~ 1, имеем 

dQ rз . sin и 3 I µR2 . . '). - = · . • '7"'8 • 2 ' -- · Slll U • Slll ...,i du µр · sш i .!. · r4 
1 

dro r2 [ д 3 / µR 2 (З . 2 • • 2 1) + - = -· -cosu··- 2·-- s1n i-s1n и- .· du µе 2 r4 

+ . ..Q. ( 1 + 2 ) 3 I µRz . 2 . 2 • е · sш u· • Р · 2 2 • ~ • sш и· sш i -

- е - · с g z • sш и· - · 2 -- s1n и• s1n i = r t . . 3 / µR2 . . 2.] 
р 2 r4 

= !.:_.]_.12 • µRz . [cos t} (1- 3 sin2 i · sin2 и)+ 
µе 2 r4 

+ е . sin {}. ( 1 + ; ) . sin 2и • sin 2 i - е ; • sin 2 и . с tg i . sin 2i] J 

Положив ~в течение одного оборота р, ю и i постоянными, получим 

и 

dQ лRZ . ( рад ) } -- = 312· --· cos i --dN р2 с 

dro лR2 . рад 
-= 312 ·-. ·(5cos2 i-1) (-) dN р2 с 

Q = dQ/dN = 1800 • 86 400 .l_. / Х 
Т л 2 2 

-vµ ( R ) 
7 

/ 2 cos i ( град ) 
х w· rcp • (1-е2) 2 сутки 

Ф=--•86400•-·/2 -• - · · 180 3 ·v µ ( R ) 'li 
п 2 R 3 rcp 

5 cos2 i-1 
(1-е2)2 

:где rcp - среднее расстояние спутника. 
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(108.90) 
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Подставляя числовые значения J 2 = 1082,8°10- 6 км3/с 2 , µ = 398~600 км/с, 
R = 6378 км, получим 

• ( R )¼ Q~ -10, - •COSi, 
rcp 

( 
R )

7
/2 ffi~5 - ·(5cos2 i-1). 

rcp 

(108.93), 

Другие элементы орбиты (р, i, е, 't) из-за сжатия Земли испытывают до­
вольно значительные периодические изменения. Однако окончательные изме­
нения этих элементов орбиты за один полный оборот весьма малы. 

Сжатие Земли оказывает влияние на положение орбиты в пространстве; 
на форму и размеры орбиты сжатие Земли практически не влияет. Оно вызывает 
вращение восходящего узла орбиты в направлении, противоположном напра­
влению вращения спутника; в течение небольших промежутков времени (в слу­
чае близких спутников Земли - до нескольких суток) это вращение можно 
считать равномерным. Для полярного спутника не происходит вращения узла; 
для экваториального спутника это вращение может составлять около 9 оборотов 
в сутки. Перицентр спутника вращается в плоскости орбиты практически 
равномерно, причем при i < 63° - в направлении движения спутника, а при 
i > 63° - в противоположном направлении; при i = 65° перицентр будет 
перемещаться со скоростью 0,4° за сутки; для экваториального спутника вели-
чина ro может достигать 17° за сутки. Чем больше полуось а спутника, тем 
медленнее будут вращаться плоскость орбиты и большая полуось орбиты. 

2. Влияние сопротивления атмосферы Земли на движение спутника. 
Движение спутника Земли происходит на таких высотах, где плотность 

атмосферы чрезвычайно мала. Так, например, плотность атмосферы на высоте 
240 км: меньше плотности атмосферы на уровне моря в 1010 раз. Тем не менее 
от оборота к обороту тормозящее действие атмосферы наRаnливается и заметным 
образом меняет орбиту ИСЗ. Компоненты возмущающего усRорения равны 

1 А 1 А g'---c -p·V·V· g5 =--c.-p·V·V (108.94} в- ') хт г, в 2 хт п, 

где V, - радиальная скорость; Vn - трансверсальная скорость. 
Величины V, и Vn в зависимости от элементов и истинной аномалии {)-, 

определяются формулами (108.60), а полная скорость V - формулой 

V=VV;+V~ = -V~ ·V(1+2ecos,Э,+e2). (108.95} 

В соответствии с уравнениями ( 11 О .82) получаем 

(108.96) 

Таким образом, сопротивление атмосферы не приводит R изменению, поло­
жения плосRости орбиты спутниRа. Если учесть формулы (108.82), (108.60),. 
(108.94), (108.95), получим 

d р 1 А р У 1 + 2е cos {} + е2 
du = - 2 Сх-,,; р (1 + е · cos {})2 

(108.97} 
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Система нелинейных дифференциальных уравнений решается численно. 
Эволюция орбиты под действием сопротивления атмосферы происходит 

следующим образом: орбита становится все более Rруговой, высоты перигея 
и апогея снижаются, причем высота апогея уменьшается быстрее. 

В заRлючение отметим следующее. Нами были рассмотрены примеры учета 
'Возмущающего действия на движение ИС3. Общая теория учета возмущений 
очень сложна. Основной идеей этой теории является разложение в ряд воз­
мущающей фунRции. Это разложение обычно ведется по степеням неRоторого 
малого параметра, и наиболее существенным вопросом является вопрос о схо­
димости этого ряда. Rроме того, в разложении этого ряда могут встретиться 
таR называемые р е з о н а н с н ы е ч л е н ы, которые значительно услож­

яяют вопрос о сходимости этого ряда. 

§ 109. ОбработRа фотографичес«их наблюдений ИСЗ 

Обработка фотографий ИС3 на фоне звездного неба во многом зависит от 
типа съемочной Rамеры и методики наблюдений. Эти отличия особенно сRазы­
ваются на предварительной обработRе негативов и лент печатающего хроно­
графа. ОднаRо основные принципы обработRи остаются общими. В результате 
обработRи лент печатающего хронографа получают эталонные моменты все­
мирного времени для середины экспозиции спутниRа и звезд. На негативе 
измеряются прямоугольные Rоординаты х, у опорных звезд, спутниRа и поло­

жение проеRции оптичесRого центра. В эти измерения вводятся поправRи за 
дисторсию объеRтива, рефраRцию и аберрацию. Из звездных Rаталогов выби­
раются прямые восхождения и склонения опорных звезд на нормальную эпоху 

Т O = 1950,0. С учетом фаRтичесRого смещения звезд за время, протекшее 
с эпохи Т O до эпохи наблюдения спутниRа Т, вычисляют прямые восхождения 
и склонения звезд на эпоху Т 

а = а0 + µа. · ( Т - Т 0) } • 

8 =80 +µб· (Т-Т0) 
(109.1) 

Далее сферичесRие координаты а и 8 спутниRа можно получить следу­
ющим образом. Предположим, что фотографичесRая пластинRа перпендику­
лярна R оптичесRой оси инструмента и параллельна плосRости, Rасающейся 
небесной сферы единичного радиуса в точRе 6 пересечения ее с оптичесRой осью 
камеры. Пусть на этой плосRости имеется система Rоординат с началом в точRе 0-, 
причем ось'У] направлена на север, а ось ( перпендикулярна R ней и направлена 
на востоR (рис. 187). Гномон и чес R у ю пр о е R ц и ю этой системы 
Rоординат на фотопластинRу назовем и де ал ь н о й с и ст ем ой R о о р­
д ин ат s, 1'1. Если сх. 0 и 8° есть прямое восхождение и СRлонение точRи О, 
а/ - фокусное расстояние Rамеры, то в соответствии с уравнениями гномони­
ческой проекции 

ctg6•siп(a-q
0

) } 

S = f ctg 6 · cos ( а- а0 ) cos 6° + siп 0° 

cos о0 -ctg о· cos (а-а0 ) • siп о 0 
• 

fl =/ ctgc>0 •COS(a-a0 )•COSc> 0 -t-siпo 0 
(109. 2) 

Отличие измеренных Rоординат х, у от идеальных зависит от несовпадения 
их нача.л. непараллельности осей -координат, неперпендиRулярности осей х и у 
и оптической оси по отношению к фотопластинке, неточности введения поправок 
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за рефраRцию, дисторсию и аберрацию и т. п. Если эти отличия невелиRи, то 
преобразование Rоординат х, у в ~' 11 может быть представлено в линейном: виде: 

~=Ах+Ву+Е} 
с D F 

. (109.Я) 
1)= х+ У+ 

Если отличия велиRи, то преобразование должно содержать члены 2-го 
порядRа или даже выше. 

у 

х 

Рис. 187 

Постоянные пластинRи А, В, С, D, Е, F можно получить из решения урав­
нений (109.3), если получены изображения не менее трех звезд. Обычно берут 
больше звезд и постоянные определяются по методу наименьших Rвадратов. 
Определив постоянные пластинRи, вычисляем Rоординаты спутниRа 6с и Тl с 
по формуле (109.3) и затем а.с и бс по формулам 

tg (а -а)= "'с } с O f · cos бо-11с sin t,o 

tg <\ = (sin бо+11с cos бо) · cos (ас-ао) • (
1

0
9

.4) 
f • cos бо-f)с sin бо 

'Координаты ас и бс ИС3 получаются в той же системе, в ноторой заданы 
координаты опорных ввезд. 
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§ 110. Синхронный и орбитальный методы 
Методы решения геодезических задач с помощью ИСЗ принято подразде­

лять на метод синхронных наблюдений и орбитальный. При синхронном методе 
спутник используется как высоко поднятая цель, на которую одновременно 

(или почти одновременно) производятся наблюдения с точек с известными 
и неизвестными координатами. Метод синхронных наблюдений сложен органи­
зационно, так как требуется одновременная видимость ИСЗ с различных точек. 
Синхронизация наблюдений ИСЗ с различных станций может быть организо­
вана специальной службой единого времени на наземных станциях либо дис­
кретной подачей светового или радиосигнала со спутника. Здесь следует обра-

тить внимание на то, что так как объект 
Z движется, то действительно одновременные 

наблюдения должны быть отнесены к мо­
менту времени, соответствующему подаче 

светового импульса с объекта, а не к мо­
менту приема импульса наблюдателем. Од­
нако и при активном спутнике будут си­
туации, когда одна станция видит спутник, 

а другая еще нет (например, при неболь­
шой облачности). Таким образом, на прак­

,,------------У тике довольно часто возникают условия, 

когда наблюдения производятся не совсем 
синхронно. 

Если время наблюдений (в единой системе 
Х времени) фиксируется достаточно точно и 

Рис. 188 интервал между наблюдениями с разных 
станций не очень велик, то такие наблюде­
ния называются квазисинхронными и могут 

быть также использованы для определения взаимного положения станций. 
В этом случае с разных станций (например с двух) получают дискретную за­
пись измеряемых координат а' и б' и соответствующие метки времени Ti. 
Затем интерполированием получают значения а' и б' на обеих станциях на 
эти моменты времени Т 1 , Т 2 • Таким образом, квазиодновременные наблюдения 
могут быть приведены к синхронным. 

Решение динамических задач геодезии основывается на наблюдении изме­
нений параметров орбиты во времени под влиянием возмущающи~ сил, иа 
которых основная - это нецентральность гравитационного поля Земли. 

1. Основное уравнение космической геодезии 

Приведем далее вывод уравнения, которое часто называют основным урав­
нением космической геодезии. Пусть со станции М измерены на искусственный 
спутник С топоцентрические координаты r', а' и б' (рис. 188). "Уравнение, 
связывающее положения точек М и С, будет 

Йс= Rм+?, (110.1) 
где Rc и Rм - соответственно геоцентрические радиусы-векторы точек М 
и с' а r' - топоцентрический радиус-вектор точки м' т. е. 

Rc=(::), Rм=(::), ?=(:J). (110.2) 
Zr, Zм zc 
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Введя вектор т направляющих косинусов линии МС 

(т
1) (cos б" · cos а") 

т = m2 = c~s б" · sin а' , (110.3) 

тз sш б" 

запишем уравнение (110.2)-как 

(110.4) 

где r' - длина вектора rт. 
Считая, что приближенные положения точек М и С известны, получим 

формулы, связывающие поправки к приближенным координатам Rc и Rм, 
для чего дифференцируем уравнение (110.4): 

dRc=dRм +r' · dm + т. dr'. (110.5) 

Дифференцируя уравнения (110.3), получим 

dm1 = -(cos а"· sin б'), dб" -(sin а"· cos б') · da" } 

dm 2 = -(sin а./· sin б') · do" + (cos а"· cos б") · da" . 

dтз = cos б· . do' 

(110.6) 

Теперь система уравнений (110.5) может быть записана в виде 

dXc-dXm =, -r' cos а"· sin б" · dб' -r" · sin а"· cos б" -da' + cos а"· cos о"· dr, 

dY c-dY т = -r' sin а"· sin б" · dб' +r' · cos а"· cos о"· da' +sin а'· cos б', dr', 

dZc = dZm = r' cos б" dб' + sin о' · dr" 

или 

·(

1 

dX с - dXm') (-r" · cos а" · sin б" 
dY с - dY т = -r' · sin а" · sin б' 

-r' · sin а' · cos б" 

r1 
• cosa" · cos о" 

cos а" . cos б") (do") 
sin а' . cos о" . da" , 

dZ0 -dZm r'',cosб" 

или 

(

dX с - dXm) (-cos а" • sin б' 
dY с - dY т = r' -sin а' · sin б" 

dZc -dZm cos б' 

Запишем уравнение (110.5) как 

о 

-sina' 

cosa" 

о 

sin о' dr' 

cos а'· cos б' ( dб" ) 
sin а".· cos о').. cos о': da" . 

• s:., dr 
Slllu -

r' 

dR с- dR т = r" · Q т. dl, (110.7) 
где 

31• 

(

--cos а". sin о" 

QT = -sin а'· sin О' 

cos б' 

-sina} 

cosa' 

о 

cos а" cos б') 
sin а' cos о" ; 

sin б' ( 

do" ) dI = cos о' aafl . 
dr' . 
r' 
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Нетрудно уuедиться, что 

1 
Тогда, умножив уравнение (110.6) слева на 2' Q, получим 

dё=J:,·Q ·(dRc-dRm) r (110.8} 
или 

cos ;·, da' = +--( -sin а' 
( 

dб' ) -cos а!· sin б' -sin а' · sin б' 

cosa' О dYc -dY т • (110.9} 
cos б') (dX с - dXm) 

-,- cos а~ · cos б' 
r 

sin а'· cos б' sin б' dZc - dZm 

-Уравнение (110.8) и является основным уравнением космической геодезии, 
так как оно дает связь измеряемых топоцентрических координат а', б', r' 
с определяемыми параметрами dR.c и dRm (последние можно рассматривать :как 
поправки к приближенным значениям координат наземных станций и положе­
ний спутника). 

При численном решении уравнений (110.9) величины dб', da', dr' пола­
гают равными разностям между измеренными значениями и значениями, вы­

численными по приближенным координатам точек М и С, т. е. 

dб~ = б~зм - б~ыч } 
" ' 1 da = аиэм - авыч • 

dr' = r~эм- r~ыч 

(110.10) 

Если измеренных величин больше, чем определяемых параметров, то по­
следние оценивают статистически. 

Если координаты Rm точки М известны, то основное уравнение прини­
мает вид 

- 1 -
de=-, QdRc. r 

(110.11) 

Если же известны координаты спутника С, а координаты точки М опре­
деляются, то 

- 1 -
de=--, QdRm· 

r 
(110.12) 

-Уравнения (110.11) и (110.12) представляют собой системы трех уравнений 
с тремя неизвестными параметрами и могут быть однозначно разрешены. Зна­
чит, для определения координат спутника С, при: известных координатах 
точки М, достаточно определить с одной станции а', б', r'. То же справедливо 
и для решения обратной задачи. Поэтому будем рассматривать лишь задачу 
определения координат спутника С, т. е. только уравнение (110.11), так как 
все выводы для обратной задачи получаются аналогично. Будем считать, что 
наблюдения производились синхронно. 

Предположим, что на станции М измерено только топоцентрическое рас­
стояние r' до спутника. Тогда возникает лишь одно (последнее) уравнение 
системы (110.11), а именно: 

drn = (cos а'· cos б' sin а', cos б' sin б') т · dR с. (110.13) 
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Здесь а' и б' вычисляются по приближенным формулам ноординатам точен М 

и С. Совершенно очевидно, что для определения вентора dRc необходимо иметь 
три уравнения типа (110.13), что может быть получено лишь при синхронных! 
наблюдениях топоцентричесних расстояний r' с трех станций. Тогда вместо 
уравнений (110.11) получим систему уравнений вида 

(

dr;) (cos а~ cos 8~ 
dr~ = cos а~ cos 8~ 
dr3 cos а3 cos 83 

sin а~ cos о~ sin о~) (dX с) 
sin а; cos о; siп о; . dY с . (110.14) 

sin а; cos о; sin о; dZc 

Если на наземной станции измерялись лишь тоnоцентричесние угловые 
ноординаты а' и б', то вознинают лишь два первых уравнения системы (110.11): 

-sin а' · cos 8' 

cosa~ 

Этих уравнений танже недостаточно для определения всех трех параметров 
dXc, dYc, dZc. Поэтому нужно производить наблюдения по нрайней мере с двух 
наземных станций. Тогда получаем систему уравнений 

( 1 ' s;, 
-7·COSa1·COSu1 

1 . ' . s:' - 7 · Slll а1 · Slll u 1 
1 

cos в;. da~ - +-· sin а~ 
=' d s:, 1 ' . s;, 

u 2 1 - 7 •COS а,· SШ u, 

cos б; · da; / - -/:, · sin а; 
t J t 2 

1 . ' . s:' - 7 • Slll а2 • Slll u 2 
2 

'1 ') ( ) 
-, •COS 61 dX 1 r . 

1 

О dY 

1 s;, 
-·COS U2 
r' 

2 

о 

dZ 

j { 
(110.16) 

Система (110.16) содержит избыточные измерения и поэтому должна ре­
шаться по способу наименьших квадратов. 

2. Метод синхр01--1,ных наблюдений 

Предположим, что имеется сеть носмической триангуляции, содержащая 
п + т наземных станций, причем ноординаты п станций (i = i 1 , i 2 , ••• , iп) 
известны, а Rоординаты т станций (j = · . . . ) п * = 11 , J2 , • •• , Jm определяются. усть k 2 J 

для построения сети RосмичесRой триан- ,i {f;-, //', 
гуляции производились синхронные наб- / 1 \ ', , /1 \ \ ~-../' // , 
людения s положений ИС3 (k = k 1 , / 1, lf'}{J!,' 1~' 
k2, . .. , ks)• Наблюдения неRоторых по- w/ / 
ложений ИС3 производились RaR с опре- / \ 1 

деляемых, таR и с известных станций, но \/·. /4 
Rаждое положение ИС3 наблюдалось обя-
зательно с несRольних станций (не ме- t, ;; 

нее двух). С Rаждой станции наблюда- t'z Jj 
лись либо все, либо неRоторые из эле-
ментов а', 8', r'. Обозначим 0ki матрицу Рис. 189 
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l, Q уравнения (110.8), свя3ывающего k-e положение ИСЗ с известной стан­
r 
цией i, а через 0kv - матрицу уравнения, связывающего k-e положение ИСЗ 
с j-ой станцией, координаты которой неизвестны. Матрицы 0kt и 0kf моrут 
быть полными, если наблюдались все элементы а', б', r', или иметь нулевые 
строки, если те или иные элементы не наблюдались. Запишем систему урав­
нений, возникающих для всей сети космической триангуляции, в общем виде 

А dR =dL, (110.17) 

rде вектор dR состоит из векторов dRi и dRk, вектор dL ;_ из векторов dL61 
и dLki· Например, 

(di-i. ) 
k1 

dЙk2 d~kj 

dR = ldйks dL= (110.18) 

dЙj1 
dLk1 

tdii.1. J 

Здесь 

'dX) dЙk=(dY (110.19) 
dZ k 

есть вектор поправок к приближенным значениям координа'I k-ой определяемой 
станции: 

dЙ1=(:) 
dZ i 

(110.20) 

- вектор поправок к:координатам j-ro положения ИСЗ; 

( 

dбkf ) ( dбiti ) 
d[ki = cos б~/ daj ; dL~1 = cos бk,i da; 

drks drkl -- --
rkj rki 

(110.21) 

- векторы свободных членов уравнений, во3никающих на известных и опре­
деляемых наземных станциях по наблюдениям ИСЗ. Матрица А будет определена 
позднее. 

Рассмотрим небольшой пример сети космической триангуляции (рис. 189), 
состоящей из двух станций (i 1 , i 2) с известными координатами и четырех опре­
Аеляемых станций (j 1 , j 2 , j 3 , j 4). Причем наблюдения производились на три 
(k1 , k 2 , k 3) положения ИСЗ так, что каждое положение наблюдалось син­
хронно. 
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Запишем для этой сети уравнения типа ( 11 О .8), возникающие для каждого 
направления на ИС3 со станций j и i: 

ИJIИ в матричном виде 

( -0k1i1 о о 

о -0k1i2 о 

-ek.11 о о 

о -ek2i2 о 

dlk1i1 = 8k1i1. d.Rk1 

dtk1l2 = ek1i2 · dii.k1 

dlk1i1 = ek1i, · (dйk1 -diijJ 

dlk1i2 = ek1i2 · (dRk1 -- dR.j2) 

dlk2i1 = ek2i2 · dR k2 

) 

dlk2i1 = ek2i1 · (dRk2 -dR.jJ 

ii.,1, = 0.,1 •. (dй., -dй 1,) 1 
dlk2la = ek2i• · (dйk2 - dRia) 

dlk2J, = ek2i,. (dй.k2 - dйj4} 

dlkзi1 = ek2i1 · (dRk, - dRiJ 

d!,kзi2 = 8kai2 · (dR.ka -dRj2} 

dlkai, = ekaia · (dRka -dй.ia) 
dlkзi, = ekai, · (dRka- dR i,) 1 

о ~ ek1i1 о о ) 

о 1 0k1i2 о о 

о о ek2i1 о 

о о ek2i2 о 

о о -ek2iз о о ek2iз о 

о о о -ek2i, ! о ek2i, о 

-8kai1 о о о о о ekзi1 
о -8kai1 о о о о 8kзi2 
о о -8kзi1 о о о ekaia 
о о о -8k2i, : о о ekзj4 

··································································:··················· ······ ········ 

о о о о f 0k1i1 о о 

о о о о :0 
j kii2 о о 

о о о о о 0k2i2 о 

dii.;1 

dЙ.;2 

dii.;8 

dЙ;, 

dйk. 

diik2 

dR.kaJ 

- ) 
dlk,i1 

dlk1i2 

dlk2i1 

dl1t2i2 

dlk2i1 

dlk2J, 

dlk,/1 

dlka/1 

dlk,/1 

dlk,J, 

dlk1i1 

dlk1l2 

dlk2l2J 
Следо»ательно, матрица А из (110.17) может 

М:8.ТрИЦЫ ИЗ элементов 0ki И 0kj таким образом, ЧТО 
быть: представлена 

А= 

Блок из элементов : Блок из элементов) 

-ek1 +ek1 
···················································································· 

о 

j Блок из элементов 

+eki 

(110.22) 

(110.23) 

в виде 
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Определяемые параметры dRi и dRk получаются из уравнения (110.23), 
которое при наличии избыточных измерений может быть решено по способу 
наименьших 1шадратов. 

3. Орбита.л,ъпый метод 

Орбитальный метод использования ИС3 в геодезических целях перспекти­
вен, так как не требует одновременности наблюдений. Однако он требует доста­
точно точного знания теории движения ИС3. Но если пользоваться средними 
значениями элементов, то на небольшом отрезке времени почти круговая 
орбита, подчиняющаяся законам Кеплера, может быть исnольаована в качестве 
первого приближения. В этом случае применение орбитального метода для 
определения координат может быть объяснено следующим образом. Наблюдения 
положений ИС3 с точек, координаты которых известны, выполняются для 
определения элементов орбиты. По элементам орбиты вычисляются коорди­
наты ИС3 как функции времени. По наблюдениям ИС3 с точек, координаты 
которых не известны, определяют последние. 

Обозначим через и вектор, состоящий из следующих элементов орбиты 
на эпоху Т 0 : -

и= (п, е, Q, i, ro, m 0). (110 24) 

Представим вектор и через его приближенное значение и поправки du 
к этому приближенному значению: 

488 

( п 1 dn) 

~1 de 

и=и0+dи= 
dQ 

i+ di 
(110.25) 

(i) dro 

tmoJ ldmo 

Вернемся к уравнению (110.8): 

( dб') da../ 1 - -
=-, ·Q(dRc-dRт)• 

dr' r 

r 

(110.26) 

По аналогии с (110.9) получим, что 

(

- cos а· sinб 

dR,= ~ · - sina• sin б 
соsб 

- sina• соsб 

cos а· соsб 

о 
::;:::::)х( Е. )= 
sшб -R-

= _1 ·Q·( :~ )· R dR' 
-R-

(НО.27) 



Подставив (110.27) в (110.26), получим 

( 

d{j~) ( d{j ) da.'' 1 - da. -=-·Q·Q· -QdRm. 
dr' rR dR 
-,:, -л-

(110.28) 

Но полярные координаты б, а, R выражаются через элементы орбиты сле­
дующим образом: 

a.=Q+arctg-[cosi-tg (w+{})l} 
sinб=sini-sin(w+,&) . 

R = а ( 1- е · cos Е) 

(110.29) 

Входящие в эти формулы дополнительные элементы ({} - истинная ано­
малия, а - большая полуось, Е - эксцентрическая аномалия, М - средняя 
аномалия) определяются следующим образом: ,'} v~ Е) 

tgт= 1-е •tgт 1 

M=E-esinE 

М=М0+п(Т-Т0) 1· 
V-

a= ~2 J 

(110.30) 

Далее необходимо представить приращения сферических координат dб, 
da., dR через приращения элементов орбиты dn, de, dQ, di, dw, dM 0 • 

Запишем 

дб дб об дб . дб дб 1 dn = дп dn + а; de + дQ dQ + аГ di + дrо dw + дМ 
O 

dM 0 

да да да да . да да 
da = дп dn + де de + дQ dQ + дi di + aro dw + дм 

O 
dM O • ( 11 О. 31) 

dR = ~: dn+ ~: de+ ~~ dQ+ ~~ di + ~: dw + l1~ 0 
dM0 j 

Нетрудно убедиться, что 

до дR дR дR 
д~& = О, "aQ = О, дi = О, а"ю = О. 

Далее, с учетом (110.29) и (110.30), получим 

;~ cosб=sinicos(w+,&) д(;t,'}) =sinicos(w+{}) д(~i'l't) :: ~:1 , 

но 

д ( ы + ,'}) = д,'} = 2 cos2 _о:_. -v 1 + е • 1 , -
дЕ дЕ 2 1- е 2 со~2 -4--

,'} ,'} 2 . ,'} {t 
2 tg 2 cos2 

2 Slll-· COS-
sin ,'} 2 2 

-
Е // . Е Е = sin Е ; 

2 tg~ crs·) _:_ 2 SID - · COS-
2 2 2 
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в итоге 

дЕ 1 
дМ = 1-е · cos Е ~ 

дМ = Т-Т 
дп о, 

дб sini·Cos(w+'l',)-sin{}(T-Tn) 
дп = cos б · sin Е ( 1- е • cos Е) 

Подобным же образом 

дб 1 д . . . ( + д) sin i ( + д) д ( + .1:1.) sin i cos и 2 д{} _ 
де = cos б • de Slll z, SШ ffi u· = cos б COS ffi u· & ffi ·v = cos 6 де ' 

если обозначить и = ш + {} и учитывать, что dt} = dш. 
Из (110.30) получим 

и 

1 
'1'} 

cos2 -
2 

д'I'} - t Е . д 1 (~ + 1 (~ д t Е 
де g 2 де У 1-е J" 1-е де g 2 

д'I'} _ 2 '1'} Е 1+е + 2 {} 1/~ t 
2 де-2 cos 2 tg 2 "Ji'f=e'2 cos 2 у i-e .с Е 

cos2 2 

дЕ 
де • 

Так :как 

:е У ~ ~: = У : ~: · 1 ~ е2 ' 

дМ дЕ . дЕ 
-- = -- - sш Е - е cos Е -- = О 
де де де ' 

;~ ( 1- е cos Е) = sin Е, дЕ sin Е 
де= 1-е cos Е' 

'I о 

д{} 2 {} Е 1 (~ 1 1 (~ 2 {} 1 
2 ае=2 cos тtg 2 r 1-е 1-е2 + V 1-е cos 2 cos2 Е 

sin Е 
1-е cos Е 

2 
и окончательно 

дб 
ае= 

Далее 

sin i cos и 
cos о { 

· {} . {} 1 !~ cos ~ 
2 COS --уsш2 1-е + Ji 1-е Е 

cos 2 

{} } cos 2 sin Е 
Е 1-е cos Е = 

соsт 

gin i cos и . .Q. 1 + sш 2 cos 2 sin Е { 
. {} {} } 

- соsб sin·u· 1-е2 . Е Е 1-ecosE = 
sшт cos 2 

sin и cos и sin {} { 1 1 } 
- cos б 1-е2 + 1-е eos Е • 

дб cos i sin и 
дi = соsб 

дб дб 
доо = д{} = 

sin i cos и 
cos б 

дб дб д-6- дЕ дМ sin i cos и sin '6- 1 . 1 = sin i cos и sin {} 
дМо = д{} дЕ дМ дМ0 = cos б sin Е 1-е cos Е sin Е (1-е cos Е) 

да да д{} дЕ дМ cos i sin {} Т-Т0 
дп = дt} дЕ дМ 7iп == [1 +cos2 i tg2 и] cos2 и sin Е 1-е cos Е -
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cos i sin {} Т-Т0 
- [1+cos2 i tg2 и] cos2 и sin Е 1-е cos Е ' 

да да д{} cos i д{} 

Те= д{} 7ie = [1+cos2 i tg2 uj cos2 е Те"'' 
но 

--= Slll {} --- , д{} • ( 1 '{ ) 
де 1 - е2 + 1 - е cos Е 

да. cos i sin {} ( 1 '1 ) 
8ае"= (1+cos2i tg2u)cos2i 1-е2 + 1-ecosE ' 

да 
дQ = 1, 

да sin i tg i 
дi - 1+cos2 i tgz и ' 

да. да cos i 
дrо = д{} = (1 + cos2 i tg2 и) cos2 и ' 

да да д{} дЕ дМ cos i sin {} 
дМо = д{} дЕ дМ дМ0 = (1+eos2 itg2u)(1-ecosE)cos2 esinE' 

дR да 8 
Тп = (1-е cos Е)75п +а дп (1-е cosE), 

да 2а -=--, 
дп п 

0 д дЕ дМ esinE(T-To) 
71n=(1-ecosE)= дЕ (1-ecosE) дМ ~= 1-ecosE 

т. е. 

дR = _ 2а (1-е cos Е) + ае sin Е (Т-Т0) , 

дп 3n 1 - е cos Е 

дR 8 д . . дЕ --;;;- = де (а-ае cosE)=ae(-aecosE) =- -acosE+ae sшЕ ае' 

~~ = :е (М + е sin Е) = sin Е + е cos Е ~: : 
и 

дЕ sin Е 
де = 1 - е cos Е ' 

дR Е+ ае sin2 Е -=-acos ----, 
де 1-е cos Е 

дR дR дЕ дМ . 1 
дМ0 = 7iiГ дМ дМо = ае sшЕ 1-е cos Е • 

-Уравнения (110.31) можно записать как 

( дб дб дб дб до ~)( dn ) 

(:)= 
дп де дQ дi дrо дМо de 

да да да да да да dQ 
=Ddu. (110.32) 

дп де дQ дi дw д1v!о di 

дR дR дR дR дR дR dro 
t~ де дQ дi дrо дМо J dM 0 J 

/191 



ГlодСТiiВИВ (110.32) В (11().28), получим 

( 

d8' ) 
cos' da} 1 - - -= -,-·Q·Q· D-du-Q dRм. 

dr' r R 
-r-,-

(110.33) 

Если наблюдения производить со станций с известными Rоординатами,_ то 

( 

do' ) 
costo· da' 1 - -= -,-·Q·Q·D-du. 

rir' r R 
-r-,-

(110.34) 

В этом случае измеренные по Rрайней мере с двух твердых станций значе­

ния б', а', r' дают возможность определить поправRи du R элементам прибли­
женной орбиты u0 • Исправив этими поправRами приближенное значение орбиты, 
вычислим (см. 110.25) Rоординаты Rc на моменты наблюдений ИС3 с определя· 
,емых станций. Таким образом, измерения с определяемых станций будут произ­
ведены на известные положения ИС3, что дает возможность вычислить коорди­
наты определяемых станций. Если спутник наблюдался с нескольких твердых 

станций или наблюдалось более двух положений ИС3 с одной станции, то du 
определяется по способу наименьших квадратов. 

В эллиптическую орбиту можно ввести вековые возмущения, вызванные 
·сжатием Земли и сопротивлением атмосферы. Сжатие Земли приводит к вра­
щению линии узлов в экваториальной плоскости (регрессия Q) и к вращению 
линии апсид по плоскости орбиты (регрессия ro). 

Ранее уже были получены формулы, определяющие меры этих движений: 

Q = - 1 О -- • cos i, • ( R )
7
/2 

rcp 

. ( Rз )1/2 . . ro = - 5 -- · (5 sш2 -,, - 1 ). 
rcp 

Влияние атмосферы вызывает изменение формы и размеров орбиты (а и е) 
в ее плоскости при очень малом изменении перигея. Вращение атмосферы вызы­
вает веновые изменения в наклонении, которые можно считать линейными 
на коротком интервале времени. Если взять только вековую часть возмущений~ 
то орбита может быть представлена в общем виде степенным рядом 

(110.35) 

rде 

dи=d(n, е, Q, i, ro, 
~.) }· (110.36) 

аи= d(n, 
.. 

Q, 
.,. 

е, i, (J), Мо) 
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Число чJ1енов этого уравнения зависит от величины Т - Т 0 • Для опре­
деления орбиты второго приближения используем метод, аналогичный пре­
дыдущему, но уравнение (108.53) заменяют на интеграл 

т 

М = А1 0 + s п dT. (110.37) 
о 

В соответствии с новым определением орбиты (как орбиты второго при­

ближения) нужно искать поправки du, du-, du и 'f. д. 
Пусть Т - Т O достаточно мало, чтобы ограничиться первым членом раз­

ложения, т. е. 

и= ii0 + dи+ du (Т- Т0). (110.38) 

Тогда искомыми параметрами будут' векторы 

dU ~ (dn, de, dЫ, di, dro, dM0) ) 

dи = (dп, ai, at2, ai, dш, dM0 ) 

(110.39) 

:и уравнение (110.35) примет вид 

(co~
6

da) = ( Q, D) . (d~) , 
dR du 
1Г 

(110.40) 

где матрица D равна 
до до до до до ~1 
д(;, дё дQ дi дю дМо 

D= 
да да да да. да да 

д~ дё дQ дi дw д.Мо · (Т- Т0). (110.41) 

дR дR дR дR дR дR 

t д~ дё дQ дi дw амо J 

В итоге получим 

( 

df/ ) cos;/~' =Q·(Q, D)·(~)-QdRм. (110.42) 

Если учитывать не только вековые, но и периодические изменения элемен­

-тов орбиты, возникающие из-за несферичности гравитационного поля и изме­
нения плотности атмосферы с высотой, то орбиту следует записывать каR 

и+би =ио+ du+ du(T-T0)+ .. . , 

,где би - Rороткопериодические изменения орбиты. 

(110.43) 
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Приведем выражения для короткопериодических изменений четырех эле­

иентов, которые были получены Козаи: 

бi=-1 J (; )
2

sini{cos2({}+ro)+ecos({}+2ro)+ 

++ е cos (З1<t + 2ro)} 

бQ = - J ( ; ) 
2 

cos i { ({} - М) + е sin {} - -½- sin 2 ({} + ro) -

--½-е sin ({}+ 2ro)- ~ е sin(3{}+ 2ro)} 

8R= ~ 1(; ) 2 р(1- ~ sin2 i)[-1-+{1-V1-e2 )cos{}+ 

+ ~ vb] +J ( ~ ) 2 

psin2 {+cos2 ({}+ ro)] 

би=J ( ~ )
2 {(2 - ~ sin2 i) ({}-M+esin{})+ (1 - ~ sin2 i) Х 

Х [ f е ( 1 - {-- - V 1- е2 ) sin {} + f ( 1-V 1- е2 ) sin 2{}] -

- ( -}- ~ sin2 i) е sin ({} + 2ro)- ( f- J2 sin2 i) sin 2 ({}+ ro)-

- ~ (1-sin2 i)esin (3{}+2ro)} 

где 

1 

(110.44) 

µ= 1-J (; / ( 1- ~ sin2 i) V1-e 2
• (110.45) 

Из сказанного следует, что применение орбитального метода требует доста­
точно сложных вычислений. Кроме того, орбитальный метод менее точен, чем 
метод синхронных наблюдений, из-за неточности знания параметров, определя­
ющих движение ИС3, или законов изменения этих параметров во времени 
(гравитационное поле Земли, плотность атмосферы и т. д.). Короче говоря, 
основным препятствием для широкого применения орбитального метода для 
геодезических целей является трудность высокоточного прогнозирования 
орбиты на большие отрезки времени Т - Т 0 • В то же время применение этого 
метода очень заманчиво, так как он не требует синхронных (или квазисинхрон­
ных) наблюдений. 

§ 111. Использование наблюдений ИСЗ для определения параметров, 
характеризующих гравитационное поле Земли 

Если считать Землю симметричной относительно оси вращения, то разло­
жение V земного потенциала по сферическим функциям можно записать в сле­
дующем виде: 

V = t 1:1 { 1 + С 20 ( 4-) 3 Р 30 + С 40 ( ~ ) 
4 

R 40 + ... } . ( 111.1) 

Если при этом ограничиться определением только С 2 0 , С 30 , С 40 , то, как 
показано И. Д. Жонголовичем, формулы для возмущений узла и перигея за 
один драконичес:кий период будут иметь вид 

бQ = P2l + р3С 30 + ()4D + P22f
2 ) 

бrо = q2J + q3C30 + q4D + q22l2 ' 
(111.2) 
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где 

и 

J = - ~ С20 } 

35 
D = 8 С40 

2ла~ cos i 
Р2 = - а2 (1-е2)2' 

_ 2ла~ cos i [ 45 . 2 • 3] е sin ю 
Рз- а2 (1-е2)з 8 sш i-2 sin i 

_ 2ла ~ cos i [ (2. sin 2 i _ -°--) ( 1 + ~ е) -
р4 - а4 (1-е2)4 2 7 2 

- (~ sin2 i-~) е 2 cos 2ю] 
2 14 

_ 2ла~ cos i [ (_!О_ sin2 i-~) + (-30_ sin2 i-~) е cos ю + 
P2J--a4 (l-e2) 4 3 2 3 _ 3 

+ (-5
- sin2 i+_!_) е2 - (~ sin2 i-2-) е2 cos 2ю] 

24 6 4 2 

2ла~ [2 - ~ sin2 i] 
q2 = а2 (1-е2)2 2 

2лаз0 [ ( 3 . 2 • + 15 . 4 ·) . ( 3 105 . 2 • + ____ --
2 

Slll l, -
8 

SШ l Т -
2 
--

8
- Slll l 

q3 = аз (1--е2)3 

1 105 . 4 ·) 2] sin ю 
--Г -8- sin i е е sin i 

2ла4 [ 12 93 .. 2 ·+ 21 . 4 .). 
о - - - Slll l - SШ l -t-

q4 = -a-4-(-1--e-2)--l 7 14 4 

+ ( 9 . 2 . 3 . 4 ·) 2 + ( 27 27 . 2 . + 81 . 4 ·); 2 1 \ 14 sш i- 4 sш i cos ю 14 - 4 sш i 16 sш i ~е т 

( 
9 + 1.5 . 2 • 27 · 4 ·) 2 2 ] + - 14 Т SШ l - S Slll i е COS ffi 

2ла~ [ (- 2 + ~ sin2 i-~ sin4 i) е-1 cos ю + 
q22 = а4 (1-e::)-l 6 3 

+ ( 9.5 . 2 . 445 . 4 ·) + ( 2 1 23 . 2 . + 5 . 4 ·) ') + 12 sш i-""7JГ" sш l - : 12 sш l, 8 sш i cos ... ю 

+ ( 25 , 461 . 2 . .t:.O . 4 ·) + ( 1 + 5 • 2 ·) - б -t- 24 SШ l, - З SШ l е COS W - - 2 S SHl l, Х 

3 + ( 7 3 . 2 . 15 . 4 ·) 2 ( 7 79 . 2 . 
Х е cos . w ,

12 
- 8 s1 n i - 32 sш i е + 12 - -v;- sш i + 

+ ~~ sin4 i) е 2 cos 2ю l 

(111.3) 

1 

(111.4) 
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Величины б Q и б w в выражениях для коэффициентов р и q заданы для мо­
мента прохождения спутником восходящего узла. Значение большой полуоси а 
определяется из уравнений 

vtМт~1 а- -- а• 
- Зл:! ' 

То=Тл-JТ(аа0 ) 2 [3-: sin 2 i-ecosw(1-5sin 2 i)+ 

+ ~ е2 ( 1 - ~~ sin2 i) + ~ ·е2 cos 2w ( 1 - ~ sin2 i)] (111.5) 

Т n = Tg + 1 :!'е2 ( :
0 )2 ( 2 - ~ sin2 i) ( 1-2е cos w + ~ е 2 cos 2w) 

которые решаются методом последовательных приближений. Здесь Т0 и Т n -
соответственно наблюденные значения драконического и аномалистического 
периода. Величины бQ и бw вычисляются по результатам наблюдений а, б и r. 
Значения Q и ffi в узле и перигее определяют интерполяцией (по Лагранжу 
или по способу наименьших квадратов) по неравномерно расположенным во 
времени значениям Q и ffi, которые определены по результатам наблюдений. 

Далее по формулам (111.4) можно определить коэффициенты Р 2 , р 3 , р 4 , р 22 
и q2 , q3 , q4 , q 22 по средним значениям: а. е, ffi, и, i. Из решения уравнений 
типа (111.2) определяют неизвестные/, С30 и D и по ним три первых параметра 
гравитационного потенциала Земли С 20 , С30 , С 40 • Сжатие Земли может быть 
определено через J, ffi, а, f, М как 

J + 1 + 1 J 2 1 J 11 2 + ( 1 JЗ + 3 JЗ + 39 J 2 9 3 ) а= тn 2 -т п-56п 2 49 п 39:2 п + ')9fi п ' 

(111.6) 

где 

(111.7) 

Практически в формуле (111.6) во всех членах, кроме первого, можно вместо./ 
подставить его приближенное значение 0,001625. Положив также 

ffi = 861~~.og • 729 212 · 10-10 рад/с2, 

fM = 398 600 км3/с2 , 

получим 

а= J + 1728,88. 10-6 = 0,003354 ~ 
29

~ 
5 

• 

1 
Для эл.т1ипсоида Красовского а = 

298 
;j • 

Определение высших гармоник в разложении потенциала по сферическим 
фующиям - ::Jадача достаточно сложная, и изложение ее выходит за рамки 
данной главы 
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§ 112. Связь различных геодезичес«их систем с помощью ИС3 

Геодезическая прямоугольная система координат 
ческими координатами В, L, Н г уравнениями 

Х = (N + Нг) · cos В· cos L } 
У= (N + Нг)· cosB· sin L . 
Z = [N (1-е2) +Hr.] · sin В 

if связана с геодеви--

(112.1) 

Система координат R задается координатами В0 , L O и н; начальноr{).. 
пункта и параметрами расчетного эллипсоида. Параллельность между гео­
центрической системой ( общий земной эллипсоид) и геодезической (референц­
эллиnсоид) обеспечивается не только применением астрономических коорди­
нат q:,, л и азимута а, но также и внесением поправки за уклонение отвеса 
в астрономические координаты при условии, что астрономический азимут 

тоже исправлен за уравнение Лапласа. Пусть q:,, ли На будут координаты 
исходной точки геодезической системы, полученные астрономическими мето­
дами и нивелированием, и ~' 11, ~ - абсолютные у:клонения отвеса. Тогда .. 

В=ер-; 

L = 'л-У/ · cosec ер 

А =а-(л- L)· siп ер 

Нг=На-~ 

(112.2) 

Погрешности в ер, л и Н пра«тически не влияют на непа раллельность. 
геодезической системы относительно геоцентрической. ОmибRа же в азимуте dA ,. 
измеренном из начального пункта системы, выразится в повороте системы 

Rоординат воRруг вертикали на величину dA. TaR каR ось, воRруг которой по­
ворачивается система координат, не исходит из начальной точки, то одновре­
менно будет иметь место и перенос. Матрица поворота может быть получена, 
как произведение пяти матриц поворота: 

(

cos л - sin л О) ( sin ер О 
МА = SinQ Л COQS Л Q • Q f 

1 - cos ер О 

cos ер) ( cos dA 
О · - sindA 

sin ер О 

sindA 

cosdA 

о 

Х (si~ ер ~ - с; ер) . (- :;: ~ :~: ~ 
cos ер О sin ер О О 

(112.3), 

Ошибки в s и 11 приведут еще к двум вращениям геодезической системы. 
координат относительно геоцентрической, причем матрицы поворота будут 
равны М ~ и М11 , если считать положительным направлением запад для d ~­
и север для d·ч: 

32 П. С. Занатов 

Ms= О 

о 

1 
( 

1 

d~ · cos 'ло dG · sin 'ло 

- dri · cos ер0 
1 

- d11 · siн ер0 • cos л0 

-d'§ cos л0) \ 

- dG sin Л0 \ 

1 . } . 
- d11 • sin <р0 • sш л0) J 

d'] · sin q,0 • cos Ло \ 

1 J 

(112.4). 
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Общий поворот от совместного влияния dA, d s, dri будет 

MA6,.=MA·Ma·Mri. (112.5) 

Выполнив все перемножении и учитывая лишь члены 1-го порядка малости, 
:получим 

1rде 

(ан а12 а1з) 
М As'll = а21 а22 а2з , 

аз1 аз2 азз 

ан= 1, а21 = - dA · sin ер+ dri · cos ер 

а31 = dA · cos ер· sin л + ds · cos л + dri • sin ер· sin л 

а12 = dA • sin ер- dri · cos ер 

азз= 1 
а32 = - dA · cos ер· sin л + ds · sin л - dri • cos ер· cos л • 
а13 = - dA • cos ер • sin л - ds · cos л - dri · sin ер · sin л 

а23 = dA • cos ер· sin л - ds sin л + dri • sin ер· cos л 

азз= 1 

(112.6) 

(112.7) 

Обозначив через С = ( С 1 , С 2 , С 3) координаты центра масс Земли в гео­
.дезичесной системе ноординат R' = (Х', У', Z') и через R- = (Х, У, Z) - гео­
центричесние ноординаты, получим 

R' = MAs'll · (R +С)= R +с+ (М - Е). (R + С). (112.8) 

Произведя умножение М - Е на R + С-и сгруппировав подобные члены 
<Относительно dA, d ;, dri, получим 1 

или 

Х' =Х + С1 + [sin ер· (У+ C2)-cosep· sin л· (Z+ С3)] dA-- ) 

- cos л · (Z + С3) • ds- [cos ер· (У+ С2) + sin ер· sin л · (Z + С3)] • dri 

У" = У+ С 2 + [ - sin ер · ( Х + С 1 ) + cos ер · cos л · (Z + С 3)] dA -

- [sin л · (Z + С3)] • ds + [cos ер· (Х + С1) + sin ер· cos л · (Z + С3)] • dri } . (112.9) 

Z'· = z + С 3 + [cos ер. sin л (Х + С 1J- cos ер· cos л ·(У+ С2)] dA + 1 
+ [cos л· (Х + С1)+ sin л· (У+ С2)] • ds+ [sin ер· sin л · (Х + С1)-

- sin ер· cos л ·(У+ С2)] dri 

(112.10) 

Если имеются не связанные между собой триангуляции (для наждой свой 
расчетный эллипсоид и своя начальная точна), с ноторых синхронно наблюда­
лись положения ИСЗ, то при различии геодезических координат ИСЗ, полу-
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ченных в разных системах (пока не учитываются ошибки измерений), геоцен-­
трические координаты в разных системах должны быть одинаковы, т. е. 

IIЛИ 

(
dA

1
) (dA

2 
\ 

в.; -li~ = лё + с1 ds1 - с2 ds2 ) . 

d111 drъ I 

(112.11)1 

Имея определение двух положений ИС3, можно отыскать вектор Лс и 
dA 1 d s1 dri, если на dA, d s, d11 наложить какое-нибудь условие, например· 

dA 2 = ds2 = d1ъ = О (112.12) 
или 

(112.13) 

Если имеется больше двух одновременных наблюдений ИС3, то параметры 
Лс 1 , Лс 2 , Лс3 , dA 1 , d s1 , d11 1 получают по способу наименьших квадратов. 

Знание этих параметров и дает возможность связать между собой различные· 
триангуляции. Совместная обработка наблюдений ИС3 с ряда различных 
триангуляций дает возможность получить довольно хорошее приближение­
к общему эллипсоиду своеобразным осреднением референц-эллиnсоидов раз-
личных триангуляций. 
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ПРЕДМЕТНЫИ УКАЗАТЕЛЬ 

Аберрация 433 
Абсолютное определение силы тяжести 228, 229 
Аддитамент 78 
Азимут астрономический 11 , 286 
- геодезический 286 
Азимутальное условное уравнение 397 
Альмукантарат 402 
Аномалия истинная 469 
- средняя 471 
- эксцентрическая 470 
Аномалия силы тяжести 26 7, 268 
- - в свободном воздухе 270 
Астрономическое нивелирование 337 
Астрономический пункт 457 
Астрономо-rеодезическая сеть 394, 395 
Астрономо-гравиметрическое нивелирование 323, 343 
Астрономические системы и.оординат: горизонтная 401 
- - - первая экваториальная 402 
- - - вторая экваториальная 403 

,Большая полуось 15 

Вековые возмущения 475 
Вектор кинетического момента 467 
Вектор Лапласа 468 
Венинг-Мейнеса формулы 283 
Волны геоида 347 
Время атомное 417 

всемирное 415. 417 
декретное 416 
3ВеЗДНОР 412 
поясное 415 
солнечное 414 
экваториальное 414 
эфемеридное 412 

Высота динамическая 333 
нормальная 329 

- ортометрическая 328 
- геоида над эллипсоидом 322, 346 

Гал 225 
Геодезические координаты (широта, долгота) 17 
Геодезическая линия 48 
Геоид 8 
Главные радиусы кривизны 27 
Гравиметр 228, 230 
Гравиметрия 6, 11 
Гравитационный параметр 464 
Гравиметрическая съемка 7, 11 
Градусные измерения по меридиану 209, 365-366 
- - по параллели 209, 365-366 

Движения звезд собственные 409, 410 
Дирекuиоввый угол 1f36, 167 



Дифференциальные уравнения геодезической линии 53-55 
Дифференциальные формулы первого рода 150 
- - второго рода 159 
Длина дуги меридиана 35 
- - параллели 41 
- - нормального сечения 61 
Длина маятника математического 229 
- - физического 229 
Длина хорды 63 
Долгота 17 

Закон всемирного тяготения 212 
Звено триангуляции 366 
Земля: внутреннее строение 221-223 

вращение 411 
объем (размеры эллипсоида Красовского) 220 

- площадь (размеры эллипсоида Красовского) 221 
- средняя плотность 220 
- масса 220 

Изостазия 315 
Изостатическая компенсация 315 
Изостатическая поправка 319 
Интеграл энергии 466 
Исходные геодезические даты 392, 393 

Квазигеоид 9, 11, 345 
Километровая сетка (линия) 199 
Клеро теорема 256 
Комформное изображение эллипсоида на плоскости 164-169 
- - - на ша ре 111 
Координаты Гаусса - Крюгера 20, 162 
- прямоугольные пространственные 16 
- сфероидические 19 
Космическая геодезия 11, 460 
Коэффициент аэродинамического сопротивления 465 

Лапласа азимут 304, 305 
Лапласа вектор 468 
Лежандра теорема решения треугольников 68-74 
Линия узлов 469 
Личное уравнение астронома 455, 456 

Малая полvось 15 
Маештаб изображения 114, 179 
Маятник 228-229 
Меридиан 35 
Меридианный эллипс 18 
Метод дуг 36 5 
- площадей 376 
- проектирования 383 
- развертывания 371, 376 
М иллигал 226 
Молоденского М. С. теория изучения фигуры Земли 219 

Наклонение орбиты 469 
Невозмущенное движение 465, 466 
Нивелирование астрономическое 337-340 
Нивелирование астрономо-гравиметрическое 3-40, 343 
- геометрическое 323 
Нормальное сечение эллипсоида 27 
- - прямое 46 
- - обратное 4 7 
Нутация 410 
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Обратная геодезическая задача 82 
Общий земной эллипсоид 9 
Орбита возмущенная 475 
Орбита оскулирующая 475 
Орбитальный метод 463, 488 
Ориентирование земного эллипсоида 10, 392 
Ортометрическая поправка 328 
Осевой меридиан 164 
Отвесная линия 11 
Отступление геоида, квазиrеоида от эллипсоида 10, 346 

Параллель 41 
Первый вертикал 34 
Перекрытие зон 193 
Переход из зоны в зону 193-198 
Площадь трапеции 42 
Погрешности геодезических измерений 7 
Поправка в азимут за высоту наблюдаемой точки 354, 355 
Поправка в зенитное расстояние за параллакс 431 
- - - рефракцию 432 
- - - радиус Солнца 432 
Поправка в направление за кривизну изображения геодезической линии на 
плоскости 167, 182-186 

Потенциал притяжения Земли 230 
- силы тяжести 251 
- центробежной силы 251 
Практическая астрономия 400 
Пратта гипотеза 316 
Прецессия 409 
Прямая геодезическая задача 81 
Прямое нормальное сечение 46, 4 7 
Прямоугольные плоские координаты Гаусса-Крюгера 20, 162 
Прямоугольные сфероидические координаты 19 
Пулковская обсерватория 458, 459 

Радиус кривизны меридианного сечения 27 
- первого вертикала 27, 29 

- - произвольного нормального сечения 33, 34 
- - средний 32 
- параллели 41 
Рамки планшетов 45 
Расхождение взаимных нормальных сечений 48 
Редукция на плоскость направлений 182-186, 167 
- - расстояний 167 
Референц-эллипсоид 10, 391 
Решение сферических треугольников 68 
- сфероидических треугольников 72, 73 

Сближение меридианов 166 
Световое давление 465 
Сжатие полярное эллипсоида 15 
Сжатие экватора 347 
Сила тяжести 225-230 
Силовая функция Земли 464 
Синхронный метод 462, 482 
Слагающие уклонения отвесной линии 280 
Соприкасающаяся плоскость 48 
Стокса теорема 265 
Сферическая астрономия 408 
Сферический избыток треугольника 70, 71 
- треугольник 68 
Сферические функции 235, 464 
Сфероидическая геодезия 11 



Таблицы Ларина 188 
Трансверсальная скорость 4 76 

У гол между взаимными нормальными сечениями 63 
Угол между геодезической линией и прямым нормальным сечением 52 
Уклонение отвесной линии: абсолютное 279 

- астрономо-геодезическое 279 
- - - гравиметрическое 2 92 
- - - местное 371, 375 
- - - относительное 279 
Уравнение астрономо-геодезической сети 396-398 
Уравнение геоида 252, 253 
Уравнение Лапласа 248 
Уровенная поверхность 8, 240, 253 
Ускорение силы тяжести 225-226 

Фигура геоида 8, 9 
Физическая геодезия 11, 208 
Физическая поверхность Земли 9, 208, 209 
Футшток 321 
Формулы решения главной геодезической задачи: 

Бесселя 122 
- - - - - Гаусса 111 
- - - - - по способу вспомогательной точки 91 
- - - - - Молоденского 143 
Формулы нормальноrо распределения силы тяжести 261, 262 

Центробежная сила 251 

Часы 428 

Широта астрономическая 18 
- геодезическая 1 7 
- геоцентрическая 19 
-~нормальная 113 
-lприведенная 24 

Зsсцентриситет эллипсоида: 
- первый 15 
- второй 15 
Эллипсоид Красовского 14, 391 
Эллиптичность земного экватора 347 
Эфемериды 435 
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